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Vor^A^ort  zur  ersten  Auflage. 

Vorliegendes  Buch  will  eine  Einführung  in  die  höhere  Mathematik 
für  Naturforscher  und  Aerzte  sein,  wobei  der  Zusatz  „für  Natur- 
forscher und  Aerzte"  eine  doppelte  Bedeutung  haben  soll,  nämlich 
erstens  in  Bezug  auf  die  Auswahl,  zweitens  in  Bezug  auf  die  Be- 
handlung des  Stoffes. 

Was  zunächst  die  Behandlung  des  Stoffes  betrifft,  so  ergibt  sich 
für  die  Strenge  und  Exaktheit  der  Definitionen  und  Beweisführungen 
durch  praktische  Rücksichten  eine  Grenze  nach  oben.  Es  nützt  nicht 
viel,  die  Differential-  und  Integralrechnung  auf  vollkommen  strengen 
Grundlagen  systematisch  zu  entwickeln,  wenn  diese  Entwicklungen 
von  denjenigen,  für  die  sie  bestimmt  sind,  nicht  verstanden,  folglich 
nicht  gelesen  werden.  Ich  habe  mehrfach  Gelegenheit  gehabt,  Natur- 
forschern persönlich  Unterricht  der  höheren  Mathematik  zu  erteilen, 
und  habe  dabei  durch  nicht  uninteressante  psj'chologische  Experi- 
mente eine  obere  Grenze  für  die  mathematische  Aufnahmsfähigkeit 
festsetzen  können,  die  zum  mindesten  für  die  Mehrzahl  gilt  und  wohl 
durch  die  besonderen  Arbeitsmethoden  des  Naturforschers  und  des 
wissenschaftlich  tätigen  Arztes  bedingt  ist.  Beispielsweise  habe  ich 
es  so  weit  gebracht,  daß  die  Herren  die  Stetigkeit  von  sin  x,  cos  x  usw. 
mittels  der  «-Methode  zu  beweisen  vermochten,  konnte  mich  jedoch 
überzeugen,  daß  ihnen  das  Wesen  der  «-Methode  doch  ganz  fremd 
geblieben  ist,  was  um  so  weniger  zu  A^erwundern  ist.  als  ja  bekanntlich 
diese  Methode  auch  Jüngern  Studenten  der  Mathematik,  bei  denen 
man  wohl  eine  spezielle  Veranlagung  für  Mathematik  voraussetzen 
darf,  Schwierigkeiten  bereitet.  In  der  Tat,  solange  man  sich  auf 
das  Studium  der  „vernünftigen"  Funktionen  beschränkt,  überwiegt 
die  geometrische  Anschauung  derart,  daß  es  dem  Anfänger  unmöglich 
ist,  die  Zweckmäßigkeit  der  Arithmetisierung  einzusehen.  Aus  diesem 
Grunde  verzichte  ich  in  diesem  Buche  vollständig  auf  die  «-Definitionen 
und  «-Beweise  und  mache  einen  um  so  ausgiebigeren  Gebrauch  von 
der  ..naiven"  geometrischen  Anschauung.  So  nehme  ich  keinen  An- 
stand eine  stetige  Funktion  durch  die  Eigenschaft  zu  definieren,  daß 
ihre  Bildkurve  „nirgends  abreißt"  (beschränke  mich  also  vitn  vorn- 
herein auf  Funktionen,  die  einer  geometrischen  Veranschaulichung 
fähig  sind),  stelle  es  ferner  als  durch  die  Anschauung  unmittelbar 
gegeben   hin,   daß   eine   stetige    P^mktion   nicht    von   negativen   zu 
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positiven  Werten  übergehen  kann,  ohne  die  Null  zu  passieren, 
fasse  es  als  „selbstverständlich"  auf,  daß  für  eine  stetige  Funktion 
lim  f(x-{-h)  =  f(x)  ist  (und  zeige  erst  in  einem  Anhang,  daß  es  zweck- 

/,=0 

mäßiger  ist,  diese  Gleichung  als  Definition  der  Stetigkeit  einer  Funk- 
tion aufzustellen).  —  Ich  glaube,  daß  dem  Anfänger  kein  Schaden 
dadurch  erwächst,  daß  icli  seiner  „naiven"  geometrischen  Anschauung 
entgegenkomme;  er  würde  sich  —  nicht  mit  Unrecht  —  dagegen 
sträuben,  wenn  man  ihn  zum  Verzicht  auf  diese  zwingen  w^ürde.  Der 
Versuch  der  Emanzipierung  von  der  geometrischen  Veranschaulichung 
kann  ja  erst  in  einem  späteren  Stadium  des  mathematischen  Unter- 
richte's Aussicht  auf  Erfolg  haben. 

Wie  sich  nun  für  die  Strenge  in  der  Behandlung  des  Stoftes 
durch  praktische  Rücksichten  eine  Grenze  nach  oben  ergeben  hat,  so 
ergibt  sich  durch  den  Zweck  des  Buches  auch  eine  Grenze  nach  unten. 
Viele  Naturforscher  studieren  die  höhere  Mathematik  nicht  allein 
wegen  ihrer  naturwissenschaftlichen  Anwendungen  (die  ja  in  manchen^ 
Gebieten  derzeit. noch  nicht  so  ausgedehnt  sind,  daß  sich  ihretwegen 
allein  das  Studium  der  Mathematik  lohnen  würde);  der  Naturforscher 
und  der  Naturphilosoph  erhofft  sich  aus  der  Beschäftigung  mit  der 
höheren  Mathematik  eine  gewisse  geistige  Schulung,  eine  Verschärfung 
der  Denkweise.  Kann  sich  ja  die  Mathematik  mit  Recht  rühmen, 
die  exakteste  der  Wissenschaften  zu  sein,  die  die  Voraussetzungen 
und  den  Geltungsbereich  der  durch  sie  aufgestellten  Gesetze  scharf 
abzugrenzen  vermag.  Aeußerlich  kommt  dies  auch  darin  zum  Vor- 
schein, daß  es  in  der  mathematischen  Literatur  kaum  eine  Polemik 
im  eigentlichen  Sinne  dieses  Wortes  gibt;  ein  mathematischer  Satz 
kann  entweder  richtig  oder  falsch  sein,  ein  Drittes  gibt  es  nicht. 
Anders  in  den  Naturwissenschaften;  nimmt  man  irgendeine  natur- 
wissenschaftliche oder  naturphilosophische  Zeitschrift  in  die  Hand,  so 
wird  man  kaum  in  einer  Nummer  einen  polemischen  Artikel  ver- 
missen. Nun  ist  es  da  selbstverständlich  durch  den  Gegenstand  und 
die  Methoden  der  Forschung  bedingt,  daß  eine  Polemik  notwendig 
und  meistens  auch  fruchtbar  ist;  trotzdem  aber  glaube  ich  nicht  Un- 
recht zu  iiaben,  wenn  ich  behaupte,  daß  ein  nicht  unerheblicher  Teil 
dieser  Polemik  auf  Mißverständnisse  zurückzuführen  ist,  die  davon 
herrühren,  daß  die  Polemisierenden  ihren  Standpunkt  nicht  mit  der 
erwünschten  Klarheit  iiräzisieren  und  daß  daher  mitunter  unter  einem 
und  demselben  Terminus  verschiedene  Forscher  verschiedenes  ver- 
stehen. So  wird  geistige  Energie  vergeudet,  die  zu  Besserem  ver- 
wendet werden  könnte,  wenn  es  die  Naturforscherund  Naturphilosophen 
von  der  Mathematik  erlernen  würden,  ihre  Behauptungen  derart  zu 
formulieren,  daß  kein  Zweifel  darüber  möglich  ist,  was  behauptet 
wird.  —  Daher,  glaube  ich,  erweist  man  dem  Naturforscher  nur  einen 
schlechten  Dienst,  wenn  man  in  einem  für  ihn  bestimmten  Lehrbuche 
der  Mathematik  beispielsweise  folgende  Definition  des  Differential- 
quotienten bringt:  „Wächst  die  unabhängige  Variable  x  um  Ax,  so 
wächst  die  abhängige  y  um  Ay;  je  kleiner  das  Ax  genommen  wird, 
um  so  kleiner  wird  auch  Ay;  wird  schließlich  das  Ax  unendlich 
klein  (also  gleich   dem  Differentiale  dx),   so  wird   auch  Ay  unendlich 

klein  (also  gleich  dy),  und  das  Verhältnis   ,     dieser  unendlich  kleinen 

Zuwächse  nennt  man  den  Differentialquotienten  der  Funktion."     Die 
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Verfasser  solcher  Definitionen  erklären  gewöhnlich  auch  gar  nicht, 
was  man  unter  einer  ,.unendlich  kleinen  Größe"  verstehen  soll,  glauben 
also,  daß  das  „Unendlich  kleine"  unmittelbar  durch  die  Anschauung 
gegeben  ist.  Was  wird  sich  nun  der  Leser  des  betreuenden  Buches 
unter  einer  „unendlich  kleinen  Größe"  vorstellen?  Im  gewöhnlichen 
Leben  faßt  man  schon  ein  Haar  als  „unendlich  dünn"  auf;  der  Natur- 
forscher wird  aber  vielleicht  erst  das  Atom,  oder  erst  das  Elektron 
als  ».unendlich  klein"  gelten  lassen  wollen.  Daß  die  „unendlich  kleine 
Größe"  überhaupt  nur  als  eine  variable  Größe  aufgefaßt  werden 
kann,  wird  dem  Leser  kaum  einfallen,  denn  es  hindert  ihn  daran  das 
Wort  „schließlich" ;  man  kann  ja  nicht  immer  kleiner  und  kleiner 
werden,  bis  man  schließlich  etwas  Variables  geworden  ist.  — 
Wenn  schon  die  derart  eingeführte  „unendlich  kleine  Größe"  an 
Klarheit  zu  wünschen  übrig  läßt,  so  gilt  dies  dann  noch  um  so  mehr 
für  den  Begriff  des  Differentialquotienten.  Manche  Leser  werden 
durch  diese  Darstellung  zur  Auffassung  verleitet,  die  höhere  Mathe- 
matik wäre  überhaupt  nur  eine  Approximationsrechnung.  —  Man 
wende  nicht  ein.  daß  man  auch  auf  Grund  der  so  vagen  Definition 
des  Differentialquotienten  das  Differentiieren  und  Integrieren  erlernen 
kann.  Erstens  kommt  es  ja  nicht  allein  auf  das  rein  Mechanische 
dieses  Verfahrens  an  und  man  muß  einen  gewissen  Wert  darauf  legen, 
daß  wenigstens  die  Grundbegriffe  der  Differential-  und  Integralrechnung 
in  einer  einwandfreien,  dem  heutigen  Stande  der  Wissenschaft  ent- 
sprechenden Weise  erklärt  werden;  zweitens  aber  ist  es  durchaus 
nicht  ausgeschlossen,  daß  sich  die  unstrenge  Definition  des  Differential- 
quotienten bei  naturwissenschaftlichen  Anwendungen  rächt  und  direkt 
zu  sachlichen  Fehlern  verleitet. 

Diese  Erwägungen  haben  mich  dazu  bewogen,  den  Begriff  des 
Differentialquotienten  —  unter  Wahrung  des  elementaren  Charakters 
des  Buches  —  auf  dem  strengen  Begriffe  des  Grenzwertes  einer 
Zahlenfolge  zu  fundieren. 

Das  erste  Kapitel  ist  der  Erklärung  des  Begriffes  des  Grenzwertes  einer  unend- 
lichen Zahlenfolge  gewidmet.  Um  mir  die  Aufgabe  zu  erleichtern,  beschränke  ich 
mich  auf  Zahlenfolgen,  deren  Zahlen  entweder  beständig  zu-  oder  beständig  abnehmen 
und  definiere  unter  dieser  Voraussetzung  den  Grenzwert  der  Folge  als  diejenige  Zahl, 
die  zwar  iu  der  Zahlenfolge  selbst  nicht  enthalten  ist.  die  aber  die  Eigenschaft 
besitzt,  daß  ihr  die  Zahlen  der  Folge  so  nahe  kommen,  als  wir  nur  immer  wollen. 
Die  Aussage:  „die  (unabhängige)  Variable  x  konvergiert  gegen  «"'  definiere  ich  als 
identisch  mit  der  Aussage:  „die  Variable  x  durchläuft  eine  Zahlenfolge  mit  dem  Grenz- 
werte a".    Ebenso  definiere  ich  das  Konvergieren  einer  abhängigen  Variablen  gegen 

f,x-\-h)  —  f{x) 
einen  Grenzwert,  fasse  den  Differenzenquotienten  -         j — —      einer  Funktion  f(x) 

an  einer  Stelle  .x  als  eine  Funktion  von  7;  auf  und  definiere  den  Grenzwert  dieser 
Funktion  für  ein  gegen  Null  konvergierendes  h  als  die  Ableitung  von  f\x)  an  der 
Stelle  x.  Allerdings  mußte  ich  bei  dieser  Definition  der  Ableitung  —  infoige  der 
Beschränkung  auf  beständig  wachsende  oder  beständig  zunehmende  Zablenfolgcn  — 
die  stillschweigende  Voraussetzung  machen,  daß  sich  die  Nullstellen  der  Ableitungen 
der  betrachteten  Funktionen  nirgends  häufen.  Da  ich  mich  aber  schon  aus  anderen 
Gründen  bloß  auf  die  „vernünftigen"  Funktionen  beschränkt  habe,  so  bedeutet  diese 
Voraussetzung  keine  besondere  Einschränkung  der  Allgemeinheit. 

Die  Regeln  über  die  Ditt'erentiation  einer  Summe,  eines  Produktes 
eines  Quotienten,  —  usw.  von  Funktionen  führe  icii  auf  die  ent- 
sprechenden Sätze  über  die  Grenzwerte  von  Zahlenfolgen  zurück. 
Diese  Sätze  führe  ich  allerdings  —  da  ich  ja  von  den  ^-^Metlioden 
absehen   mußte  —  ohne  Beweis   an,   deute   aber   aucli   gar  nicht    an. 
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daß  sie  eines  Beweises  bedürftig:  sind;  man  lasse  keine  Bedenken 
aufkommen,  wenn  man  nicht  auch  imstande  ist,  sie  g:leich  zu  be- 
seitifren.  Ich  g:laube,  daß  dem  Leser  kein  Schaden  erwachsen  wird, 
wenn  man  ilim  Sätze,  deren  Richtigkeit  er  intuitiv  erkennt,  auch 
ohne  Beweise  briiij^t.  Der  Beweis  wäre  für  ihn  weniger  überzeugend, 
als  die  intuitive  Erkenntnis. 

Den  Begrilf  der  „unendlich  kleinen  Größe  führe  ich  gelegentlich 
der  Auswertung  unbestimmter  Formen  {|-  ein  und  betone,  daß  dieser 
Begriö"  zur  Begründung  der  „Iniinitesimalrechnung"  (die  mit  mehr 
Recht  den  Namen  „Grenzwertrechnung''  führen  könnte)  nicht  not- 
wendig ist.  Ebenso  stelle  ich  den  Begriff"  des  „Dilferentials"  als  im 
Prinzip  übertiüssig  hin  und  führe  ihn  erst  dort  ein,  wo  er  wirklich 
nützlich  ist,  nämlich  in  der  Integralrechnung;  durch  die  Ueberschrift 
des  betrettenden  Kapitels  „Technik  des  Integrierens"  soll  es  auch 
äußerlich  zum  Ausdruck  kommen,  daß  der  Begriff  des  Differentials 
nur  ein  rechen-  und  mnemotechnischer  Hilfsbegriff  ist.  Die  Regeln 
über  die  Integration  mittels  Substitution  einer  neuen  Variablen, 
Trennung  der  Variablen,  usw.  leite  ich  zwar  zunächst  rein  formal 
mit  Hilfe  der  Differentialschreibweise  ab,  weise  aber  jedesmal  darauf 
hin.  daß  der  eigentliche  Beweis  in  der  Umkehrung  der  entsprechenden 
Formeln  der  Differentialrechnung  liegt. 

Soviel  über  die  Art  der  Behandlung  des  Stoffes  und  nun  noch 
einige  Worte  über  die  Auswahl  desselben.  —  Den  Naturforscher  wird 
es  am  meisten  interessieren,  worin  das  Wesen  der  mathematischen 
Behandlung  der  naturwissenschaftlichen  Probleme  liegt.  Diese  Fragen 
werden  im  XIL  und  XIII.  Kapitel  des  ersten  Teiles  behandelt.  Der 
dort  entwickelte  Gedankengang  ist  folgender.  Die  Naturgesetze 
finden  ihren  Ausdruck  in  Differentialgleichungen;  einer  direkten 
experimentellen  Prüfung  sind  aber  nur  endliche  Gleichungen  zugäng- 
lich. Will  man  daher  ein  hypothetisch  aufgestelltes  Naturgesetz  auf 
seine  Richtigkeit  prüfen,  so  hat  man  die  das  Gesetz  zum  Ausdruck 
bringende  Differentialgleichung  zu  integrieren  und  das  Integral  mit 
der  Erfahrung  zu  vergleichen.  Diese  Kapitel  über  die  mathematische 
Methode  in  den  Naturwissenschaften  bilden  den  Mittelpunkt  des 
Buches,  um  das  sich  alles  Vorhergehende  als  Einleitung,  alles  Folgende 
als  Programmausführung  gruppiert.  Beispiele  aus  der  Physik,  Chemie, 
Physiologie,  Serologie  sollen  zeigen,  wie  die  Anwendung  der  mathe- 
matischen Methode  in  konkretem  Falle  geschieht;  sie  sind  so  gewählt 
und  durchgeführt,  daß  Vorkenntnisse  aus  den  betreffenden  Disziplinen 
nicht  vorausgesetzt  werden.  Die  Beispiele  sollen  selbstverständlich 
nur  als  Beleg  für  den  Text  dienen  und  erheben  keineswegs  Anspruch 
auf  Vollständigkeit. 

Quellenangaben  sind  in  einem  Lehrbuch  der  Differential-  und 
Integralrechnung  überflüssig.  Ich  will  nur  erwähnen,  daß  ich  einige 
Uebungsbeispiele  der  Aufgabensammlung  von  Dingeldey  entnommen 
habe.  Für  die  Beweise  und  Aufeinanderfolge  der  Sätze  waren  mir 
vorbildlich:  Genocchi-Peano  (Differentialrechnung  und  Grundzüge 
der  Integralrechnung),  Osgood  (P'unktionentheorie  I,  Einleitung  über 
die  reellen  Funktionen)  und  die  Artikel  von  Puingsheim  und  Voss 
in  der  Enzyklopädie  der  mathematischen  Wissenschaften  (11.  Band 
A.  1.  2).  Was  in  Anlage  und  Durchführung  des  Buches  originell  ist, 
inwieweit  mir  das  angestrebte  Kompromiß  zwischen  Exaktheit  einer- 
seits, Leichtfaßlichkeit  andererseits  gelungen  ist,   überlasse  ich  dem 
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Urteile  der  mathematischen  Fachkritik  und  dem  der  Leser.  Für 
Verbesserungsvorschläge  und  anregende  Bemerkungen  werde  ich  selir 
dankbar  sein. 

Die  hier  vertretenen  Gesichtspunkte  mögen  gleichzeitig  als  Recht- 
fertigung dafür  dienen,  daß  ich  die  Zahl  der  (zum  Teil  vortrefflichen) 
Lehrbücher  mit  ähnlichen  Tendenzen  (wie  z.  B.  Nernst-Schoenfliess, 
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v.  Bechtenstamm)  um  eines  vermehre.  Ich  habe  eben  keines  ge- 
funden, das  allen  hier  angeführten  Gesichtspunkten,  sowohl  in  Bezu? 
auf  die  Behandlung  wie  auch  in  Bezug  auf  die  Auswahl  des  Stoties, 
gleichzeitig  Rechnung  tragen  würde. 

Es  sei  mir  schließlich  gestattet  dem  Herrn  Stabsarzt  Professor 
Dr.  Robert  Doerr,  der  mir  die  Anregung  zur  Veröffentlichung  dieses 
Buches  gegeben  und  meiner  Arbeit  von  Anfang  an  das  liebens- 
würdigste Interesse  entgegengebracht  hat.  auch  an  dieser  Stelle 
meinen  innigsten  und  aufrichtigsten  Dank  auszudrücken. 

Es  ist  mir  ebenfalls  eine  angenehme  Pflicht,  Herrn  Gustav  Fischeu, 
der  das  Buch  in  seinen  Verlag  übernommen  und  alle  meine  Wünsche 
bezüglich  der  Ausstattung  desselben  bereitwilligst  erfüllt  hat.  meinen 
besten  Dank  zu  sagen. 

Wien,  Dezember  1912. 

J.  S. 
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L  Begriff  des  Grenzwertes  einer  unendlichen 
Zahlenfolge. 

Es  soll  eine  Pyramide  gebaut  werden,  deren  Stufen  aus  lauter 
Würfeln  bestehen.  Die  Kantenlänge  des  ersten  (untersten)  sei  10  m, 
die  des  zweiten  5  m,  die  des  dritten  |  m,  usw.;  m.  a.  W.  es  soll  die 
Kantenlänge  eines  jeden  Würfels  genau  die  Hälfte  der  Kantenlänge 
des  vorhergehenden  betragen.  Schreiben  wir  die  Kantenlängen  der 
einzelnen  Würfel  nacheinander  der  Reihe  nach  auf,  so  erhalten  wir 
eine  endlose  Folge  von  Zahlen: 

10,  104,  10. 22,  10.^3,  10-24,  10-^,  .  .  . 

eine  „unendliche    Zahlenfolge".  *=)     Die   Zahlen   dieser  Zahlenfolge 

werden  immer  kleiner  und  kleiner  und  nähern   sich  unbegrenzt   der 

Null;   wir  sagen:   Null  ist  der  Grenzwert   der  Zahlenfolge:    10,    V, 
10    10    1 0    10 

T  >     "R  >   T^,    ???    •    •    • 

Wodurch  ist  hier  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge  charakterisiert  ? 
Man  wäre  geneigt  zu  sagen :  Die  Stufen  der  Pyramide  werden  immer 
kleiner  und  kleiner  und  die  „letzte"  Stufe  schrumpft  schließlich  auf 
einen  „Punkt"  zusammen;  die  Dimensionen  eines  Punktes  sind  Null; 
Null  ist  der  Grenzwert  unserer  Zahlenfolge;  der  Grenzwert  wäre 
somit  die  „letzte"  Zahl  in  der  Zahlenfolge.  Allein,  man  bedenke, 
daß  das  Wort  „letztes  Glied"  einer  endlosen  P^olge  keinen  rechten 
Sinn  hat;  denn  was  endlos  ist,  hat  eben  kein  Ende,  besitzt  somit 
auch  kein  letztes  Element.  Es  wäre  wohl  Geschmacksache  in  unserem 
Falle  die  Zahl  Null,  den  Grenzwert  der  Zahlenfolge,  als  ..letztes" 
Glied  der  Folge  —  par  definition  —  anzusehen,  also  das  Wort  „letzt" 
im  übertragenen  Sinne  zu  gebrauchen;  jedoch  hat  sich  dies  als  durch- 
aus unzweckmäßig  erwiesen.  In  der  Tat,  würde  man  die  Bezeich- 
nung des  Grenzwertes  einer  Zahlenfolge  als  „letztes"  P^lement  der- 
selben zulassen,  so  wäre  man  in  Verlegenheit,  wenn  man  nach  dem 
„vorletzten"  Gliede  fragen  würde.  Spricht  man  nämlich  von  einem 
„letzten"  Elemente,  so  ist  mau  auch  berechtigt,  die  Frage  nach  dem 
„vorletzten"   aufzuwerfen.    Ist  die   „letzte"  Stufe   unserer  Pyramide 


*)  Wohlgemerkt  sind  die  Zahlen  einer  Zahlenfolge  nicht  zueinander  addiert, 
sondern  bloß  nacheinander  aufgeschrieben;  sie  sind  durch  Beistriche  vtineinnndcr 
getrennt  (und  nicht  durch  „  + "-Zeichen  miteinander  verbunden). 

1- 
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ein  Punkt,  wie  groß  ist  die  vorletzte  Stufe?  Der  Leser  wäre  viel- 
leicht geneigt  zu  antworten:  die  Stufe,  die  bloß  „eine  Idee",  eine 
..Haarbreite"  dick  ist.  ist  die  „vorletzte"  Stufe.  Jedoch  ist  die  Breite 
einer  ..Idee"  nicht  meßbar;  die  Haarbreite  ist  wohl  meßbar,  hat  aber 
eine  endliche,  bestimmbare  Größe.  Beträgt  etwa  die  Breite  eines 
Haares  jj,^  mm,  so  wird  es  in  unserer  Pyramide  Stufen  geben,  deren 
Dimensionen  kleiner  sind  als  j^  ™ii^5  ohne  jedoch  Null  zu  sein;  z.  B. 

beträgt  die  Kantenlänge  des  21ten  Würfels  ^..^  m  =  0,0095  mm;  die 

einundzwanzigste  Stufe  ist  also  dünner  als  ein  Haar,  größer  aber  als 
Null.*)  —  Würde  man  also  —  durch  Festsetzung  —  zugeben,  daß  eine 
unendliche  Zahlenfolge  eine  „letzte  Zahl"  besitzt,  so  wäre  es  dennoch 
unmöglich  eine  ..vorletzte"  anzugeben:  denn  welches  Glied  der  Zahlen- 
folge man  auch  immer  herausgreifen  würde,  es  wären  stets  noch 
zwischen  diesem  und  dem  „letzten"  Gliede  andere  Glieder  der  Zahlen- 
folge vorhanden.  Daher  ist  man  übereingekommen,  von  der  Ein- 
führung des  Begriifes  „letztes"  Glied  ganz  abzusehen. 

Was  ist  also  unter  dem  Grenzwerte  einer  Zahlenfolge  zu  ver- 
stehen? Der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  ist  eine  Zahl,  die  zwar 
nicht  als  ein  „letztes"  Element  derselben  anzusehen  ist.  die  also 
selbst  der  Zahlenfolge  nicht  angehört,  die  aber  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, daß  ihr  die  Zahlen  der  Folge  so  nahe  kommen,  als  wir  nur 
immer  wollen.  In  unserer  Pyramide  gibt  es  also  keine  Stufe, 
deren  Dimensionen  Null  wären,  die  also  auf  einen  Punkt  zusammen- 
geschrumpft wäre;  wohl  aber  ist  der  „Punkt"  (die  Dimension  Null) 
der  Grenzwert  der  Stufen,  dem  dieselben  unbegrenzt  zustreben,  ohne 
ihn  jedoch  je  zu  erreichen. 

Die  betrachtete  Pyramide  gibt  uns  zu  einer  zweiten  Zahlenfolge 
Anlaß.  Die  Höhe  h^  der  ersten  Stufe  ist  gleich  10  m;  die  Höhe  h^ 
der  ersten  und  zweiten  zusammen  gleich  15  m;  die  Höhe  A3  der 
ersten  drei  Stufen  gleich  17,5  m ;  ebenso  h^  =  18,75  m,  h^  =  19,375  m, 

usw.;  die  Höhe  K  der  n  ersten  Stufen  ist  gleich  Uo  -{-  ^ -^  ^ -\-  ^ 

+  .  •  •  +  9^=1)  ni  =  (2  —    ,^  — I  -10  m.**)     Schreiben  wir  die  Zahlen  h^, 

A.,,  7*3,  hi,  h^,  .  .  .  nacheinander  auf: 

10,   10. U,   10.1;|,   10. li,   lO.lJi   lO.lfl,   lO.lfl,  ... 

*)  Wir  sehen  hierbei  ganz  davon  ab,  daß  es  technisch  nicht  möglich  ist,  so 
kleine  Würfel  herzustellen.  Der  Bau  unserer  Pyramide  soll  ja  bloß  ein  Gedanken- 
experiment sein. 

**)  Das  Glied  hn  =  10  +  lO-^  +  lO-(i)^  +  lO-f^)'^  +  .  .  .  +  10'(^Y~ '  ist  die 
Summe  einer  geometrischen  Progession  mit  dem  Quotienten  ^-  Die  Summe  einer 
geometrischen  Progression,  deren  erstes  Glied  gleich  a  und  deren  Quotient  gleich  q 
ist,  wird  folgendermaßen  erhalten.    Sei  S,i  die  Summe  der  ersten  n  Glieder,  so  ist 

Sn  —  a  +  aq  +  aq-  +  nq^  +  ....  +  a^«— ' 
und  q-Sn  =  aq  +  aq"  +  aq^  +  .  .  .  +  «5«— i  +  05«. 
Subtraktion  ergibt:  S« (1  —  7)  =  a  (1  —  9«) 

1  —  o" 
woraus  resultiert:  S„  =«•-— — '—. 

1  —  q 

In  unserem  Falle  ist  a  =  10,  q  =  ^,  daher  die  Summe  h,,  ='  10- j —  =  10-        j 

=  10.[2-2.a)«]  =  10.[2-(^)"-']. 
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SO  erhalten  wir  wiederum  eine  unendliche  Zahlenfolj^e.  deren  Grenz- 
wert  j^leich  20  ist.     Man   sieht   nämlich,   daß   die  Zahlen   der  Folf^e 

10,  10 -1^.  10 -11, sich   immer   weniger   von  20  unterscheiden. 

Die  vorhin  angestellten  Ueberlegungen  führen  auch  hier  zum  Schluß, 
daß  zwar  der  Wert  20  durch  keine  Zahl  der  Folge  erreicht  wird, 
daß  sich  aber  die  Zahlen  der  Folge  diesem  Werte  unbegrenzt  nähern. 
Mit  anderen  Worten,  die  gesamte  Pyramide  erreicht  nie  die  Höhe 
von  20  m,  wieviel  Stufen  man  auch  immer  bauen  mag:  wohl  aber 
kann  die  Pyramide  dieser  Höhe  so  nahe  kommen,  als  wir  nur  wollen. 
Diese  Auffassung  des  Grenzwertes  könnte  vielleicht  den  Kindruck 
machen,  als  ob  wir  dem  Grenzwerte  einer  Zahlenfolge  überhaupt 
eine  reale  Existenz  absprechen  würden.  Dem  ist  aber  nicht  so. 
Man  denke  sich  etwa  durch  die  Mitte  der  Pyramide  (senkrecht  zur 
Basis)  einen  (sehr  dünnen)  Stab  von  der  Höhe  h  =  20  m  durchgeführt. 
Seine  Höhe  versinnlicht  uns  dann  den  Grenzwert  der  von  der  Pyra- 
mide zwar  angestrebt,  aber  nie  erreicht  wird. 

Da  der  durchaus  wichtige  Begritf  des 
Grenzwertes  an  Hand  von  Zahlenfolgen 
am  besten  veranschaulicht  werden  kann, 
wollen  wir  noch  einige  Beispiele  für 
Zahlenfolgen  anführen. 

2.  Beispiel.  Man  denke  sich  eine 
Holzschachtel  in  Gestalt  eines  Würfels 
vom  Inhalt  8"^  cm=\  deren  Wände  2  cm 
dick  sind  (also  derart,  daß  die  innere 
Kante  8  cm,  die  äußere  12  cm  lang  ist). 
In  dieser  Schachtel  befinde  sich  eine 
zweite,  deren  Wände  bloß  1  cm  stark 
sind,  die  also  einen  Rauminhalt  von  6^  cm^  Fig.  l. 
besitzt;  in  der  zweiten  Schachtel  befinde 

sich  eine  dritte  von  einer  Wanddicke  ^  cm  und  einem  Volumen 
5-^  cm'\  usf.  —  (Fig.  1.)  Die  Dicken  der  Wände  bilden  eine  Zahlenfolge 

O      1       1       I       t         1  1 

-^5    A^    1.1   T>    "5:    T^?    UT'    •    •    • 

die  Volumina  der  Schachteln  eine  zweite: 

8^  (8-2)^  (8-3)^  (8-i)^  (8-  V)^  •  •  • 

Der  Grenzwert  der  ersten  Zahlenfolge  ist  Null :  derjenige  der  zweiten 
ist  (8—4)'*  =  4^  Das  in  Fig.  1  gestrichelte  Quadrat  stellt  den  Quer- 
schnitt der  (rein  geometrischen)  Grenzschachtel  dar.  von  einer  Wand- 
dicke Null  und  vom  Volumen  4'',  der  sich  die  wirklichen  Schachteln 
unbegrenzt  nähern,  ohne  sie  je  zu  erreichen.  Man  beachte,  daß  es 
unmöglich  wäre,  eine  Schachtel  anzugeben  an  die  sich  die  Grenz- 
schachtel unmittelbar  anschließen  würde:  die  Grenzschachtel  hängt 
—  sozusagen  —  in  der  Luft.  (Es  gibt  eben  in  einer  endlosen  Folge 
von  Schachteln  keine  „vorletze*',  wenn  man  auch  die  Grenzsohachtel 
als  die  „letzte"  Schachtel  der  Folge  —  par  definition  —  ansehen 
möchte.) 

3.  Beispiel.  Denken  wir  uns  in  einen  schön  eingerichteten  Salon 
versetzt.  Bilder  zieren  seine  Wände;  eines  davon  6,  stellt  gerade 
den  betretfenden  Salon  dar.  Es  wird  auf  ihm  das  Bild  seiner  selbst 
nicht  fehlen  dürfen;  sei  b^  das  Bild  von  6,  auf  6,.  so  stellt  6.3 
wiederum    die   Einrichtung    des   Salons    dar   und    es    wird    auf  ihm 


■ 
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wiederum  ein  Bild  von  b^  vorhanden  sein,  das  wir  mit  b^  bezeichnen 
wollen,  und  zwar  verhält  sich  b.^  zu  b.^  gerade  so,  wie  b.^  zu  ö^. 
Man  verfolge  diesen  Gedanken  weiter,  so  gelangt  man  zu  einer  un- 
endlichen Folge  von  Bildern  &i,  b.^,  b,^,  b^,  br„ War  der  Flächen- 
inhalt des  ursprünglichen  Bildes  gleich  2  m^  und  derjenige  des  Bildes  b^ 
gleich  I  m^,  so  wird  der  Flächeninhalt  von  63  gleich  |-jV  m^  =  T^E^m^ 
derjenige  von  b^  gleich  l  •  A»  «^^  sein,  usw.  Schreiben  wir  die 
Flächeninhalte  der  Bilder  b^,  b^,  63,  64,  b^,  .  .  .  .  nacheinander  der 
Reihe  nach  auf,  so  erhalten  wir  eine  unendliche  Zahlenfolge: 

2,  2.tV,  2-(V^)^  2.(V^)«,  2.(V^)*,  2.(V^)^  .  .  . 
deren  Grenzwert  gleich  Null  ist. 

Die  unendliche  Folge  von  Bildern  b^,  b^,  b.^  ...  führt  uns  noch  auf 
zwei  andere  Zahlenfolgen.  Legen  wird  durch  das  ursprüngliche  Bild  b^ 
ein  Koordinatenkreuz  (die  gestrichelten  Linien  in  der  Fig.  2),  dessen 

Mittelpunkt  mit 

dem  Mittel- 
punkte    von    5, 
zusammenfällt. 
Es  sei  dann  die 
Abszisse  des  Mit- 
telpunktes    von 
b.y    in  bezug  auf 
dieses  Koordina- 
tenkreuz gleich  \ 
(d.  h.  es  betrage 
die    Entfernung 
des  Mittelpunk- 
tes des  Bildes  63 

von  der  vertikalen  gestrichelten  Achse  ^  m),  alsdann  wird  die  Abszisse 
des  Mittelpunktes  des  Bildes  6.j  in  bezug  auf  ein  analoges  Koordinaten- 
kreuz in  62  gleich  ^-^  m  =  ^  m  sein  (denn  die  linearen  Dimensionen 
der  Bilder  werden  ja  von  Bild  zu  Bild  im  Verhältnisse  1  :  4  ver- 
kleinert): mithin  ist  die  Abszisse  des  Mittelpunktes  von  b.^  in  bezug 
auf  das  Koordiuatenkreuz  in  by  gleich  i  +  i-i  =  |;  ebenso  leicht 
sieht  man  ein,  daß  dann  die  Abszisse  des  Mittelpunktes  von  b^  in  bezug 
auf  dasselbe  Koordinatenkreuz  in  b^  gleich  i  +  i  •  i  +  i  •  i\Y  =  |j 
ist,  die  Abszisse  des  Mittelpunktes  von  &-,  ist  gleich  -j- +  y'-1  + i*(i)'^ 
+  2'(i^'*  =  tVV»  usf.;  die  Abszisse  des  Mittelpunktes  des  Bildes  b„  in 
bezug   auf  das  Koordinatenkreuz   in   by  gleich   ^  +  ^  •  i  +  i  •  (iV  + 


i 

r^ 

Fig. 


(ir 


=  I  [1  -  (i)""i*) 


i-i      ''     4-1 

Da  sich     J_^    beliebig  der  Null   nähert,   wenn   man   nur   das   n   ge- 
nügend groß  wählt,  so  ist  der  Grenzwert  der  unendlichen  Zahlenfolge: 

h  h  ih  T^i/hj  ■  •  •■>  t[^  —  (i)     L  •  •  • 


*)   Das  Glied  i  +  i  •  i  +  l-(i)"  +  .  .  .  +  hii)"~'^    bildet   eine    geometrische 
Progression  mit  (w  —  1)   Gliedern,   deren  erstes  Glied  gleich   -j  und  deren  Quotient 

ijleich  \  ist ;  die  Summe  dieser  geometrischen  Progression  ist  daher  gleich  ^^ ^ —  • 
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die  die  Abszissen  der  Mittelpunkte  der  Bilder  bo,  63,  b^,  .  .  .  b„,  .  .  . 
bilden,  gleich  |. 

Etwas  ganz  Analoges  läßt  sich  für  die  Ordinaten  der  Mittel- 
punkte der  Bilderfolge  zeigen.  Ist  die  Ordinate  (d.  i,  die  Entfernung 
von  der  horizontalen  gestrichelten  Achse)  des  Mittelpunktes  von  b^ 
gleich  I,  so  ist  diejenige  des  Mittelpunktes  von  63  gleich  i  +  i-^,  usw.; 
die  Ordinaten  bilden  die  Zahlenfolge: 

h  i+i-i,  i+i-i+i-(i)',...i+i-i+i'(i)'-'+..-+i-(ir\... 
oder     i[i-i],  iii-im,  m-ar]  •  •  ••  m-an] . . . 

deren  Grenzwert  gleich  ^  ist. 

Zeichnen  wir  nun  einen  Punkt,  dessen  Abszisse  in  bezug  auf 
das  Koordinatenkreuz  in  6j  gleich  -|,  dessen  Ordinate  gleich  ^  ist 
(in  der  Figur  ist  dieser  Punkt  durch  ein  Kreuz  angedeutet),  so  ist 
dies  der  Grenzpunkt,  dem  die  Mittelpunkte  der  Bilder  6.,,  63,  b^,  ... 
unbegrenzt  zustreben,  ohne  ihn  je  zu  erreichen. 

4,  Beispiel.  Man  schreibe  in  einen  Kreis  vom  Radius  r  ein  gleich- 
seitiges Dreieck  ein  und  bezeichne  den  Flächeninhalt  desselben 
mit  63:  alsdann  schreibe  man  ein  Quadrat  mit  dem  Flächeninhalte  64, 
ein  gleichseitiges  Fünfeck  mit  dem  Flächeninhalte  65  ein,  usw.  Die 
Flächeninhalte  der  aufeinander  folgenden  Vielecke  werden  immer  größer 
und  nähern  sich  immer  mehr  dem  Flächeninhalte  des  Kreises;  sie 
erreichen  ihn  jedoch  nie,  denn  wie  groß  auch  die  Anzahl  der  Seiten 
des  einem  Kreise  eingeschriebenen  Vielecks  sein  mag,  sein  Flächen- 
inhalt ist  stets  kleiner  als  derjenige  des  Kreises.  Bezeichnen  wir 
den  Flächeninhalt  des  Kreises  mit  b,  so  bilden  die  Flächeninhalte 
der  eingeschriebenen  Vielecke  eine  unendliche  Zahlenfolge: 

hl  h,  h,  ^61  &7,  •  •  - 
mit  dem  Grenzwerte  b.    Um  diese  Zahlenfolge  wirklich  aufzustellen, 
verbinde  man  den  Mittelpunkt  des  Kreises   mit  den  Eckpunkten  des 
jeweiligen  Vielecks;  auf  diese  Weise  wird  das  eingeschriebene  Drei- 
eck in  drei  kongruente  gleichschenklige  Dreiecke  mit  dem  Schenkel  r 

360" 
und  dem  Zentriwinkel  — ^ —  =  120"  zerlegt,  das  Quadrat  in  vier  kon- 

o 

360" 
gruente  gleichschenklige  Dreiecke  mit  dem  Zentriwinkel       .      =  90"^ 

360" 
das  Fünfeck  in  fünf  solche  Dreiecke  mit  dem  Winkel      ^     =  72",  usw. 

o 

360 "  360 " 

Infolgedessen   ist  b^  =  3  •  ^  ■  r^  sin    —. — ,  b^  =  4  -  ^-r^  sin  — ^,  &'^  = 

360" 
5  •  ^  •  r^  sin      _    , . .  .*)  Es  lautet  somit  unsere  unendliche  Zahlenfolge: 
o 


*)  Um  den  sinus  eines  Winkels  «  zu  definieren, 
konstruiere  man  ein  rechtwinkliges  Dreieck  ABC 
(Fig.  3),  in  dem  einer  der  spitzen  Winkel  gleich  « 

HO 
ist;  dann  wird  definiert:  sin  a  —    .  ^,  oder:  unter 

dem  sinus  des  Winkels  a  wird  das  Verhältnis  der 
dem  Winkel  a  gegenüberliegenden  Kathete  zur 
Hypothenuse  verstanden.  Aus  der  Definition  folgt 
sofort:  BC  =  AC- sin  cc. 

Der    Flächeninhalt    eines    Dreieckes    ist    be-  Fig.  3. 


8  Erster  Teil.     Differentialrechnung. 

,    ,    .     360"      .    ,    .     360«      „    ,    .     360«      .    ,.    .    360« 

Der  Grenzwert  dieser  Zahlenfolge  stellt  den  Flächeninhalt  des,  Kreises 
dar.  —  In  den  Elementen  der  Mathematik  wird  die  Zahl  it  als  das 
Verhältnis  des  Kreisnmfanges  zu  seinem  Durchmesser  oder  als  das 
Verhältnis  des  Flächeninhaltes  des  Kreises  zum  Flächeninhalte  eines 
Quadrates  definiert,  dessen  Seite  gleich  dem  Radius  des  Kreises  ist; 
dieses  Verhältnis  erscheint  hier  als  Grenzwert  der  Zahlenfolge: 

,    .     360"     ,    .     360«     -    .     360«     ,    .     360« 

4  sm  -  ^,  4  sm  — ^,  ^  sin     ^    .  f  sin  — g— ,  ... 

5.  Beispiel.  Bekanntlich  haben  die  Sophisten  die  Möglichkeit 
alles  Unmöglichen  und  die  Unmöglichkeit  alles  Möglichen  gelehrt. 
So  behauptete  z.  B.  Zeno,  es  wäre  unmöglich,  daß  Achilles  eine 
Schildkröte  einhole,  trotzdem  Achilles  bedeutend  schneller  läuft  als 
die  Schildkröte.  Diese  kühne  Behauptung  begründete  er  folgender- 
maßen: Sei  A  der  ursprüngliche  Standpunkt  des  Achilles,  >S,  der- 
jenige der  Schildkröte  und  sei  etwa  die  Distanz  AS^  =  100  m 
(Fig.  5).    Die  Geschwindigkeit   des  Achilles  sei   10 mal  so  groß  wie 


s 


A  •  S]  S2 

Fig.  5. 

diejenige  der  Schildkröte.  Um  die  Schildkröte  einzuholen,  wird 
Achilles  jedenfalls  zunächst  den  Punkt  S^  erreichen  müssen;  im 
Momente  aber,  wo  Achilles  den  Punkt  <S,  erreicht  haben  wird,  wird 
sich  die  Schildkröte  in  einem  anderen  Punkte  S.^  befinden,  u.  zw. 
wird  S-^S^  =  -J^-Q^AS■^.  Von  Äj  wird  daher  Achilles  auf  den  Punkt  S.^ 
loslaufen,  aber  im  Momente,  wo  er  in  S.y  sich  befinden  wird,  wird  die 
Schildkröte  bereits  weiter  sein,  u.  zw.  im  Punkte  S.^,  wo  S.^Sg  =  yV*'^i'^2  '■> 
erreicht  Achilles  den  Punkt  S.^,  so  hat  die  Schildkröte  bereits  den 
Punkt  S^  erreicht,  wo  wiederum  S.ßi  =  j^-S^Sg,  usw.  Diese  Ueber- 
legungen  können  ins  Unendliche  fortgesetzt  werden ;  wie  oft  Achilles 
den  letzten  Standpunkt  der  Schildkröte  erreicht  haben  wird,  wird 
bereits  die  Schildkröte  weiter  vorn  sein ;  Achilles  wird  somit  nie  die 
Schildkröte  einholen.  Wie  „sophistisch"  auch  diese  Schlußfolgerung 
erscheinen  mag,  so  enthält  sie  doch  einen  richtigen  Kern.  Wir  be- 
haupten zwar  nicht  mit  Zeno,  daß  Achilles  die  Schildkröte  nie  ein- 
holen wird,  werden  aber  sehen,  daß  das  Paradoxe  dieser  Behauptung 
in  der  P^igentümlichkeit  des  Begriffes  des  Grenzwertes  seine  Recht- 
fertigung findet. 

Zunächst  wollen  wir  denjenigen  Punkt  ermitteln,  in  dem  Achilles 
die  Schildkröte  tatsächlich  einholen  wird.     Bezeichnen  wir  ihn  mit  S, 


kanntlich  gleich  der  Hälfte  des  Produktes  von  Basis  und  Höhe.  Um 
den  Flächeninhalt  eines  gleichschenkligen  Dreieckes,  dessen  Schenkel  r 
einen  Winkel  a  einschließen,  zu  berechnen,  benütze  man  einen  der 
Schenkel  als  Basis  (Fig.  4) ;  es  ist  dann  die  Höhe  h  =  r  sin  «  und  der 
Flächeninhalt  des  Dreieckes  gleich  ^  r/i  =  -j  •  r  -r  sin  «  =  ^  r'^sina. 
Daraus  gehen  die  im  Texte  angeführten  Formeln  ohne  weiteres 
hervor. 


Fig.  4. 
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SO  kann  die  Strecke  AS  folgendermaßen  berechnet  werden.  In  der- 
selben Zeit,  in  der  Achilles  den  Weg  AS  zurücklegt,  legt  die  Schild- 
kröte den  Weg  S^S  zurück;  da  nun  Achilles  10 mal  so  schnell  läuft, 
wie  die  Schildkröte,  so  ist  AS  =  10  ■  S^S.  Andererseits  betrug  die 
Distanz  ASi  laut  Voraussetzung  100  m;  es  ist  aber  AS  ^  AS^  -{- S^S 
folglich  AS  =  100 -{-S^S:  dies,  in  die  Gleichung  AS=10'S^S  einge- 
setzt, gibt: 

100  +  S,S=10S,S 

wor&vis  folgt  9-S,S  =  100  und  S,S  ^^l^=  n^,  AS  =  100+^[|^=  111^. 

Das  oft  diskutierte  Paradoxon  von  Zeno  wird  mitunter  so  er- 
ledigt. Durch  die  Ueberlegungen  von  Zeno  wird  eine  endliche  Strecke 
AS  in  eine  unendliche  Anzahl  von  Teilstrecken  AS^,  »S',>S'.^,  S.^S^,  '^g^S^, 
.  .  .  zerlegt;  die  Griechen  hätten  aber  nicht  begreifen  können,  wie 
eine  unendliche  Anzahl  von  Summanden  AS^  +  S^S.^  +  S.^S^  +  .  .  .  eine 
endliche  Summe  AS  ergeben  könnte.  Dies  trifft  jedoch  nicht  den 
Kern  der  Sache.  Ein  moderner  ^Mathematiker  kann  sich  auch  nicht 
vorstellen,  wie  man  eine  endliche  Strecke  als  eine  Summe  (im  ge- 
wöhnlichen Sinne  des  Wortes)  von  unendlich  vielen  Teilstrecken 
darstellen  könnte;  eine  derartige  Teilung  einer  endlichen  Strecke  in 
eine  unendlich  große  Anzahl  von  Teilstrecken  könnte  weder  prak- 
tisch, noch  auch  bloß  in  Gedanken  zu  Ende  durchgeführt  werden. 

Betrachten  wir  die  unendliche  Folge  der  Strecken 
AS^,  ASc,,  AS^,  AS^,  AS^,  .  .  . 

so  repräsentiert  AS   die  Grenzstrecke   der   Folge,   der   die   Strecken 
AS^,  AS.^,  AS^,  .  .  .  unbegrenzt  zustreben,   ohne  sie  je   zu  erreichen. 
Die  Längen  dieser  Strecken  bilden  eine  unendliche  Zahlenfolge: 
100,  110,  111,  111-1,  111-11,  111-111,  111-1111.  ... 

mit  dem  Grenzwerte  111^.*)  der  ebenfalls  durch  keine  Zahl  der  Folge 
erreicht  wird.  Denken  wir  uns  nun,  Achilles  wäre  verpflichtet,  nach 
dem  Durchlaufen  der  Strecke  AS^  „eins"  zu  rufen,  beim  Erreichen 
des  Punktes  Sc,  —  „zw^ei",  beim  Punkte  S^  —  „drei"  usw..  so  kann 
man  sich  in  der  Tat  nicht  vorstellen,  wie  Achilles  unter  diesen  Be- 
dingungen den  Punkt  S  erreichen  könnte.  Auch  wenn  man  die 
Fiktion  macht,  daß  Achilles  zum  Zählen  ..eins".  ..zwei"'.  ,.drei".  .  .  . 
gar  keine  Zeit  benötigt,  so  ist  es  trotzdem  unm()glicli  sich  zu  denken, 
daß  Achilles  den  Punkt  *S  erreicht;  denn  er  müßte  ja  bis  ..unendliclr' 
zählen,  was  unserer  Vorstellung  sich  entzieht.  Kurz:  Achilles  wird 
zwar  den  Punkt  S  erreichen,  jedoch  wird  es  weder  praktisch  möglich 
noch  überhaupt  denkbar  sein,  seine  jeweilige  Ankunft  bei  den  Punkten 
Si,  So,  Äg,  .  .  .  ZU  registrieren.  Wird  aber  das  jeweilige  Passieren 
der  Punkte  S^,  S^,  S,,,  .  .  .  nicht   registriert,   so   durchläuft   Achilles 


*)  Das  »)-te  Glied  dieser  Folge  ist  gleich  100+  lOO-yV  +  lOO-(xV)"' -r  •  •  •  + 
100-(yV)"~';  dies  ist  eine  geometrische  Progression  mit  dem  Anfangsgliede  100  und 

1— (t7T>"       ^^^f         (  t  v,i 
dem  Quotienten  j^.     Ihre  Summe  ist  somit  gleich  100-  ,  q  ~  [1  —  (to  '  ]• 

1— Tö 

Da  TTT    niit  wachsendem  n   dem  Grenzwerte  Null   zustrebt,  so  strebt  das  ;i-to  Glied 
10" 

r,  ,         1<)Ü0|,         (   \\n^   .         r  f     ^000         ..., 

unserer  Folge     „     1 1  —  (j^j)  dem  Grenzwerte  =  111  ,j  zu. 
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direkt  die  Grenzstrecke  AS,  nicht  aber  die  unendliche  Folge  der 
Strecken  ^«S,,  AS^,  AS^.  . .  .  Sollte  er  dagegen  die  unendliche  Strecken- 
folge durchlaufen,  so  wird  er  den  Grenzwert  derselben  AS  nie  er- 
reichen; ebenso,  wie  man  sich  vergeblich  bemühen  würde  einen  Kreis 
zu  erhalten,  indem  man  der  Reihe  nach  ein  gleichseitiges  Dreieck, 
Viereck,  Fünfeck,  Sechseck  usw.  zeichnen  würde,  wogegen  man  direkt 
einen  Kreis   (etwa   mit  Hilfe   eines  Zirkels)  mühelos  zeichnen   kann. 

Worin  berulit  also  das  Paradoxon  von  Zeno?  Die  Antwort 
liegt  nun  auf  der  Hand:  Der  Grenzwert  einer  unendlichen  Zahlen- 
folge besitzt  zwar  eine  reale  Existenz,  gehört  aber  selbst  der  Zahlen- 
folge nicht  an:  will  man  ihn  daher  erreichen,  indem  man 
die  Zahlenfolge  durchläuft,  so  stößt  man  eben  auf  das 
Unmögliche. 

6.  Beispiel.  Es  sei  in  der  Fig.  6  irgendeine  Kurve  dargestellt, 
die  auf  ein  Koordinatenkreuz  bezogen   ist.    Fixieren  wir  einen   be- 


liebigen Punkt  P  derselben  und  fällen  von  ihm  eine  Normale  zur 
(horizontalen)  x- Achse;  ist  A  der  Fußpunkt  derselben  und  0  der 
Mittelpunkt  -Ursprung)  des  Koordinatensystems,  so  ist  OA  die 
Abszisse  des  Punktes  P.  Wählen  wir  nun  einen  Nachbarpunkt  P^ 
mit  der  Abszisse  OA^  und  legen  durch  P  und  P^  eine  Gerade  (Se- 
kante) PP^.  Sodann  halbieren  wir  die  Strecke  AA^^;  sei  A^  der 
Mittelpunkt  derselben,  so  zeichnen  wir  denjenigen  Punkt  P^,  dessen 
Abszisse  gleich  OA^  ist,  und  verbinden  ihn  wiederum  mit  P  durch 
eine  Sekante  PPj-  Sodann  bestimmen  wir  einen  Punkt  P3  derart, 
daß  seine  Abszisse  O^g  =  |0^i,  und  legen  ebenfalls  durch  ihn  und 
durch  P  eine  Sekante  PP3.  So  fahren  wir  fort  und  erhalten  eine 
unendliche  Folge  von  Sekanten: 

PP     PP     PP     PP     PP 


I.    Begriff  des  Grenzwertes  einer  unendlichen  Zahlenfolge.  1 1 

wobei  die  Abszissen  der  Punkte  Pj,  P^,  Pg,  P^,  P^,  ...  eine  unend- 
liche Folge  von  Strecken: 

OA^,  OA,,  0A,„  0A„  OA,,,  .  .  . 

bilden.  Bezeichnen  wir  die  Strecke  OA  mit  a;  und  die  Strecke  AAi 
mit  h,  so  lautet  letztere  Folge: 

x  +  h,  a;  +  2,  x+-,  x  + -,  x  +  ^,  .  .  . 

Ihr  Grenzwert  ist  offenbar  x. 

Je  näher  die  zwei  Punkte,  durch  die  die  Sekante  gelegt  wird, 
aneinander  rücken,  um  so  mehr  nähert  sich  die  Sekante  der  Tangente 
an  die  Kurve  im  Punkte  P.  Die  Tangente  in  P  ist  die  Grenz- 
lage der  Sekanten 

PP     PP     PP     PP     PP 

ist  aber  selbst  keine  Sekante  mehr,  denn  eine  Sekante  geht  durch 
zwei  Punkte  einer  Kurve  hindurch,  während  die  Tangente  bloß  einen 
Punkt  mit  der  Kurve  gemeinsam  hat. 

Die  unendliche  Folge  der  Sekanten  PP^,  PP^,  PP^,  .  .  .  gibt 
noch  zur  folgenden  Zahlenfolge  Anlaß.  Die  Sekante  PP^  schließt 
mit  der  x- Achse  einen  Winkel  ein.  den  wir  a^  nennen  wollen;  die 
Sekante  PP^  schließt  einen  Winkel  a^  ein,  die  Sekante  PP.^  einen 
Winkel  a.,,  usw.     Die  Zahlen 

a^,  02,  Og,  04,  a,„  .  .  . 

bilden  die  unendliche  Zahlenfolge,  deren  Grenzwert  a  den  Winkel 
bedeutet,  den  die  Tangente  an  die  Kurve  im  Punkte  P  mit  der 
X-Achse  einschließt. 

Dieses  geometrische  Beispiel  wird  sich  als  besonders  für  uns 
wichtig  erweisen  und  wird  uns  noch  im  nächsten  Kapitel  beschäftigen 


Das  n-te  Glied  einer  Zahlenfolge  nennt  man  auch  das  „all- 
gemeine Glied"  derselben.  Besitzt  eine  Zahlenfolge  Wj,  u.^,  u^, 
u^,  .  .  .  einen  Grenzwert  u,  so  sagt  man:  „die  Zahlenfolge 
Uj,  w-2,  Mg,  iii,  .  .  .  konvergiert  gegen  den  Grenzwert  w'  und 
schreibt  dies  symbolisch:  lim  ie„  =  u  (lies:  limes  von  u„  für  ein  über 

n—>oO 

alle  Grenzen  wachsendes  n  ist  gleich  u).*) 


*)  Anstatt  des  in   diesem   Bache   benützten   Symbols:   lim   wn  =  u  ist  in  der 
mathematischen  Literatur  die   Schreibweise :   lim  u„  =  u  eingebürgert.     Jedoch  ist 

n  =00 

das  Zeichen  „n=oo"  unter  dem  Worte  lim  für  den  Anfänger  irreführend;  es  erweckt 
nämlich  den  Anschein,  als  ob  man  den  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  auf  diese  Weise 
erhalten  könnte,  daß  man  einfach  im  allgemeinen  Gliede  u,,  für  n  „unondlich"  ein- 
setzt, m.  a.  W.  als  ob  der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  das  00-te  Glied  derselben 
(also  das  „letzte")  wäre.  —  Man  versuche  etwa  in  der  Zahlenfolge:  1,  (l  +  i)"» 
(1  +  i)'*.  (1  +  i)*,  ...  mit   dem  allgemeinen  Gliede  tt«  =  (l  +      T  den  Grenzwert 

zu  erhalten,  indem  man  einfach  )i  =  00  setzt;  das  Zeichen  (l  +  ^]  1»»'  gar  keinen 
Sinn!— Unter  der  symbolischen  Gleichung  lim  u„  =  n  verstehe  man  nichts  anderes, 

;i-»00 

als  Folgendes:  „u  ist  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge  »1.  n.,  "s.  "«■  •  .  •"• 
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Es  ^ibt  natürlich   Zahlenfolp:en,   die   gar   keinen  (endlichen,  be- 
stimmten) Grenzwert  besitzen,  wie  z.  B.  die  Zahlenfolge 

1.  2,  3,    4,    5,  .  .  .    mit  dem  allgemeinen  Gliede  w„  =  n 
oder    1,  4,  9,  16,  25,  ...      ,.       „  „  ,.       u,  =  n\ 

Die  Zahlen  derselben  übersteigen  jede  endliche  Grenze;  man  sagt 
dann:  sie  werden  „unendlich  groß"  nnd  schreibt  auch  —  im  über- 
tragenen Sinne  des  Wortes  „Grenzwert"  bzw.  „limes"  —  lim  u^  =  oo. 

n— >CXD 

Wir  werden  aber  stets  —  wenn  nicht  das  Gegenteil  ausdrücklich 
bemerkt  wird  —  unter  einem  „Grenzwert"  einen  endlichen  Grenz- 
wert verstehen.  Nachstehende  zwei  Zahlenfolgen  haben  weder  einen 
endlichen  noch  einen  „unendlichen"  Grenzwert: 

—  1,  +  1,  —  1,  -f  1,  —  1,  -}-  1 mit  dem  allgem.  Gliede  u„  =  (—  1)« 

_  ]^  _i-  2,  —  3,  -I-  4,  —  5,  +  6, . . .  mit  dem  allgem.  Gliede  w«  =  (—  1)"  -w. 
Die  Zahlen  der  ersten  oszillieren  fortwährend  zwischen  endlichen,  die 
Zahlen  der  anderen  —  zwischen  unendlichen  Schranken.  —  Zahlen- 
folgen, die  keinen  bestimmten  endlichen  Grenzwert  be- 
sitzen, nennt  man  „divergent".  Wir  werden  uns  in  Zukunft  aus- 
schließlicii  mit  „konvergenten"  Zahlenfolgen  befassen. 

Nachstehend  einige  Beispiele  für  konvergente  Zahlenfolgen: 
Zahlenfolge:  Allgemeines  Glied:      Grenzwert: 

1  '     '    4-    '    4   JL  u   —  Null 
1111       1       1  '    1                   ,,    _  Null 

^>    T?    Vv   TB?    l?ü>    ?¥?   T¥5    •    •    •  ^"  —  ^2  -^^^"^ 

h  h  iV>  Vt)  iiV?  "JT?  sV)  •  •  •        ^«  ==  n^^ 

2  n 

2  4        (1  S        1  0      1  2  W,     = Null 

■§'    TT»   TD    T5»    TT?   "5 81    •    •    •  «         j^.^  +  2 

Bei  der  letzten  Zahlenfolge  wächst  sowohl  der  Zähler  2n,  wie  auch 
der  Nenner  n^  +  2  mit  wachsendem  n  ins  Unendliche,  jedoch  wächst 
der  Nenner  stärker  als  der  Zähler;  den  Grenzwert  dieser  Zahlenfolge 
erhält  man,  indem  man  etwa  Zähler  und  Nenner  des  allgemeinen 
2w      ^      -         ,.   .,.    ^  2n  2,2 

Gliedes  w«  =  — ,— r— =.   durch  n  dividiert:  w«  =    o^--^  = s;     da 

W-+  2  w-4-  2  ,2  n 

n  +- 
n 

2 
gegen  Null  konvergiert,  so  konvergiert  auch         ^  gegen  Null.    Ahnlich 

n-\ — 
n 

tindet  man  den  Grenzwert  nachstehender  Zahlenfolgen: 

An  4 


r4       S       12       Ifl      20      24 
5"'    y      »  '     11'    13'    15' 


"""  2n  +  3      2-l-=V„ 

2  it       5  S       0  7       1  4J[  2  0  5 

1  2'     2  0'     ;i  d'      4  2    '  5  tl    '    ■    ■    ■ 

^"        ^2  +  3^_|.2         !  +  «/„+ 2/^, 


f  2         !t         2  S         0  5 
nt'    T"?'   ■9U'    T2T)?f- 


lim  Un  ■- 

-S-OO 

2 

lim  w„ 

5 
""  1 

J-^OO 

lim  w„ 

1 
3 

J-^OO 

—  <■> 
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Es  sei  jedoch  gleich  hier  bemerkt,  daß  das  Dividieren  des  Zählers 
und  Nenners  des  allgemeinen  Gliedes  durch  n,  bzw.  n^,  bzw.  w',  usw. 
durchaus  keine  allgemeine  Methode  zur  Bestimmung  des  Grenzwertes 
einer  Zahlenfolge  ist.  In  obigen  Beispielen  haben  wir  nur  deshalb 
Zähler  und  Nenner  durch  n,  bzw.  n'^,  .  .  .  dividiert,  weil  wir  bereits 

gewußt  haben,  daß  der  Grenzwert  von    ,  bzw.    ^,  bzw.  --3,  .  . ,.  gleich 

rv  flf  Tb 

Null  ist ;  durch  die.  Division  ist  es  aber  erreicht  worden,  daß  das  all- 

gemeine    Glied    der   Zahlenfolgen   u,,  =  ~, — ,  ,.,   bzw\      „, '        ,'     , 

2  n  +  3  w^  +  3  n  4-  2 

bzw.  ^3        .,  auf  einen  Bruch  gebracht  worden  ist,  in  dessen  Zähler 

und  Nenner  nur  noch  -,  bzw.  -5,  bzw.  -^„  .  .  .  vorgekommen  sind:  mit 

anderen  Worten:  durch  die  Division  haben  wir  unbekannte  Grenz- 
werte auf  bekannte  zurückgeführt.  Eine  allgemeine  Methode  zur 
Bestimmung  des  Grenzwertes  einer  beliebigen  konvergenten  Zahlen- 
folge gibt  es  jedoch  überhaupt  nicht. 

Wir  wollen  einige  Beispiele  für  Zahlenfolgen  anführen,  deren  all- 
gemeines  Glied  nicht  auf  einen  Bruch   gebracht  werden  können,  in 

dem  nur  noch  -,  bzw.      „  usw.  vorkäme. 
n  n- 


Zahlenfolge:  Allgemeines  Glied: 

1 


,—    3,—     4,_    .«i,—     6^  w,_ 

1,  i2,  ya,  y4,  i/ö,  ye, ...  u„  =  \'n 


sin  1,  2-sin|,  3-sin^,  4-sin{,  5-sin|.  ...  w„  =  w  •  sin 


n 


(1  +  i)s  (1  +  ^r-,  (1 + i)^  (1 + -l)^  (1 + ^r, ...  w«  =  (i+ i)" 

"/-  1 

Wir  werden   später  sehen,   daß   lim  }'n  =  1.   lim  n  ■  sin      =  1     und 

H  ^  OC  n-^00  '^ 

lim  (l-f-r  =  2-71828182  .  .  .  ist. 

Die  bisher  von  uns  betrachteten  Zahlenfolgen  haben  die  Eigenschaft 
gehabt,  daß  ihre  Zahlen  entweder  beständig  zu-  oder  be- 
ständig abgenommen  haben.  Nur  mit  solchen  werden  wir  uns 
in  Zukunft  befassen.  Der  Vollständigkeit  halber  seien  jedoch  einige 
Zahlenfolgen  angeführt,  die  zwar  gegen  einen  bestimmten  Grenzwert 
konvergieren,  deren  Glieder  aber  bald  zu-  bald  abnehmen. 

Zahlenfolge : 

-1,  +h-i,  +i,  -i  +i  .  .  . 

Allgemeines  Glied :  Grenzwert : 

(—1)« 
u„  =         —  lim    Un  =  0 

n 


[sin  ( — 1),  sin  ^,  sin     J,   sin  .J-.   s 


;in-.\ 


(  —  1)" 

u„  =  sin lim    u„  =  0 

n 


■oc 
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0, 1,  i  1,  i  1, 1, 1,  A, . . . 

tt„  =  — —1-i^^  li™  u„  =  lim   :. =  1 

0>    ^5    A'    H'    H>   is'    •    •    • 


i+„ 


1  +—  •  (  — D" 
^''  =  n'»_(_i)«         ^^"^  ^»  =  hm  ,         =  1 


•  oo  « ^-oo 


1-5.  •(-!)" 


Man  beachte,  daß  in  der  vorletzten  Zahlenfolge  der  Grenzwert  der- 
selben 1  unendlich  oft  enthalten  ist;  in  der  letzten  Zahlenfolge  sind 
die  Glieder  abwechselnd  größer  und  kleiner  als  der  Grenzwert  1. 

Indem  wir  uns  auf  konvergente  Zahlenfolgen  beschränken,  deren 
Glieder  entweder  beständig  zu-  oder  beständig  abnehmen,  können  wir 
die  Definition  des  Grenzwertes  einer  Zahlenfolge  folgendermaßen  aus- 
sprechen : 

„Der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  ist  eineZahl,  die 
zwar  selbst  in  der  Zahlenfolge  nicht  enthalten  ist,  der 
aber  die  Zahlen  der  .Zahlenfolge  so  nahe  kommen,  als 
wir  nur  immer  wollen." 


IL  Begriff  der  Funktion  und  der  Ableitung 
einer  Funktion. 

Drei  Beg:riffe  sind  es,  auf  denen  sich  die  Differential-  und  Integral- 
rechnung autbaut:  der  Begriff  des  Grenzwertes,  der  Funk- 
tion und  der  Ableitung  einer  Funktion.  Nachdem  der  Be- 
griff des  Grenzwertes  im  I.  Kapitel  eingeführt  worden  ist,  wollen 
wir  uns  in  diesem  mit  den  beiden  anderen  Fundamentalbegriffen  ver- 
traut machen. 

Der  Begriff  der  mathematischen  Funktion  dürfte  einem  Natur- 
forscher nicht  ganz  fremd  sein.  Wer  im  Laboratorium  oder  in  der 
Natur  die  gegenseitige  Abhängigkeit  verschiedener  Größen  studiert 
u.  zw.  nicht  bloß  qualitativ,  sondern  auch  quantitativ,  der  ope- 
riert gewiß  —  wenn  auch  vielleicht  unbewußt  —  mit  dem  Begriffe 
der  Funktion.  Eine  variable  Größe  y  wird  eine  Funktion 
einer  anderen  variablen  Größe  x  genannt,  wenn  durch 
die  Größe  x  die  Größe  y  vollkommen  und  eindeutig  be- 
stimmt ist.  Hierbei  heißt  die  Größe  x  die  unabhängige,  die 
Größe  y  die  abhängige  Variable.  Wird  z.  B.  bei  konstanter  Tempe- 
ratur  eine   gewisse  Gasmenge   komprimiert,  so   ist  der   Gasdruck  p 

eine  Funktion  des  Volumens  v,  u.  zw.  ist  der  Druck  umgekehrt  pro- 

(j 
portional   dem   Volumen,  in   Zeichen :  p  =  —  (wo  C  eine  Konstante 

bedeutet);  hierbei  ist  das  Volumen  v  die  unabhängige,  der  Druck  ;>• 
die  abhängige  Variable.  Die  Temperatur  T  in  der  Erdkruste  ist 
eine  Funktion  der  Tiefe  x.  u.  zw.  ist  T  =  T,,  +  ä:  x,  wo  T^  den  Wert 
der  Temperatur  an  der  Erdoberfläche,  k  eine  Konstante  bedeutet. 
Die  Stromstärke  i  in  einem  Leiter  von  gegebenem  Widerstände  w 
(bei  gegebener,  konstant  gehaltener  Temperatur)  ist  eine  Funktion  der 
angelegten  Spannung  V  u.  zw.  ist  —  nach  dem  Ohm'schen  Gesetze  — 

i=       ;  hier  ist  F  die  unabhängige^  i  die  abhängige  Variable.    Die 

Länge  eines  dehnbaren  Fadens  ist  eine  Funktion  des  angehängten  Ge- 
wichtes. Der  Weg  s,  den  ein  Eisenbahnzug  in  der  Zeit  t  zurücklegt, 
ist  eine  Funktion  dieser  Zeit  t;  hierbei  ist  t  die  unabhängige,  5  die  ab- 
hängige Variable.  Die  Zeit  t,  die  ein  Körper  braucht,  um  von  der  Höhe  h 
auf  die  Erde  herunterzufallen,  ist  eine  Funktion  von  h\  hier  ist  unigi'- 
kehrt  die  Zeit  t  die  abhängige,  der  Weg  h  die  unabhängige  Variable. 
Diese  Beispiele  fiii-  Funktionen  könnten  leicht  vermehrt  werden. 
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Ks  liegt  nicht  im  Wesen  des  Begriffes  der  Funktion,  daß  die 
Abliiingigkeit  der  abliäiigigen  Variablen  y  von  der  unabliängigen 
Variablen  .r  durcli  eine  niatlieniatische  Formel  ausgedrückt  ist.  Es 
genügt,  wenn  auf  irgendeine  Weise  jedem  Werte  von  x  eindeutig 
ein  Wert  von  y  zugeordnet.  So  ist  z.  B.  die  Körpertemperatur  eines 
Patienten  (gemessen  an  einer  bestimmten  Stelle)  eine  Funktion  der 
Zeit,  weil  zu  jeder  Zeit  die  Körpertemperatur  des  Patienten  einen  be- 
stimmten A\'ert  hat,  also  jedem  AVerte  der  Zeit  t  ein  bestimmter  Wert 
der  Köriiertemperatur  T  zugeordnet  ist.  —  Eine  der  merkwürdigsten 
Funktionen  der  Zeit  ist  wolil  der  Druck  der  Luft  auf  unser  Trommel- 
fell als  Funktion  der  Zeit.  Denken  wdr  uns  z.  B.  diese  Funktion 
konstruiert  während  des  Anhörens  einer  von  einem  Orchester  ausg-e- 
führten  Symphonie,  so  würde  diese  einzige  Funktion  den  Inbegriff 
aller  gehörten  Töne  genau  reproduzieren,  mag  die  Anzahl  der  Instru- 
mente noch  so  groß,  mögen  die  Töne  und  der  Klang  derselben  noch 
so  kompliziert  gewesen  sein.*) 

Wir  wollen  noch  auf  folgenden  Umstand  aufmerksam  machen. 
"Wird  für  die  Abhängigkeit  einer  Größe  von  einer  anderen  ein  Ge- 
setz aufgestellt,  so  Avird  dieses  Gesetz  in  der  Regel  einen  beschränkten 
Geltungsbereich  besitzen.    Beispielsweise  gilt  das  Boyle-Mariotte'sche 

C 
Gesetz  p  =  -  -  nicht  für  sehr  stark  komprimierte  und  auch  nicht  für 

sehr  stark  verdünnte  Gase,  Sei  v^  der  kleinste,  v.2  der  größte  Wert  des 
Volumens,  für  welches  es  noch  gilt,  so  sagen  wir,  das  Boyle-Mariotte'sche 
Gesetz  gilt  im  Intervalle  (Vj,  v^)  —  liesr  „von  i\  bis  Vg"   — >  oder 

auch  in  Zeichen:  p= — für  Vj^^v<.v^  (lies:  „v  größer  oder  gleich  v^, 

kleiner  oder  gleich  Vg").  Die  Werte  -y^,  v^  nennt  man  die  Kndwerte 
des  Intervalles  (^1,^2)-  Aehnlich  ist  das  Gesetz  T=T^-\-kx  für 
die  Aenderung  der  Temperatur  mit  der  Tiefe  in  der  Erdkruste  nur 
für  positives  x  u.  zw.  nur  bis  zu  einem  gewissen  Werte  x^  —  also 
im  Intervalle  (0,  x,)  —  gültig.  Das  Intervall,  auf  welches  die  unab- 
hängige Variable  beschränkt  wird,  wird  auch  das  Definitionsintervall 
der  Funktion  genannt.  Ist  ein  Gesetz  für  jeden  positiven  Wert  der 
unabhängigen  Variablen  gültig,  so  wird  das  Definitionsintervall  der 
Funktion:  (0. +  oc)  geschrieben;  soll  die  unabhängige  Variable  auf 
negative  Werte  beschränkt  werden,  so  wird  dies  durch  das  Zeichen 
( — "c,  Oj  ausgedrückt;  unterliegt  schließlich  ein  Gesetz  —  wie  z.  B.  das 
Ohni'sche  —  gar  keiner  Beschränkung,  so  wird  das  Definitionsinter- 
vall der  Funktion  geschrieben:  ( — 00, +  00), 

Wir  können  nun  die  von  Dirichlet  herrührende,  rein  mathe- 
matische Definition  einer  Funktion  anführen.     Dieselbe  lautet: 

,.y  heißt  eine  Funktion  von  x,  wenn  jedem,  einem 
g  e  w  i  s  s  e  n  I  n  t  e  r  V  a  1 1  e  (a.b)  a  n  g  e  h  ö  r  i  g  e  m  A\'  e  r  t  e  von  x,  ein 
und  nur  ein  A\'ert  von  y  nach  einem  bestimmten  Gesetze 
zugeordnet  ist.'- 

Um  anzudeuten,  daß  y  eine  Funktion  von  x  ist,  schreibt  man 
y==f(x)  (lies:  ,,y  gleich  /  von  cc")  odei-  auch  y  ~  cp{x),  y^ip[x), 
y  =  (j\x)  usw.  Die  Art  der  Abhängigkeit  des  y  von  x  liegt  im  Buch- 
staben /,  bzw.  ff,  j/\  (j  usw.     Bedeutet  y  =  fix)   eine  ganz  bestimmte 

*  Thomson,  Conferences  fecientifiques,  zitiert  nach  Cesaro,  Algebraische 
Anaiysis,  p.  188. 
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Funktion  von  x.  so  versteht  man  unter  f(c)   denjenig-en  Wert  von  y, 

der  dem  Werte  c  von  x  entspricht. 

Ist  z.  B.   y  =  f{x)  =  1  +  2a;  +  3x-,  so  ist 
/(C)  =  l  +  2c+3c2 
/(l)  =  l  +  2.1  +  3.r^  =  6 
A2j=  1  +  2-2 +  3.2'^  =17 
/(3)=  1+2-3 +  3.32  =  34 
/(m  +  n)  =  1  +  2  (m  +  w)  +  3  (m  +  n)- 
/(a;  +  Ä)  =  1  +  2  (X  +  Ä)  +  3  (a;  +  Ä)- 
f(x~k)  =  l-{-2{x—h)  +  S{x  —  h)- 
f{z^)  =  1  +  22-  +  3.(z2)2  =  1  +  22^  +  32* 
usw.  usw. 

Jst  y  =  f[x)  =  sin  3iF.  so  ist 
/(c)  =  sin  3c 
f[u)  =  sin  3w 
/(i)  =  sin  1 

fix  +  Ä)  =  sin  3(x  +  Ä) 
/( a;  —  Ä)  =  sin  3(  x  —  Ä) 
/(2x)  =  sin  (3-2x)  =  sin  6x 


/(^)  =  sin  3-^=  sin  X 

usw. 

st  y  =  /(x)  =  +  la^  —  X-,  so  ist 

f{m)=  +|a2  — m^ 

f(x-\-h)=  -{-]a^  —  {x+h}-'  =  +  ]a-- 

-Ä2_2Äx- 

x2 

f(x  —  h)  =  -\-  }'a-  —  ix  —  hf  =  +  ] a-  - 

-/J-  +  2ÄX- 

-X2 

r/^c/ 


/(V2  )  =  +  \a-  —  (]'J)-  =  +  l'a^ _ z 

usw. 
Man   pflegt   die  Funktionen   graphisch   darzustellen;   von   dieser 
Yeranschaulichung   der  Funktionen    werden   wir   aussiebi?  Gebrauch 
machen.    Dies  geschieht  folgender- 
maßen :  Sei  y  =  f{  X)  eine  Funktion, 
die  in  einem  Intervalle  (a,  b)  defi- 
niert ist   und   die   wir   graphisch 
darstellen  wollen.  Alsdann  zeichne 
man   zwei  aufeinander   senkrecht 
stehende  Gerade  (ein  ..Koordinaten- 
kreuz") —  vide  Fig.  7;  die  hori- 
zontale  Gerade    wird    als   die  x- 
oder  Abszissenachse,  die  vertikale 
als    die    y-   oder   Ordinatenachse 
bezeichnet;    den    Schnitti)unkt   0 
beider  Achsen  nennt  man  den  Ko- 
ordinatenursprung. Jedem  Punkte 
der  X-Achse  wird  ein  Wert   der 
Variablen  x  zugeordnet  u.  zw.  der- 
jenige Wert,  der  dem  numerischen 
^^'erte  der  Entfernung  des  Punktes 
Vom    Ursprünge   0    gleich    ist;    hierbei 
Punkte   rechts   von  0  ])ositiv, 
negativ   zu   zählen 


Fig.  7. 


sind    die    Entfernungen   der 

diejenigen   der   Punkte    links    von  0 

umgekehrt    entspricht    auch    jedem    NN'erte    der 

Variablen  x  ein  Punkt   der  x- Achse;   mit  Bezug   darauf  werden  wir 

2 
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oft  von  einem  „Punkte  a;"  austcitt  von  einem  „Werte  a;"  reden. 
Ebenso  entspricht  auch  jedem  Punkte  der  ^-Aclise  ein  Wert  der 
Variablen  y  und  umgekehrt.  —  Nun  zeichnen  wir  auf  der  x-Achse  die- 
jenigen zwei  Punkte  a, 
h.  die  dem  Anfangs-  und 
Kndwerte  des  Defini- 
tion sintervalles  unserer 
Funktion  y  =  f{x)  ent- 
spreciien.  Sei  c  ein 
Punkt  innerhalb  dieses 
Intervalle«  (Fig.  7), 
dann  errichten  wir  in 
ihm  eine  Parallele  zur 
y- Achse,  berechnen  den- 
jenigen Wert  von  y,  der 
dem  Werte  c  von  x  ent- 
spricht, d.  h.  also  den 
Wert  /(c)  und  tragen  ihn 
auf  der  gezeichneten 
Parallele  auf;  den  End- 
punkt dieser  Strecke 
/(c)  deuten  wir  etwa 
mit  einem  Kreuz  an. 
Ebenso  verfahren  wir 
mit  anderen  Punkten 
des  Intervalles  (a,  h) 
und  verbinden  die  so  entlialtenen  Endpunkte;  die  daraus  resultierende 
Kurve  nennt  man  die  Bildkurve  der  Funktion  y=f{x).   Zeichnen 


X  =  Achse 


Fig.  8. 


Fiff.  9. 


Fig.  10. 


wir    etwa    zur   Erläuterung    dieses    Verfahrens    die   Bildkurve    der 
Funktion  y  =  f{x)  =  — ,  im  Intervalle  (  — o°, +0°).     Hierzu  berechnen 

•2/ 

wir    etwa    die    Werte    /( —  5)  = 


/(-2)  =  -^,    /(-!)  = 
5,     /a)-2,     /(1)=1,     /(2) 


1 

1;  > 
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/(5)  =  ^.  und  trafen  sie  entsprechend  auf  (Fig,  8);  die  resultierende 
Kurve  ist  eine  gleichseitige  Hyperbel.  —  Man  zeichne  die  Bildkurve 
der  Funktion  y  =  2x'^\  die  erhaltene  Kurve  (Fig.  9)  i.st  eine  Parabel.  — 
Um  die  Bildkurve  der  Funktion  y  =  f(x)  =  x'^  —  4x  zu  zeichnen, 
berechne  man  etwa  die  A\erte  /( —  3)  =  —  27  —  { —  12)  =  —  15. 
/(_2. 5)  =  —  5-625,  /(— 2)=:0,  /(— l)  =  :-3.  /(Oj  =  0,  /(lj  =  — -J. 
/(2)  =  0,  /(2-5)  =  5-625.  /(3)  =  15  (Fig.  lOl. 

An  die  graphische  Darstellung  der  Funktionen  anknüpfend,  wollen 
wir  den  Begriff  der  Abi  ei t uns-  einer  Funktion  einführen. 


Fiff  11. 


Es  sei  durch  die  Kurve  der  B'ig.  11  ein  Terrainprofil  dargestellt. 
Repräsentiert  die  x-Achse  das  Niveau  Null,  so  ist  durch  die  Gleichung 
der  Kurve  y  =  f(x)  die  Erhebung  des  Terrains  über  das  Niveau  Null 
als  Funktion  von  x  gegeben.  VVas  ist  nun  unter  der  „Steigung" 
des  Terrains  in  einem  Punkte  P  zu  verstehen?  Praktisch  verfährt 
man  folgendermaßen.  Man  fällt  von  P  aus  eine  Normale  zur  a;-Achse. 
Sei  Ä  der  Fußpunkt  derselben,  so  schreitet  man  längs  der  a;-Achse 
vom  Punkte  A  bis  etwa  zum  Punkte  A^.  der  einem  Terrainpunkte  Pj 
entspricht  und  untersucht,  um  wieviel  das  Terrain  längs  der  Strecke 
AA^  gestiegen   ist:   ist  P^M^   die  Differenz   der  Erhebungen   in  den 


Punkten  P^  und  P,  so  nennt  man  den  Quotienten 


P^I, 
AA, 


die  „mittlere 


Steigung"'  des  Terrains  längs  der  Strecke  AA^.    Sei  etwa  AA^  = 

10  m  und  P^M,  =  4  m,  so  ist  die  mittlere  Steigung     J— ,  ^  =  - ..—  =  0.4. 

^     "   AA^        10  m 

d.  h.  längs  der  Strecke  AA^  steigt   das  Terrain  durchschnittlich  um 

40  cm  pro  Im.  —  Wir  wollen  noch  eine  andere  Bezeichnung  für  die 

mittlere  Steigung   einführen.     Sei   die   Abszisse  OA   des   Punktes   P 

gleich    Xq,    die   Strecke  AA^  =  h,   so   ist   OAj  =  x„  +  h   die   Ordinate 

PA  =  f\x^)   und   die   Ordinate    P, J,  = /(x^  +  A),   somit   die   Differenz 

P^Mj  =  P^A^  ~  PA=  f{Xf,  -\-h)  —  f[Xf,)    und    die    mittlere    Steigung. 

die  wir  mit  z  bezeichnen  wollen,  z  =  -]  -.  ■    =  ^—^ '- — - — - 

'  AAi  h 

man  davon  ab,  daß  die  Kurve  ein  Terrainprofil  darstellt,  so  ist  AA^ 

die  Differenz  der  Abszissen.    P^M^    die  Differenz   der  Ordinaten  der 

P  M 

benachbarten  Punkte  P,  P^  und  man  nennt  den  Quotienten  z  =  —^-^  ' 

f  {Xq -\- h)  —  f  {Xf^) 
= T — —   den   Dinereiizeiiquotieiiten    il  e  r   Funktion 


Sieht 
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//=/'(.*')  für  die  Strecke  (Intervall)  von  .i\^  bis  .Tj,  + /i.  —  Ist  die  Er- 
iiebunj;  im  Tunkte  Pj  größer  als  im  Tunkte  P,  ist  also /(»o +Ä) >/(»(,), 

so  ist/i.r„  +  /')— /(.r„)  >0  und  daher  auch  der  Quotient ^-^*'^'^^^-^"'' 

l>ositiv:  wäre  dao;eiien  /(a-„  + /()  < /la;,,)—  wie  z.  H.  für  die  Strecke 
/>/)',   der  Fiii.  11  — .  so  wäre  /(x,,  '-\-  h)  —  /(a;^)  <  0  und  somit  aucii  dei' 

(^»uotient  —     nej;ativ.     Ist    also   längs  einer  Strecke  die 

mittlere  Steiiiunu-  positiv,  so  deutet  dies  darauf  hin,  daß  dort  das 
IVrrain  mit  wachsendem  x  im  Durchsciiuitt  steigt;  ist  dagegen  längs 
einer  Strecke  die  mitilere  Steigung  negativ,  so  ist  daraus  zu  schließen, 
daß  dort  das  Terrain  mit  wachsendem  x  im  Durchschnitt  fällt.  Wäre 
schließlich  für  eine  Stiecke  —  z.  B.  CO,  der  Fig.  11  —  f{Xo+h)  = 
/(j„).    so    wäre    die    Differenz   fyX^^  +  h) — /(Xq)  =  0,    somit    auch    der 

(Juotient  '^  "   '  '*-  "^  =  0:    ist    daher    längs    einer    Strecke    die 

mittlere  Steigung  gleich  Null,  so  bedeutet  dies,  daß  dort  das  Terrain 
im  Durchschnitt  hoiizoutal  (flach)  ist. 

Kin  Blick  auf  die  Fig.  11  zeigt,  daß  die  Angabe  der  mittleren 
Steigung  nur  ein  grobes  IMld  der  Steigerungsveiliältnisse  des 
'J'errains  geben  kann.  So  ist  z.  B.  im  Tunkte  P  das  Terrain  viel 
steiler  als  dem  Durchschnittswerte  0.4  m  pio  1  m  entsprechen  würde. 
Wir  gelangen  zu  einem  genaueren  Bilde  der  Verhältnisse  in  der 
l'mgebnng  des  Tunktes  P,  wenn  wir  die  mittlere  Steigung  längs 
einer  küizeren  Strecke,  z.  B.  AA^=^~m  =  d  m  bilden;  ist  dann 
etwa    P.yM,  =  P.,Ä.^  —  PA  ^ '6  m,     so     ist     die     mittlere    Steigung 

2=     ;     -='^  "     -^-  ^  **  =  .       =  O.b.      Man    sieht,    die    mittlere 
AA.,  5  o  m 

Steigung  ist  größer  geworden;  die  Steigung  (10  cm  pro  1  m  entspricht 

schon   eher   den    tatsächlichen    Verhältnissen    in    der  Umgebung   des 

Tunktes  P.     Wir   werden    aber   ein    noch  genaueres  Bild  bekommen. 

wenn  wir   die   mittlere  Steigung  längs    einer    noch  kürzeren  Strecke 

AA.,  bilden,  wo  AA.,=        -=2-5  m;    es    sei     dann    etwa    P.^M.^  ^ 

Li 

P,A,,  —  PA  =  2  m.  so  ist  die  mittlere  Steigung  z  =  ^  ^  "  ^  ^^^^^ '-^-^ 

=  - —    =  OS.  (1.  h.  80  cm  i)r(t  1  m.    So  fahren  wir  fort.    Die  mittlere 
2-0  m 

.Steigung  z  =  7  giht    uns   ein    um    so    genaueres    Bild 

h 

der  tatsächlichen  Steigung,  Je  kleiner  das  h  genommen  wird.    Lassen 

wir  h  die  Zahlenfolge  10,   'J',   '".   '",  |?,,  .^I},  .  .  .  mit  dem  Grenzwerte 

Null    durchlaufen,   so   entspricht  jedem  Werte  von  h  ein  bestimmter 

•    ,  .    •  f'X,.-{-h) — f[Xn)       T>       •  . 

W  ert  der  miitlei-en  Steigung  2=       '         , — ^^-.      Bezeichnen     wir 

h 

di(;   Werte  von  :;,  die  den   Werten   von  h  = 

10    10    10    10 

1  J,  '2'  2^'  2="  2'"  ■• 

entsprechen,  bzw.  mit 

•^l*  ^.|4  ^'J*  ^4*  ^'.  «        •        ■        • 
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SO  bilden  diese  Werte  von  z  ebenfalls  eine  Zahlenfolge,  die  (im  all- 
gemeinen) einen  Grenzwert  besitzen  wird.  Diesen  Grenzwert  nennt 
man  die  ..Steigung-'  (sclileclitliin)  des  Terraiuprofils  im  Punkte  P 
oder  —  wenn  man  die  Kurve  an  und  für  sich,  also  nur  als  Bild- 
kurve  der  Funktion  y  =  f\x)  betrachtet  —  die  Ableituni^  der 
Funktion  f/=/{x)  an  der  Stelle  jc  =  oc^;  dieselbe  wird  mit 
/'(x„)  (lies:  ,./  Strich  von  x^'')  bezeichnet. 

Um  die  Ideen  zu  fixieren,  wollen  wir  etwa  die  Funktion  y=f(x) 
=  2x-  unserer  Betrachtung  zugi-unde  legen  und  ihre  Ableitung  im 
Punkte   x  =  1   berechnen.      Hierzu   bilden   wir   an   dieser  Stelle   den 

Differenzenquotienten    (die    ..mittlere    Steigung")  z  =  ^      '^^ 

2[l-\-hy--2.1-       2(1  +  2h  +  h^-)  —  2        4:h+2h'      ,         .      , 

=  j = ,  =  ,         :    da    wir    // 

h  h  h 

nie  gleich  Null  werden  lassen,*)  so  dürfen  wir  Zähler  und  Nenner  von 

, —      durch  /(  dividieren   und   erhalten  so  2  =  — ^       =  4  -\-  2  h. 

Lassen  wir  nun  h  etwa  die  Zahlenfolge 

2'  2'^'  2^'  2^'  2^'  ■■■ 

durchlaufen,  so  ist  Sj  =  4  +  1  =  5.  z.,  =  4  +  ^^  =  4^,  z.^  =  4|,  z^  =  4\, 

usw.,   es   durchläuft   also   der   Differenzenquotient  2  =  -  —     , "-^ 

h 

die  Zahlenfolge: 

^;   ^25    ^Tj    ^8?    ^IT^'    ^T?7    ^^4?  •  •  • 

dessen  Grenzwert  gleich  4  ist.  4  ist  also  der  Wert  der  Ableitung 
der  Funktion  y  =  f{x)  =  2x-  an  der  Stelle  ^==1.  in  Zeichen:  f(l) 
=  4,  d.  h.  im  Parabelpunkte  P  mit  der  Abszisse  x  =  \  ist  die 
Steigung  gleich  4  pro  1.  —  Bilden  wir  noch  etwa  die  Ableitung  der 

Funktion  y  =  2x-   an   der   Stelle  x  =  \.     Dort  ist  z  =  fii+A)^zJlx> 

2(1  +hy-2-(^r      2Ä  +  2Ä2  ,  . 

=  —- j ^~  =  r—      =  2  +  2n.     Lassen   wir  wiederum  h 

n  n 

die  Zahlenfolge  1.  ^.  |,  i,  y'g,  ^'5^,...  durchlaufen,  so  durchläuft  z  die 
Zahlenfolge: 

4    q   91    91    ')^    Ol     91     91 

mit  dem  Grenzwerte  2.  Die  Ableitung  der  Parabel  y  =  2x'-  im 
Punkte  x  =  ^  ist  somit  gleich  2.  f'(-k)  =  2.  —  Man  sieht  leicht  ein, 
daß  es  gleichgültig  ist,  was  für  eine  gegen  Null  konvergierende  Zahlen- 
folge h  durchläuft;  wesentlich  ist  nur,  daß  diese  Zahlenfolge  eben 
gegen  Null  konvergiert.  Es  könnte  z.  B.  das  h  auch  die 
Zahlenfolge : 

♦)  Es  ist  vielleicht  —  nach  den  Ausführnugen  des  I.  Kapitels  —  überflüssig  zu 
bemerken,  daß  man  die  Steigerung  des  Terrains  (schlechthin)  im  Punkte  F  nicht  be- 
bekommen kann,  indem  man  im  Ausdrucke  für  die  mittlere  Steigung  , 

h 

einfach  A  --  ü  setzt;  längs  einer  Strecke  //  =  0  steigt  ja  das  Terrain  überhaupt  nicht, 

der  Ausdruck        i — - —    nimmt  für  li  ^  0  die  unbestimmte  Form    ,,  an  und  hat 

h  U 

dann  überhaupt  gar  keinen  Sinn. 
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oder  1 , 


^'    -l-    -iJ    4?    5'    i.'    -,-••• 
11111 

:r  H-"  ;V''  ;5'"  H''"' 

din\'lilaiitt'n ;  man  wiid  dami  iiatiirlit'li  auch  für  c  jedesmal  andere 
/aliltMiloluen  erlialteu.  die  alxT  alle  wiederum  denselben  Grenzwert 
liabeii  werden. 

Wir  wollen  nun  all<>eniein  tbnnulieren.  wie  die  Abieitiinj^'  einer 
Funktion  //=/(,.''  an  einer  Stelle  ./=.*;„  /u  ermitteln  ist.  Aian 
bildet    tür    diese    Stelle     den     D  i  ft'erenzenquotien  ten    z  = 

'         ,  und    läßt    in  diesem  Ausdrucke   das  h   s-esren 

Null  kon  veii>i  eren  (d.  Ii.  eine  Zalilentolg"e  durchlaufen,  die  zum 
(iren/Averte  Null  hat);  dabei  durchläuft  :;  seinerseits  eine  Zahlen- 
tolt;:e.   deren  Grenzwert   als    die  Ableitung;  der  Funktion  y  ^  f{x}  an 

der   Stelle    x  ^  x^^  detiniert    wird,    in  Zeichen:  lim  ^^^ ^ /J  o; 

Es  ist  klar,  daß  die  Ableituni;  einer  Funktion  y  =  f  (x)  in  ver- 
schiedenen Punkten  /■*  verschiedene  A\'erte  haben  wird;  die  Ableitung 
einer  Funktion  y  =  f[x)  ist  also  ihrerseits  eine  Funktion  von  x,  die 
mit  f'{x)  bezeichnet  wird.  Die  F'unktion  y  =  f[x),  deren  Ableitung 
gebildet  wird,  heißt  —  im  V'erhältnis  zur  Funktion  f\x)  —  die 
primitive  (ursprüngliche)  Funktion. 

Die    Ableitung  f'{x)   einer  Funktion    y  ^  f{x)   kann  als  iMaß  der 

Steilheit  der  Hildkurve  der  Funktion  y  =^  f{x)  angesehen  werden,  ist 

an  einer  Stelle  die  Ableitung  positiv,  so  bedeutet  dies,  daß  dort 

die  Ordinate  //  mit  wachsendem  ;/.•  zunimmt  u.  zw.  um  so  rascher, 

je  größer  der  Wert  von  /  (x)  an  der  betretfenden  iStelle  ist.   Ist  dagegen 

an  einer  Stelle  die  Ableitung  von/(.r)  negativ,  so  deutet  dies 

darauf  hin.  daß  dort  //  mit  wachsen  dem  x  a b n i  m m  t  u.  zw.  um  so 

rapider,  je  größer  dei-  absolute  Betrag*)  von  f'{x)  an  der  betretfenden 

Stelle  ist.     Ist  schließlich    an   einer  Stelle  f'ix)  =  o,   so  verläuft  dort 

die  l)ildkinv('  flach  (hoi'izontalj.     So  ist  z.  B.  für  die  Parabel  y  ^  f[x) 

......      ,,,   ..  ,,,  ,       ,.     f{x  +  h)—f{x)      ..     2{x  +  h)-—2x- 

=  2x-  die   Ableitunir  / \x)  =  lim  ;       '^  ^  =  hm  — ^ — - — [ 

=  liui  =  lim  (4:^^  +  2/i)  =  4x.     Si(;  ist  für  x>o  positiv,  für 

x<o  negativ  und  für  a:;  =  o  gleich  Null.  Der  Zweig  der  Parabel  links 
von  der  /y-Achse  fällt,  derjenige  rechts  von  der  y-Achse  steigt  mit 
wachsendem  x.  und  schließlich  verläuft  die  Parabel  im  Koordinaten- 
ursprunge JK^rizontal  vgl.  Fig.  9.  Duich  die  Formel  f'{x)  =  4:X  ist 
aber  auch  die  abs(dute  Größe  der  ,.8teilheit"  der  Parabel  gegeben:  sie 
ist  stets  viermal  so  groß,  als  die  Abszisse  x.  Der  Anblick  der  Fig.  9 
zeiL'-t  auch,  daß  die  Kurve  um  so  steiler  ist,  je  größer  x  ist. 

Voll  L'-aiiz  besonderer  Wichtigkeit  ist  die  geometrische  Deutung 
(U-A-  Ableitung  einer  Funktion.  Hierzu  wollen  wir  zunächst  in  Er- 
innerung bringen,  was  man  unter  der  Tangens  eines  Winkels  a  ver- 


*)  Unter  dem  „aljsoluten  F)i-tia{,'e"  einer  GröLe  versteht  man  ihren  numerischen 
Wert  ohne  Riicksiclit  auf  das  N'or/ciclien  :  z.  B.  ist  der  absohite  Betrag-  von  (—10 
:,'Ieich  10,  in  Zf;ich.^ii :  |  — 10  1       10. 
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steht.     Ist  a  einer  der  spitzen  Winkel  eines  rechtwinkligen  Drei- 

BC 

eckes  ABC  (Fig.  3),  so  wird  definiert:   tga=    .„   oder  in   Worten: 

AH 

Tangens   eines   Winkels   a   ist   das   Verhältnis    der   diesem   Winkel 

gegenüberliegenden  zur  anliegenden  Kathete.    Diese  Definition  versagt 

jedoch,  sobald  a  gleich  wird  oder  größer  als  90".    Um  auch  für  solche 

Winkel    die    Tangens    zu   definieren,   zeichnen   wir   einen   Kreis  mit 

einem    Radius   r  =  1,    in    welchem    wir    den    strahl  OA  als   fix,   den 

Strahl  OP   als   beweglich   ansehen   wollen   (Fig.  12);   der   durch  die 

Strahlen    OA    und    OP   eingeschlossene 

Winkel    sei  a   genannt.      Sei    zunächst 

a  <  90".     Fällen  wir  von  P  aus  eine  zu 

OA  Normale  PM.  so  ist  nach  obiger  De- 

MP 
finition  ^-,  =  tga.   Errichten  wir  ferner 

im  Punkte  A  eine  Normale  zu  OA  (also 
eine  Tangente*)  an  den  Kreis  im  Punkte 
A)  und  brinsren  dieselbe  mit  dem  ver- 
längerten Strahl  OP  zum  Schnitt  im 
Punkte  B,  so  sind  die  Dreiecke  OPM  und 

MP     AB 


OBA  ähnlich,  daher  ist  tga=  ^^^  =  „  . 


Fig.  12. 


und  —  da  OA  =  1  angenommen  worden 
ist  —  tga  =  AB.  Mit  Rücksicht  auf  dieses  Resultat  wird  nun  die 
Tangens  eines  Winkels  a  =  -ä  POA  ganz  allgemein  folgendermaßen 
definiert:  man  bringe  den  verlängerten  Strahl  OP  mit  der  im  Punkte  A 
an  den  Kreis  gezogenen  (geometrischen)  Tangente  zum  Schnitt;  ist  B 
der  Schnittpunkt,  so  ist^5=tga;  hierbei  ist  die  Strecke  .4 S  positiv 
zu  zählen,  wenn  B  oberhalb  von  A,  negativ,  wenn  B  unterhalb 
von  A  liegt.  Ist  a  <  90,  so  deckt  sich  diese  Definition  mit  der  obigen ; 
sie  ist  aber  auch  auf  Winkel  anwendbar,  die  größer  sind  als  90";  so 
ist  z.  B.  tg^OP'  =  AB  (Fig.  12).  Aus  der  Figur  ist  auch  ersichtlich, 
daß  für  stumpfe  Winkel  (90°<a<180")  die  Tangens  negativ  ist;  für 
solche  Winkel  liegt  nämlich  der  Schnittpunkt  B'  stets  unterhalb  A. 
Nun  kehren  wir  zu  unserem  Terrainprofil  y  =  f{x)  zurück.     Die 

P  M 
mittlere  Steigung  längs  der  Strecke  AA^  (Fig.  11  und  13)  z=  -^  ^ 

ist  zugleich  Tangens   des  Winkel  P^PMj^  also  gleich  tga,,  wenn  a^ 

den   Winkel  bedeutet,   den   die  Sekante   PP^   mit  der  a;-Achse  ein- 

P  M 
schließt,  ebenso  ist  ^'  ^  "  =  tga^,  wenn  mit  a.^  der  Winkel  bezeichnet 

wird,  den  die  Sekante  PP..  mit  der  a;- Achse  einschließt.     Kurz:   die 
Zahlenfolge  der  mittleren  Steigungen: 

P,M,      P,M,      P,M,      P,M,      P,M, 


AA^  '      ÄA^ '      AA^ '      AA, '      AA„  '  " 


oder 


z.„ 


z,. 


''orte  „Tangens"  (eines  Winkels)  und  „Tangeute"  (an  eine  Kurve) 
spricht  man  auch  manchmal   von  einer  gouiometrischeu  Tangente 


*)  Um  die  Wc 

zu  unterscheiden.   spricL.  

(Tangens   eines  Winkels    im    Sinne   der   im  Texte   gegebenen   Detinirion)    und   einer 
geometrischen  Tangente  (an  eine  Kurve,  im  üblichen  Sinne  des  Wortes). 
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kann  iiuch  geschrieben  werden: 

tgtti,  tgog,  tga»,  tga^,  tgOß,  . .  . 

wenn  a,,  a2.  a.j.  a^,  a^,  ...  die  Winkel  bedeuten,  die  die  Sekanten 
PPj.  PPgj  ^-Ps,  •  •  •  bzw.  mit  der  x-Aclise  einschließen.  Wir  wissen 
bereits  —  vgl.'  Beispiel  6  im  I.  Kapitel  — ,  daß  die  Grenzlage  der 
Sekanten  PP^,  PP^.  PP.^.  ...  die  Tangente  an  die  Kurve  im  Punkte  P 
ist,  daß  ferner  der  Grenzwert  a  der  Winkeltblge  aj,  a.^,  a.,,  Oj,  a^,  . .  . 
den  Winkel  bedeutet,  den  diese  Tangente  mit  der  x-Achse  ein- 
schließt. Es  ist  somit  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge  tga^,  tga^, 
tgos,  .  .  .  oder  auch  der  Folge  z^,  z^,  z.^,  z^,  .  .  .  gleich  der  Tangens 
des  Winkels,  den  die  (geometrische)  Tangente  an  die  Kurve  im 
Punkte  P  einschließt.  Dieser  Grenzwert  ist  aber  zugleich  als  die 
Ableitung  der  Funktion  f{x)  definiert  worden. 


Fig.  18. 

Hiermit  haben  wir  eine  geometrische  Deutung  der  Ableitung  j'(x) 
einer  Funktion  y  =  f{x)  gewonnen.  Ist  y  ^  f{i)c)  die  Gleichung 
einer  Kurve,  so  ist  f''{jc)  =  tga,  wo  aden  Winkel  bedeutet, 
den  die  Tangente  an  die  Kurve  mit  der  x- Achse  ein- 
schließt. So  schließt  z.B.  die  Tangente  an  die  Parabel  y  =^  fix) 
=  2a;-  im  Punkte  P  (a;  =  2,  y  =  ^)  mit  der  x- Achse  einen  Winkel  a 
ein,  für  den  tga  =  /(2)  =  4-2  =  8.  Nimmt  längs  einer  Strecke  die 
Ordinate  y  mit  wachsendem  x  zu,  so  schließt  dort  die  Kurven- 
tangente mit  der  a;- Achse  einen  spitzen  Winkel  ein,  der  um  so  größer 
ist,  je  steiler  dort  die  Kurve  ansteigt.  Wenn  dagegen  längs  einer 
Strecke  die  Ordinate  y  mit  wachsendem  x  abnimmt,  so  schließt  dort 
die  Tangente  an  die  Kurve  mit  der  a;- Achse  einen  stumpfen  Winkel 
ein,  (dessen  Tangens  negativ  ist),  u.  zw.  einen  um  so  größeren,*)  je 
sanfter  dort  die  Kurve  abfällt  —  vgl.  die  Tangente  im  Punkte  R, 
Fig.  13.  Ist  schließlich  an  einer  Stelle  die  Kurve  flach  —  z.  B.  im 
Punkte  S  der  Fig.  13  — ,  so  verläuft  dort  die  Tangente  parallel 
zur  a;- Achse,  daher  a  =  0  und  auch  tga  =  0.  —  Wie  wir  sehen, 
kann  man  also  auch  die  Tangens  des  Winkels,  den  die  Kurven- 
tangente  mit    der   a;- Achse   einschließt,    als   Maß    der  Steilheit    der 


*)  Man  beachte,  dati,  während  für  spitze  Winkel  tg«  mit  wachsendem  u  zu- 
nimmt, für  stumpfe  Winkel  der  absolute  Betrag  der  Tangens,  also  |tga|,  mit 
wachsendem  u  abnimmt.  Es  ist  also  z.  ß.  |  tg  160*  |  <  |  tg  120°  .  Dies  sieht  man 
leicht  an  Hand  der  Fig.  12  ein. 
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Kurve  ansehen,  was  uns  nicht  wundern  darf,  nachdem  wir  einer- 
seits die  „Steigun«--'  einer  Kurve  y  =  /(x)  durcli  die  Ableitun*^'  f'{x) 
definiert  haben,  andererseits  aber  die  Relation  f'ix)  =  iga  bewiesen 
haben. 

Um  die  Bezieliun<(  zwischen  der  ursprünglichen  (primitiven) 
Funktion  und  ihrer  Ableitung  in  noch  klareres  Licht  zu  bringen, 
wollen  wir  noch  auf  folgendes  aufmerksam  machen.  Es  ist  möglich, 
daß  zwei  verschiedene  Funktionen  von  x,  (p{x\  und  ip(x]  an  einer 
gewissen  Stelle  » =  x„  verschiedene  Werte  ^/(xj,),  «/^(a;^,)  haben, 
<f{x„)  ^  ipix^,K*)  während  ihre  Ableitungen  fp'(x),  ip(x]  dort  einander 
gleich  sind.  ip'{Xf^)  =  ip'ix^).  Zwei  Terrainprofile,  die  auf  dasselbe  Koordi- 
natensystem bezogen  sind,  können  ja  an  einer  gewissen  Stelle  a;=a;„ 
verschiedene  Höhen,  aber  dieselbe  Steigung  aufweisen.  Man  ver- 
gleiche  z.B.  die    beiden  Kurven  >j  ^  (p\x)  und  >/ =  tp  x)   der  Fig.  14. 


Flg.  14. 


Fiii-,  15. 


von  denen  die  eine  aus  der  anderen  durch  Parallelverschiebung  längs 
der  y-Achse  entstanden  ist.  Die  Ableitungen  dieser  Funktionen  <p'(x) 
und  ip'(x)  stimmen  sogar  für  jeden  Wert  x  des  gezeichneten  Inter- 
valles  überein,  während  die  Funktionen  selbst  rpix)  und  il>[x\  in  jedem 
Punkte  des  Intervalles  verschiedene  Werte  haben;  in  je  zwei  Punkten 
P  und  P'  dieser  Kurven,  mit  derselben  Abszisse  x  (Fig.  14)  sind 
die  Kurventangenten  zueinander  parallel,  schließen  somit  mit  der 
X-Achse  denselben  Winkel  a  ein,  —  Andererseits  können  zwei  ver- 
schiedene Funktionen  (p(x)  und  ip(x)  für  ein  gewisses  x  =  x^  gleiche 
Werte  </'(Xo)  =  j/^x,,)  besitzen,  während  dort  ihre  Ableitungen  (p'tx) 
und  ip'ix)  voneinander  verschieden  sind,  fp'{x)^  il''{x„).'**)  Zwei  Terrain- 
profile, die  auf  dasselbe  Koordinatensystem  bezogen  sind,  können  an 
einer  Stelle  x  =  x„  dieselbe  Höhe,  aber  verschiedene  Steigungen  auf- 
weisen. Man  vergleiche  hierzu  die  beiden  Kurven  //  =  (pix)  und 
ifz=ip(x)  der  Fig.  15;  im  Punkte  P  (x^x^)  haben  sie  dieselbe  Ordi- 
nate y  =  (p(xq)  =  iI-i(xq\  jedoch  verschiedene  Tangenten. 


*)  Da.s  Zeichen  „-^"  bedeutet  „ungleich"*. 

**)  Während  es  möglich  war,  daC  für  jeden  Punkt  eines  Intervalles  gleich- 
zeitig qp(x) -)- Tl);x)  und  (jp'(x-)  =  il^'(x)  war.  ist  das  Umtrekehrte :  qp{.r)  Ji'(.r)  und 
(p'{x)=^'ip'(x)  für  jeden  Punkt  eines  Intervalles  nicht  möglich;  dies  kann  vielmehr 
nur  für  einzelne  Punkte  eines  Intervalles  zutreffen,  denn  wenn  in  jedem  Punkte 
eines  Intervalles  qi(x)  =  il'x)  ist,  so  fallen  dürr  die  Kurven  //  -  cp(.r)  und  //  ^  X\.i-) 
überhaupt  ganz  zusammen  und  haben  daher  auch  in  jedem  Punkte  eine  gemeinsame 
Tangente. 
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Im  noch  kurz  den  Inhalt  dieses  Kapitels  zu  rekapitulieren,  so 
haben  wir  die  Steigung  einer  Kurve  f/=fiJ(')  durch  den 
Grenzwert  der  mittleren  S  t e  i  g  u  n  g  b  z w.  d  e  s  D  i  ffe  r e  n  z  e  n  - 

Quotienten  —  für   ein    gegen    Null   konver- 

gierendes h  definiert  und  diesen  Grenzwert  als  die 
Ableitung   /*(,r)    der   Funktion   /\x)    bezeichnet:   fipc)  = 

lim  ,  :   sodann   haben   wir   die  für  die  Veranschau- 

Heilung  der  Ableitung  einer  Funktion  durchaus  wichtige  Beziehung 
f''{jc)  =  tga  nachgewiesen,  wo  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Kurven- 
tangente mit  der  rr-Achse  einschließt. 


IIL  Naturwissenscliaftliclie  Beispiele  für  Ableituiiiieii 

von  Funktionell. 

Wir  wollen  in  diesem  Kapitel  einige  Beispiele  für  Größen  an- 
führen, die  nicht  anders  definiert  werden  können,  denn  als  Ab- 
leitungen von  Funktionen. 

1.  Beispiel.  Dieses  Beispiel  ist  historisch  interessant,  weil  durch 
dasselbe  Newton  veranlaßt  wurde,  den  Begriif  der  Ableitung  einer 
Funktion  überhaupt  aufzustellen.  Man  denke  sich  einen  geradlinig 
bewegten  Körper.  Der  durch  ilin  (bzw.  seinen  Scliwerjtunkt)  zurück- 
gelegte Weg  s  ist  eine  Funktion  der  Zeit  t.  s  =  f{t).  Ist  die  Be- 
wegung eine  gleichförmige,  so  ist  der  zurückgelegte  Weg  pmportional 
der  Zeit,  in  der  er  zurückgelegt  wurde,  und  man  ist  nicht  in  Ver- 
legenheit, wie  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  (seines  Schwer- 
punktes) zu  definieren  ist.  Legt  der  Körper  in  der  Zeit  r.  gleich- 
förmig bewegt,  den  Weg  a  zurück,  so  ist  die  Geschwindigkeit  dieser 

\Ye^        (7 
Bewegung  gleich  dem  Quotienten  ^^^-  =  — .     Wie  ist  es  nun  aber 

Zeit        T 

bei  einer  ungleichmäßigen  Bewegung? 

Man  denke  sich  einen  auf  die  Erde  hinuuteriallenden  Stein.  Zur 
Zeit  <  =  0  wird  er  vom  Punkte  0  losgelassen;  der  Weg  s.  den  er  in 
t  Sekunden  zurücklegt,  ist  erfahrungsgemäß 
gleich  s  =  \-g-t-.  wo  g  eine  Konstante  be- 
deutet. Zeiciinet  man  s  als  Funktion  der 
Zeit  t  graphisch  auf  so  resultiert  die  Kurve 
der  Fig.  16  (Teil  einer  Parabel).  Fassen  wir 
irgendeinen  Zeitpunkt  «„  ins  Auge:  zu  dieser 
Zeit  ist  der  durch  den  Stein  zuiückgelegte 
Weg  s  (vom  Punkte  0  aus  gezählt)  gleich 
f(tj  =  i^g.tf,'\  Lassen  wir  nun  h  Sekunden 
verstreichen;  zur  Zeit  t,^ -\- h  ist  der  durch 
den  Stein  zurückgelegte  \Veg  s  (wiederum 
vom  Punkte  0  aus  gezählt)  gleich  f^t,, -\- h)  =  \-g[tn -\- h)-.  h\  der 
Zeit  von  t^  bis  «„  +  ä  hat  also  der  Stein  den  Weg  f{t(, -^  h)  —  f(tj  = 
^•g-(to+^)'^  —  h9-^o~  zurückgelegt;  bezeichnen  wir  —  der  Kürze 
halber  —  die  Differenz  f[t,,-{-h)  —  f{t^^)  mit  Js  und  schreiben  wir  auch  — 
der  Symmeti-ie  halber  —  At  anstatt  h,  so  stellt  der  Ditferenzemiuotient 
Js  _' Zuwachs  des  Weges  _  /(«,,  + '')  —  /l^J  =  5 f/ '  ^'<)  +  f^^' —  ^  ' 'J  •  ^« " 
Jt         Zuwachs  der  Zeit  h  h 


Fiir.  Ui. 
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die  „mittlere  G e s e li w i iid i g k e i t"  des  Körpers  im  Zeitintervalle 
von  t„  bis  t^^  +  h  dar.  Hätte  sich  der  Stein  in  dieser  Zeit  g'leich- 
fürmijr  mit  der  „mittleren"  Geschwindigkeit  bewegt,  so  hätte  er  den- 
selben AN'eg  Js  zuriickgelegt;  in  AVirklichkeit  geht  jedoch  die  Be- 
wegnng  /n  Anfang  des  Intervalles  (^„^  ^o  +  ^*  langsamer,  zu  Ende 
desselben   rascher   vor   sich,    als    es    der   mittleren   Geschwindigkeit 

—  =  iiiLlL_^ — llAL  entsprechen   würde.     Diese   Abweichungen  der 
Jt  h 

wirklichen    Bewegung    von    jener    gedachten,     gleichförmigen,    die 

Js 
mit   der   Geschwindigkeit  —  vor  sich   gehen   würde,   werden   um  so 

kleiner,  je  kleiner  das  h  genommen  wird.  Lassen  wir  nun  h  irgend- 
eine  gegen  Null   konvergierende  Zahlenfolge   durchlaufen,   so   durch- 


läutt  die  mittlere  Geschwindigkeit  -  ^  =  ^ { 

Jt  n 


eine  andere 


—  f'i.K)-  —  Dieses  Resultat  gilt   allgemein: 


Zahlenfolge .  deren  Grenzwert  als  die  „Geschwindigkeit" 
(schlechthin)  des  Körpers  zur  Zeit  t=tQ  definiert  wird:  Geschwindig- 

keit  =  lim'''"+4--^""^ 

Stellt  .v=  (/)*  den  durch  einen  Körper  in  geradliniger 
Bewegung  zurückgelegten  Weg  als  Funktion  der  Zeit 
dar,  so  definiert  die  Ableitung  dieser  Funktion  /'(t) 
die  Geschwindigkeit  der  Bewegung  dieses  Körpers  als 
Funktion  derZeit.  —  In  unserem  Falle  ist  somit  die  Geschwindig- 
keit   des    herabfallenden   Steines    gleich    f'{t)^ lim- J^ — —  == 

,.     ig-(t  +  h)^~X-g.t''      ,.      gth-^-lgh"^       ,.     ,     ''^,    ^,  ,.    ,, 

hm  ^^  ^    — ^-^ —  --  hm  ^-"  ,  ^  *^  -  =  hm  Igt  +  ^gh)  =  gt]  die  Ge- 

schwindigkeit  eines  unter  Einfluß  der  Schwerkraft  fallenden  Körpers 
ist  also  der  Zeit  t  direkt  proportional. 

2.  Beispiel.  Es  mögen  zwei  Stoife  Ä  und  B  miteinander  eine 
chemische  Reaktion  eingehen;  das  Reaktionsprodukt  soll  C  heißen. 
Die  Reaktion  soll  also  im  Sinne   des  Schemas  Ä  +  B  — >  C  vor  sich 

gehen.  Bringt  man  die  Stoife  A 
und  B  zusammen,  so  entsteht  das 
Reaktionsprodukt  C  nicht  momen- 
tan, sondern  nach  und  nach;  es 
vergeht  eine  gewisse  Zeit,  bis 
sich  die  Stoife  A  und  B  in  den 
Stoff  C  vollständig  umgewandelt 
haben.  Benennen  wir  die  Zeit 
mit  t  und  die  jeweilig  bereits 
voiliandene  Menge  des  Reaktions- 
pioduktes  mir.  x,  so  ist  x  eine 
Funktion  von  t,x=^  fit)  (wo  also  t 
die  unabhängige,  x  die  abhängige 
Variable  ist).  Zur  Zeit  t  =  0 
bringen  wir  die  Stoife  .1  und  B  zusammen,  so  daß  also  zur  Zeit  t  =  0 
noch  gar  nichts  vom  Stoife  C  vorhanden  ist;  für  «  =  0  ist  daher  auch 
X  =  0.  Der  weitere  zeitliche  Verlauf  der  Reaktion  sei  graj)hisch 
durch  die  Kurve  der  Fig.  17  dargestellt.     Man  sieht,  daß  die  Kurve 


Fiof.  17. 
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zunäch.st  recht  steil  ansteigt  und  dann  immer  flar-her  und  liadier 
wird.  Fassen  wir  irgend  einen  Zeitpunkt  «^  ins  Auge:  zu  dieser  Zeit 
ist  die  Menge  des  Stoffes  C  gleich  /(«„).  Lassen  wir  nun  h  Sekunden 
verstreichen,  so  gelangen  wir  auf  der  t  Achse  zum  Punkte  t„-\-h;  zu 
dieser  Zeit  ist  die  Menge  C  gleich  fitn  +  h).  In  der  Zeit  von  «,/ bis 
<o+Ä  ist  somit  die  Menge  des  Stoffes  C  um  ^x  =  fUQ +h)  —  fitf^) 
gewachsen.     Den  Differenzenquotienten: 

Zuwachs  der  Minore  des  Stoffes  C      _^x  _  f(to  +  h} — /(^„) 

Zeit,  in  der  dieser  Zuwachs  erfolgt  ist  ~  Jt  h 

nennen  wir  die  „mittlere  Reaktionsgeschwindigkeit"  im  Zeit- 
interralle  (t^,  t„^h).  In  ^^'irklichkeit  verläuft  die  Keaktiou  am  Anfang 
dieses  Zeitintervalles  rascher,  am  Ende  desselben  langsamer,  als  der 
mittleren  Reaktionsgeschwindigkeit  entsprechen  würde.  Läßt  man  h 
immer  kleiner  werden,  so  entspricht  die  mittlere  Reaktionsgeschwindig- 
keit immer  genauer  dem  wirklichen  Verlaufe  der  Reaktion  und  der  Grenz- 
wert  der   mittleren   Reaktionsgeschwindigkeit   für   ein   gegen    Null 

konvergierendes  h,  lim  ^^ '' "^  l~    -~  =  f'{h^   wird   als    die   ,.Reak- 

tionsgesch  windigkeit"  (schlechthin)  zur  Zeit  t  =  t,^  definiert. — 
Allgemein:  8  teilt  Ä'  =  /'(f)  die  jeweilige  Menge  einesRe- 
aktionsproduktes  als  Funktion  der  Zeit  t  dar,  so 
wird  durch  die  Ableitung /*(0  dieser  Funktion  die  Ge- 
schwindigkeit der  betreffenden  Reaktion  als  Funktion 
der  Zeit  definiert,  —  In  dem  durch  die  Kurve  der  Fig.  17 
dargestellten  Falle  ist  die  Reaktionsgeschwindigkeit  = /i«)  anfangs 
recht  groß,  wird  dann  immer  kleiner  und  kleiner  und  strebt 
gegen  Null. 

Ganz  ähnlich  wie  die  Geschwindigkeit  einer  Reaktion  ist  bei- 
spielsweise die  Verdunstungsgeschwindigkeit  einer  Flüssig- 
keit zu  definieren.  Bringt  man  eine  mit  Flüssigkeit  gefüllte  Schale 
in  eine  genügend  große  Glasglocke,  so  wird  mit  der  Zeit  der  ganze 
Inhalt  der  Schale  verdunsten.  Die  Menge  x  des  entstehenden 
Dampfes  wird  eine  Funktion  der  Zeit  t  sein  und  durch  die  Ab- 
leitung dieser  Funktion  wird  die  Verdunstungsgeschwindigkeit  der 
Flüssigkeit  definiert. 

8.  Beispiel.  Wird  ein  Blättchenelektroskop  auf  eine  gewisse 
Spannung  x  aufgeladen,  so  spreizen  sich  die  Blättchen  desselben 
auseinander  und  die  .Anzahl  rj  der  Skalenteile,  die  sie  auf  der  Skala 
einschließen,  ist  eine  Funktion  der  angelegten  Spannung  x.  ;/ ==  fyx). 
Was  ist  nun  unter  der  Emi)findlichkeit  des  Elektroskops  zu  ver- 
stehen?   Wäre  der  Ausschlag  f{x)  der  angelegten  Spannung  einfach 

hx) 
direkt  proportional,  so  würde  der  Quotient         die  Anzahl  der  Skalen- 

teile  pro  Einheit  der  Spannung  geben ;  durch  diesen  Quotienten  wäre 
also  die  Empfindlichkeit  des  Elektroskops  definiert.  Nun  ist  aber 
der  Ausschlag  des  Elektroskops  der  angelegten  Sjjannung  nicht  ein- 
fach proportional;  verdoppelt  man  die  Spannung,  so  wird  der  Aus- 
.schlag  mehr  als  dop])elt  so  groß:  die  Kurve  der  Fig.  18  (sog.  „Eich- 
kurve" des  Elektioskojjs)  stellt  die  Funktion  jf  =  f[x)  graphisch  dar. 
F'ixieren  wii-  irgendeinen  \\'ert  der  Si»annunsr  j*  =  J',,:  il>ni  entspricht 
ein  Ausschlag  /ia;„).  Lassen  wir  nun  die  Spannung  um  h  wachsen, 
so  wächst  auch  der  Ausschlag  um  /(.r„  +  h)  —  f{x„)  und  der  Differenzen- 
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quotient  ^^^  — ]— ^^^  gibt  uns  die  „mittlere  Empfindlich- 
keit" des  Klektroskops  im  Spannungsintervalle  (x^,  x^  +  h).  Durch 
den  Grenzwert  lim ^— /^^"^  = /'(a;«)  wird  nun  die  „Empfind- 
lieh  k ei  t"  (schlechthin)  des  Elektroskops  für  die  Spannung  x  =  Xf, 
definiert.  Man  sieht  aus  der  Figur,  daß  die  Empfindlichkeit  des 
Elektroskops  für  kleine  Spannungen  sehr  klein  ist  und  mit  wachsendem 
X  zunimmt. 

Analog  läßt  sich  die  Empfindlichkeit  eines  jeden  Meßinstrumentes 
definieren. 

In  Anschluß  an  diese  Beispiele  könnte  man  überhaupt  die  Ab- 
leitung einer  Funktion  y  =  f(x)  bildlich  als  die  „Wachstums- 
^esch windigkeit-'  der  Funktion  bezeichnen.  Mit  wachsendem  x 
ändert  sich  ja  die  abhängige  Variable  y  und  die  Ableitung  f'{x)  der 
Funktion  gibt  uns  —  sozusagen  —  ein  Maß  für  die  Empfin  dlich- 
keitdes/ygegenAenderungendesi». 


Entfernung   x 


Fig.  18. 


Fig.  19. 


4.  Beispiel.  Denken  wir  uns  einen  1  m  langen  Draht,  von  dem 
das  eine  Ende  mit  siedendem  Wasser,  das  andere  mit  schmelzendem 
Eise  in  Berührung  ist;  es  wird  also  dafür  gesorgt,  daß  das  eine  Ende 
konstant  eine  Temperatur  von  100"  C,  das  andere  von  0°  C  hat. 
Die  Temperatur  fällt  somit  längs  des  Drahtes  von  100*^0  auf  O'^C. 
AVäre  dieser  Abfall  ein  gleichmäßiger,  so  wäre  man  nicht  in  Ver- 
legenheit, was  man  unter  dem  Temperaturgefälle  längs  des  Drahtes 
zu  verstehen  hat;  es  wäre  dies  einfach  die  Differenz  der  Tempera- 
turen an  beiden  Enden  des  Drahtes  dividiert  durch  die  Länge  des- 

100"  C 
selben:       .         .    Nun   erfolgt   aber   der  Abfall   der  Temperatur  im 
Im*  * 

Drahte  nicht  gleichmäßig.  Längs  des  Drahtes  findet  nämlich  nicht  nur 
Wärmeleitung,  sondern  auch  Wärmestrahlung  statt.  Der  Draht  strahlt 
gegen  die  Umgebung  Wärme  aus,  u.  zw.  um  so  mehr  je  höher  seine 
Temperatur  ist;  der  Teil  des  Drahtes  in  der  Nähe  des  heißen  Endes 
wird  also  durch  Wärmestrahlung  mehr  Wärme  verlieren  als  der  Teil 
in  der  Nähe  des  kalten  Kndes,  und  daher  wird  auch  die  Temperatur 
in  der  Nähe  des  heißen  Endes  rapider  abfallen,  als  in  der  Nähe  des 
kalten.  Man  vergleiche  hierzu  die  Kurve  der  Fig.  19,  die  den  Ver- 
lauf der  Temperatur  längs  des  Drahtes  giaphisch  darstellt.  Es  ist 
die    Temperatur   ^    eine   Funktion    der    Entfernung   x    vom    heißen 
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Ende,  0-  =  f{x)  und   ihre  negativ   genommene*')  Ableitung:   — f'(x)  = 

4(2;) f(x  4-  h) 

lim    -  -   7^^ wird   als  das  „Temperaturgefälle"    längs  des 

Drahtes  definiert. 

Ganz    ähnlich    wird    das   Druckgefälle,    das    Gefälle    des 
elektrischen  Potentiats  u.  dgl.  definiert. 

5.  Beispiel.  Ist  ein  Salz  in  einer  Flüssigkeit  aufgelöst  und  darin 
gleichmäßig  verteilt,  so  ist  man  nicht  in  Verlegenheit,  wie  die  Kon- 
zentration dieser  Lösung  zu  definieren  ist.  Es  ist  dies  einfach  die 
in  einem  Kubikzentimeter  der  Lösung  enthaltene  Salzmenge.  Nun 
denke  man  sich  einen  mit  Wasser  gefüllten  Zylinder  von  der  Basis 
1  cm-  und  der  Höhe  a  cm.  In  diesen  Zylinder  werfen  wir  ein 
Stück  Kupfersulfat  (CuSO^)  hinein;  nach  und  nach  wird  sich 
das  Salz  auflösen  und  ins  Wasser  hineindilfundicren :  es  wird  sich 
über  den  ganzen  Z3iinder  verteilen,  jedoch  wird  die 
Verteilung  in  den  ersten  Tagen  keine  gleichmäßige 
sein.  Wie  ist  in  diesem  Falle  die  Konzentration  zu 
definieren? 

Legen  wir  irgendwo  durch  den  Zylinder  eine  zur 
Zylinderbasis  parallele  Ebene  und  nennen  ihre  Distanz 
von  der  unteren  Basis  x,  so  ist  die  Menge  y  des 
Kupfersulfates,  das  zwischen  der  unteren  Basis  und 
dieser  Ebene  enthalten  ist,  eine  Funktion  von  x,  y=f(x), 
die  graphisch  dargestellt  eine  der  Kurve  der  Fig.  17 
ganz  ähnliche  Kurve  ergibt.  Fixieren  wir  irgend  einen 
Wert  Xq  von  x,  so  ist  die  Menge  CuSO^,  die  in  dem 
zugehörigen  Zylinder  (0,  x^ )  —  in  der  Fig.  20  schraffiert  pig.  2U. 

von  rechts  oben  nach  links  unten  —  enthalten  ist. 
gleich  t{XQ).  Lassen  wir  x  um  h  cm  wachsen,  so  entspricht  dem  Werte 
XQ-\-h  von  X  die  im  Zylinder  (0,  x^  +  h)  —  in  der  Fig.  20  schraffiert 
von  links  oben  nach  rechts  unten  —  enthaltene  Menge  CuSO^. 
Die  Dilferenz  /(a;,,  +  äi  — /(a:,j)  ist  somit  diejenige  Menge  CUSO4.  die 
im  Zylinder  {xq,  Xf^-[-h)  enthalten  ist.  Den  Ditferentenquotienten 
Menge   CuSO,    im  Zylinder  (x",  x^  +  h)  ^   fjx^  -j-h)  —  fjxj     ^^^^^^ 

Volumen  des  Zylinders  (xq,  Xq  +  h)  **)  h 

wir  die  „mittlere  Konzentration"  im  Zylinder  (x^,  x,,  +  h). 
Setzen  wir  etwa  h  =  l  cm  und  es  sei  dann  /(x„  +  1)  — /(x,,)  =  ^^  "i?» 
so  ist  die  mittlere  Konzentration  im  Zvlinder  (x^,  x,,  + 1)  gleich 
/(X  +  l)-/(a^")^18mg^^^mg^     j^^   ^^^   g^^^    .^   ^^^.   Lösung 

1  1  cm-^  cm^ 

nicht  gleichmäßig  verteilt  ist.  so  wird  in  der  unteren  Hälfte  des 
Zylinders  (x,^,  x,,  +  1)  mehr  CUSO4  enthalten  sein,  als  in  der  oberen. 
Setzen  wir  ä  =  0,5  cm,  so  wird  etwa  /ix,,  +  0,5)  — /(j„)=^),5  mg  sein: 
die  mittlere  Konzentration  im  Zylinder  (x,,.  x„+0,5)  ist  somit  gleich 
/(x^0.5)-/(xo)^  9,5  mg  ^  ^^j^  ^^,^_  ..ß^^.  ^,^  ^j.^j^j^j^^  ^...„. 
0,5  0,5  cm '  cm^ 


*)  Ein  „Gefälle"  ist  nämlich  positiv,  wenn  die  betreffende  iJrölJe  niij  wiu-hseii- 
deni  ,(•  fällt,  wogegen  die  Ableitung  einer  Funktion  positiv  ist,  wenn  tlio'abliängiue 
Variable  mit  wachsendem  r  steigt. 

**)  Volumen  eines  Zvlimiers  ist  gleich  Basis  mal  Höhe  derselben.  Die  Basis 
des  Zylinders  (x„.  Xo  +  h)  ist  laut  Voraussetzung  gleii'h  1  cm-,  die  Höhe  gleich 
h  cm,  daher  das  Volumen  =  1 -A  cro^  =  A  cm '. 
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h  =  l.  Setzen  wir  ä  = -|^  cm  und  e.s  sei  /(a;«  +  i)  —  /(x")  =  6,5  m^, 
so   ist    die   mittlere    Konzentration    im   Zj'linder    (x^,,   a;^  +  i)   gleich 

^^  °     -^ — ^-^-^  =  -r—    ^  =  19,0    — ...    Sei  ferner  fnr  h=-l  cm  die  Diffe- 
-^  ^  cm"*  cm*  * 

renz  /(»o  +  i) — /(a;,,)  =  4,9  mg,  somit  die  mittlere  Konzentration  im 
Zylinder  (x„  x,+-\)  gleich  ~   ^^      -"  =  y^^  =  19,6  ^  u.  s.f. 

Die  mittlere  Konzentration  gibt  uns  ein  um  so  genaueres  Bild  von 
der  Verteilung  des  Kupfersulfates  in  der  Umgebung  der  Ebene 
x=a;„.  je  kleiner  das  h  genommen  wird.  Lassen  wir  h  eine  gegen  Null 
konvergierende  Zahlenfolge  durchlaufen,*)  so  durchläuft  die  mittlere 

/, 2;  -\-h) fix  ) 

Konzentration  — '7 — -—■  eine  andere  Zahlenfolge,  deren  Grenz- 
wert die  ..Konzentration"  (schlechthin)  der  Lösung  an  der  Stelle 
x  =  Xf^  definiert:    Konzentration   (a;,))  =  lim^ — ^ — '-^-^  = /'(xq).   — 

Allgemein:  Stellt  ?/  =  /'(flc)  die  Menge  eines  Salzes  in  einem 
Fliissigkeitszylinder  (o,  a?)  als  Funktion  von  x  dar,  so 
wird  durch  die  Ableitung  /'(or)  dieser  Funktion  die  Kon- 
zentration der  Losung  als  Funktion  von  x  definiert. 

Andere  Beispiele  für  Größen,  die  kaum  anders  denn  als  Ab- 
leitungen von  Funktionen  definiert  werden  können,  werden  wir  später 
gelegentlich  kennen  lernen. 

Es  ist  nun  einleuchtend,  daß  in  einem  Erscheinungsgebiete,  in 
dem  derartige  Größen  vorkommen  und  in  dem  man  sich  nicht  nur 
mit  qualitativen  Re-^ultaten  begnügt,  sondern  auch  quantitative 
Untersuchungen  vornimmt,  sich  die  Notwendigkeit  herausstellt,  mit 
Ableitungen  von  Funktionen  zu  rechnen.  Worin  jedoch  das  Wesen 
der  mathematischen  Behandlung  der  Naturwissenschaften  beruht, 
werden  wir  erst  an  einer  späteren  Stelle  erörtern  können. 

Unseie  nächste  Aufgabe  wird  es  sein,  die  Ableitungen  der  am 
häufigsten  vorkommenden  Funktionen  berechnen  zu  lernen. 


*)  Hierbei  sehen  wir  von  der  atomistischen  Struktur  der  Materie  ab,  sonst 
könnte  es  z.  ß.  zufallio;  i)a«sieren,  daU  lür  eia  trewi.-^aes  (genügend  kleines)  h  im 
Zylinder  [Xq.  Xq  +  /*)  gar  nichts  vom  Knptersiüfat  vorhanden  wiire,  usw.  Wir  nehmen 
hier  vielmehr  an,  dalJ  die  Materie  kontinuierlich  aufgebaut  ist.  was  die  mathe- 
matische Behandlnntif  derartiger  Probleme  wesentlich  erleichtert.  Aehnliches  ließe  sich 
anläßlich  der  Üeünition  des  iiegrift'es  „Reaktionsgeschwindigkeit"  sagen. 


IV.  Aufgjibe  der  Differeiitialrecliiiiins:. 

Wir  haben  die  Ableitung  einer  Funktion  y  =  fix)  als  den  Grenz- 
wert   des    Differenzenquotienten      .    = ^ — -^   '     definiert : 

fix  -{-  h) fix) 

fix)  =  lim  1 -^-^.    Dieser  Grenzwert   wird   auch   «Differen- 

tialquotient"  genannt  und  ,,  .    '*  geschrieben  (lies:    ,.dy  nach  dx-'): 

die  Gründe  für  Bezeichnung  und  Schreibweise  sind  mehr  historischer 
als  sachlicher  Natur;  wir  werden  sie  erst  an  einer  späteren  Stelle 
kennen  lernen.  Vorläufig  wollen  wir  unter  dem  ..Diöerentialquotienten" 
genau  dasselbe  was  unter  der  „Ableitung"  verstehen  und  ebenso  das 

Zeichen  -^  in  seiner  Bedeutung  identisch  mit  dem  Zeichen  f'{x)  an- 
sehen;  den   Zeichen  dy  und   dx   schreiben   wir   also   vorläufig  keine 

dy 
selbständige   Bedeutung   zu   und   es   sei   betont,   daß  wir   unter     , 

keinen  wirklichen  Quotienten  von  dy  durch  dx.  sondern  eben  nur 
eine  andere  symbolische  Bezeichnung  für  die  Ableitung  verstehen 
werden. 

Man  merke  sich  noch  folgende  Rede-   und   Schreibweise.    Man 

sagt :  ,/' {x)  ist  die  Ableitung  von  /'(.r)  n a c h  x'\  ,.    '       i s t 

der    Differentialquotient    von    y    nach    j?".      Die    Zeichen: 

fix)  =  ,^  =  y'  =       fix)  haben  alle  dieselbe  Bedeutung. 
^  '^      dx       ^        dx  ^  ^ 

Die  Ableitung  (oder  den  Diiferentialquotienten)  einer  gegebenen 
Funktion  y  = /(a:)  berechnen,  heißt  die  betreffende  Funktion  nach  x 
y,differentiiereii".  Aufgabe  der  Differentialrechnung  ist  es,  Kegeln 
für  die  Differentiation  der  am  häufigsten  vorkommenden  Funktionen 
aufzustellen.  Bevor  wir  dies  tun  werden,  wollen  wir  in  diesem  vor- 
bereitenden Kapitel  erstens  ein  Kinteilungsprinzii)  der  zu  behandelnden 
Funktionen  geben,  zweitens  an  einigen  einfachen  Beispielen  zeigen, 
wie  die  Differentiation  in  concreto  zu  geschehen  hat. 


*)  Der  Anschaulichkeit  halber  schreibt   man   nämlich  -Jy  für   die  Differenz  der 
Ordinaten  fix  +  h)  —  /'(.r)  und  _/.'•  für  die  Differenz  der  Abszissen. 

Salpetor,  Matlioinatik.    2.  Aufl.  ^ 
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Ziehen  wir  zunächst  die  Funktion  y  =  t{x)  =  ax'- -\- hx -{- c  in 
Betracht,  wo  a,  b,  c  Konstante  sind.  Spezialfälle  dieser  Funktion 
haben  wir  bereits  in  den  vorigen  Kapiteln  diskutiert  und  dilt'eren- 
tiiert,  u.  zw.  die  Parabel  y  =  2x-  (wo  also  a  =  2,  b  =  c  =  0  ist),  und 
das  Fallgesetz  s  =  yt'-  (wo  s  anstatt  y,  t  anstatt  x  geschrieben,  und 


a  =  |,  b  =  c  =  0  ist). 


Die   Funktion   y  =  f{x)  =  ax^  -\-  bx  -{-  c  nennt 


man  eine  quadratische  Funktion.  Wir  wollen  ihre  Ableitung  be- 
rechnen.    Die   Methode   der   Differentiation   liegt  bereits   in  der  De- 

fix  4-  h) fix) 

finition  der  Ableitung :  f\x)  =  lim  i — -^-^.      Man    bildet    zu- 

f(x  4-  k) fix) 

nächst  den  Differenzenquotienten  der  Funktion:     ~ — ^    und 

läßt  in  ihm  die  Differenz  h  gegen  Null  konvergieren  (d.  h.  eine 
Zahlenfolge  durchlaufen,  deren  Grenzwert  Null  ist).  In  unserem 
Falle  ist 

Ay  _f{x  +  h)—f{x)  _  [a(x  +  hy  +  bjx  +  h)  +  c]  —  \ax''  -\-bx  +  c]  _ 
Ax 


h 


2axh  -\-  ah^  -{-bh 
^.         h 


h 
=  2ax  -^b  -\-  ah 


und 


lim  fi^^±^-M  =  lim  {2ax  +  6  +  aÄ)  =  2ax  +  b. 
d 


Es  ist  also  fix)  =  -^-  iax^  -f  6x  +  c)  =  2ax  +  b. 
^  ^      dx^ 

Sei  beispielsweise  a  =  1,  6  =  3,  c  =  2,  also  y  ^  /(»)  =  oj-  +  3a;  +  2 
und  f'{x)  =  2x  +  3.     Wir  wollen  diese  Funktion  graphisch  darstellen. 

Hierzu  berechnen  wir  etwa 
/(-3)  =  2,  /(-2)  =  0, /(-!)  =  0, 
/(O)  =  2  und  tragen  die  ent- 
sprechenden Punkte  auf,  (Fig.  21). 
Außerdem  wird  es  nützlich  sein, 
die  Richtungen  der  Tangenten  an 
die  Kurven  in  den  betreffenden 
Punkten  zu  berechnen.  Dies  ge- 
schieht vermöge  der  Beziehung 
tga=/'(a;).  Es  ist  /'(-3)  =  — 3, 
/'(-2)=— 1,  /'(-!)=+ 1  und 
/'(O)  =  3.  Im  Punkte  x=  —  2 
schließt  somit  die  Kurven- 
tangente mit  der  a;-Achse  einen 
Winkel  a  ein,  dessen  Tangens 
gleich  —  1  ist,  das  ist  also 
a  =  — 45*'  oder  auch  a=180** 
+  1,    daher*)  a  =  45"; 


—  45 


Fig.  21. 
135";   im  Punkte  x  —  —  1  ist  tga 


*)  Da  tga  =  -.^  (Fig.  3),  so  folgt  aus  tga 


1,  daß 


BC 
AB 


=  1  oder  ßC  =  AB, 


Das  Dreieck  ABC  ist  daher  ein  rechtwinkliges,  gleichschenkliges,  seine  Basiswinkel 
sind  infolgedessen  gleich  je  45°.  Da  ferner  tg( — a)  ~ — tga  nnd  auch  tg(180''  — a) 
=  tg(— a)^  —tga,  so  ist  der  Winkel,  dessen  Tangens  gleich  ist  —  1,  gleich — 45"* 
oder  180  —  45«=  135». 
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im  Punkte  x^O  ist  tga  =  3,  somit  a=71«34',*j  und  schließlich  ist 
im  Punkte  x  =  —  3,  tga  =  — 3,  also  a=  —  71  "34'  oder  auch  a  = 
118  "26'.  Das  Einzeichnen  der  Tanjrenten  in  einigen  Punkten  der 
Kurve  erleichtert  sehr  die  Konstruktion  derselben.  In  unserem  Fall 
ist  es  noch  zweckmäßig  denjenigen  Punkt  aufzusuchen,  in  dem  die 
Kurventangente  parallel  zur  x-Achse  verläuft.  Wir  finden  ihn.  in- 
dem wir  /■(x)=2a:  +  3  =  0  setzen;  daraus  folgt  a;=— §.  In  diesem 
Punkte  ist  tga  =  0,  daher  auch  a  =  0. 

Die  Formel  ^r-  {ax-  -\-bx  +  c)  =  2ax  +  b    ist     allgemein     gültig. 


dx 


d 


Sie  gilt  auch  dann,  wenn  a  =  0  ist;  es  ist  also  ^- {bx  +  c)  =  6.     Die 

Funktion  y  =  f{x)  =  bx-{-c  wird  eine  lineare  Funktion  von  x 
genannt.  Graphisch  dargestellt  gibt  sie  eine  Gerade,  die  von  der 
y-Achse  ein  Stück  c  abschneidet  und  die  mit  der  a^-Achse  einen  \^'inkel 
a  einschließt,  für  den  tga  =  &  ist.  Um  dies  einzusehen,  konstruieren 
wir    diese    Gerade    (Fig.    22)    und    fixieien     auf   derselben    irgend 


Fig.  22. 

einen  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  x,  y.    Für  den  ist  OA  =  CM  =  x 
AP  =  y,OC  =  AM  ^c,  MP^AP-  AM  =  y-c  und  daher  tga  = 
PM  _ y-c  _^ 
CM  ^  ~  ^• 

Daß  die  Ableitung  f'(x)  der  Funktion  f[x)  =  bx-\-c  gleich  b  ist. 
hätte  man  auch  ohne  Differentiation  einsehen  können,  denn  einerseits 
ist  ja  /'(ic)  =  tga,  andererseits  aber  ist  die  Gerade  ihre  eigene  Tangeute 
in  jedem  ihrer  Punkte;  es  fallen  also  alle  Tangenten  an  die  Gerade 
mit  der  Geraden  selbst  zusammen  und  diese  schließt  ja  —  nach 
Obigem  —  mit  der  x- Achse  einen  Winkel  a  ein,  für  den  tga  =  6  ist: 
daher  ist  f'(x)  =  b.  Dieses  Resultat  kann  man  auch  so  aussprechen: 
die  Steigung  (Steilheit)  ist  längs  einer  Geraden  konstant. 

Wären  alle  Naturgesetze  durch  lineare  Funktionen  ausdrückbar. 
so  hätte  es  der  Naturforscher  nicht  notwendig,  höhere  Mathematik 
zu  treiben.  Wir  haben  ja  im  vorigen  Kapitel  jedesmal  bei  der 
Definition   einer   naturwissenschaftlichen   Größe   als   Ableitung  einer 


*)    Ist    tg«  =  3,    so    ist    log  tgfi -- 0,47712 .-  10,47712  — 10    und    —    mit    Be- 
nutzung der  Logarithmentafeln  der  trignnouietriseheu  Funktionen  —  rund  a  =  71*'34', 

3* 


■ 
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Funktion  g:esao^t:  Wäre  der  Vorgang  ein  gleichmäßiger  (d.  h.  durch 
eine  lineare  Funktion  ausdrückbar),  so  wäre  man  nicht  in  Verlegen- 
heit, wie  die  betreitende  Grüße  zu  definieren  wäre  (d.  h.  man  hätte 
es  nicht  notwendig  Grenzübergänge  auszuführen).  Nun  sind  aber  in 
Wirklichkeit  die  wenigsten  Naturvorgänge  so  einfach,  daß  zu  ihrer 
Darstellung  lineare  Funktionen  ausreichen  könnten. 

Ist  speziell  c  =  0,  so  ist  für  x  =  0  auch  y  =  0  und  die  Gerade 
y  =  hx  geht  durch  den  Koordinatenursprung  (Fig.  23).    Ist  y  =  hx  so 

sagt  man  auch:  die  Größe  y  ist  der 
Größe  X  direkt  proportional  und 
nennt  hierbei  h  den  Proportionali- 
tätsfaktor. So  ist  z.  B.  das  Gewicht 
eines  Körpers  seinem  Volumen  direkt 
proportional,  wobei  das  spezifische 
Gewicht  (d,  i.  das  Gewicht  der  Vo- 
lumeinheit) der  Proportionalitätsfaktor 
ist,  usw.  —  Ist  aber  c  4=  0.  so 
herrscht  zwischen  y  —  c  und  x  direkte 
Proportionalität,  wobei  man  c  den 
Fig.  23.  „Anfangs wert"  von  y  (d.  h.  den  W^ert 

von  y  für  a;  =  0)  nennen  kann. 

Die  Formel  ^   (6a;  4- c)  =  &    gilt    ganz    allgemein,    also    auch   im 

Falle,  daß  6  =  0  ist.  Nun  könnte  man  fragen,  ob  noch  y  =  c  als  eine 
Funktion  von  x  angesehen  werden  kann;  man  könnte  nämlich  ein- 
wenden: kommt  im  Ausdrucke  f(x)  das  x  gar  nicht  vor,  so  ist  ja  y 
von  X  unabhängig,  demnach  keine  Funktion  von  x.  Demgegenüber 
ist  folgendes  zu  bemerken.  Wenn  auch  y  für  jeden  einem  gewissen 
Intervalle  [a,  6)  angehörigen  Wert  von  x  denselben  Wert  c  annimmt, 
so  folgt  daraus  noch  durchaus  nicht,  daß  y  von  x  unabhängig  ist. 
So  ist  z.  B.  die  Anzahl  der  Phasen  des  Wassers,  die  nebeneinander 
bestehen  können,  bei  konstantem  Drucke  durch  die  Temperatur  voll- 
kommen und  eindeutig  bestimmt;  es  ist  also  diese  Anzahl  n  eine 
Funktion  der  Temperatur  T,  n  =  f{T].  Nun  ist  im  Temperaturinter- 
valle etwa  von  10"  bis  90*^  C  (und  bei  atmosphärischem  Drucke)  n=l 
also  konstant.  Ks  hieß  ja  auch  in  der  Definition  des  Funktions- 
begriff'es,  es  soll  jedem  Werte  x  ein  und  nur  ein  Wert  y  zugeordnet 
sein,  jedoch  war  davon  keine  Rede,  daß  jedem  Werte  x  immer  wieder 
ein  anderer  Wert  y  zugeordnet  sein  mütite.  —  Graphisch  dargestellt 
gibt  die  Funktion  y  =  f(x}  =  c  eine  zur  a;-Achse  parallele  Gerade  in 
dei-  Entfernung  c;   sie  schließt   mit  der  x-Achse  einen  Winkel  a=0 

ein.    Die  Formel   ,    c  =  0  kann  auch  so  gedeutet  werden:  die  Steigung 

längs  einer  horizontalen  (Geraden  ist  Null. 

Während  die  Ableitung  einer  quadratischen  Funktion  y  —  f{x)  = 
ax--\-bx-\-c  eine  lineare  Funktion  ist:  f'(x)=  2ax  -\-b,  ist  die  Ab- 
leitung einei-  linearen  Funktion  y  =  f[x)  =  hx  -\-  c  eine  Konstante: 
f'(x)  =  b  und  schließlich  ist  die  Ableitung  einer  Konstanten  y  =  f(x)=c 
gleich  Null. 

Die  drei  bi.sher  betrachteten  Funktionentypen  gehören  einer  all- 
gemeinen Klasse  von  Funktionen  an,  nämlich  der  Klasse  der  ganzen 
rationalen  Funktionen.    Unter  einer  ganzen  rationalen  Funktion 
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versteht  man  einen  Ausdruck,  der  aus  x  und  Konstanten  durch 
Multiplikationen  und  Additionen  entstanden  ist,  also  einen  Ausdruck 
von  der  Form 

ttnX"  +  a„.  la;"-'  +   .  .  .  -\-  a^x^  +  a.^x-  +  a^x -\- a^ 

wo  a„,  «7,-1,  a„^2:  .  •  •  C':i'  «..'  "^1  Konstante  sind.  Die  angeiiänjjten 
Indizes  deuten  an,  vor  welcher  Potenz  von  x  die  betrettende  Konstante 
(Koeffizient)  steht;  at  ist  der  Koeffizient  der  ^-ten  Potenz  von  x.  Der 
Exponent  n  der  höchsten  Potenz  heilit  der  Grad  der  Funktion.  Die 
Funktion 

y  =  f{x)  =  a„x"  +  ün-ix"  1  +  .  .  .  +  a.^x^  +a.,x-  +  a^x  +  a„ 
ist  also  eine  ganze  rationale  Funktion  n-ten  Grades.  Die  quadratische 
Funktion  f(x)  —  ax-  +  bx  -{-  c  war  eine  ganze  rationale  Funktion 
zweiten  Grades  (wo  also  n  =  2,  a.,  =  a,  a^=b,  a,y  =  c  war),  die 
lineare  Funktion  f{x)  =  hx-{-  c  —  eine  ganze  rationale  Funktion 
ersten,  die  Konstante  f(x)  —  c  —  eine  ganze  rationale  Funktion  nullten 
Grades.*)  —  Die  Funktion 

ij  =  f(x)  =  6x-^  +  3x^  +  4a;  +  1 
ist   eine  ganze   rationale   Funktion   fünften   Grades,   wo   also   n  =  b, 
^5  =  ^^.  «4  =  0,  a,^  =  3.  a.,  =  0.  a^  =  4  und  a^  =  1  ist.     Die  Funktion 

ij^f{x)=[x-  +  l){x'-l) 
ist  eine  ganze  rationale  Funktion  vierten  Grades,  deren  Koeffizienten 
erst   nach   Ausführung   der   Multiplikation:   {x'^+l){x-  —  l)  =  a;*— 1 
festgestellt  werden  können :  es  ist  dann  «^  =  1.  a.,  =a.,  =  a^  =0  und 
a„  =  — 1. 

Sind  /i(a;)  und  f.y(x)  zwei   ganze   rationale  Funktionen,   so  nennt 

/  (2^) 
man  den  Quotienten  f{x)  ^  '        eine    gebrochene    rationale 

Funktion. 

Wir    wollen    einige    einfache    gebrochene    rationale    Funktionen 
diiferentiieren.     Das  erste  Beispiel  sei  die  in  Fig.  8  bereits  graphisch 

dargestellte  Funktion  y  =  f{x)  =     .    Um  ihre  Ableitung  zu  berechnen. 

x 

bilden  wir  zunächst  den  Ditterenzenquotienten 

Ay      fix +  h]— fix)       1/     1  1^       1     x  —  {x  +  h) 


Ax  h  h\  X  -{-  h       XI       h       (» +  ^)x 

1        —h  1 


h    x{x  -\-h)  x{x-\-  h)' 

Der  Grenzwert  desselben  ist 


,.      f(x  +  h)—f{x)       -. 
hm ^ — ^-^  =  lim 


x{x  +  h) 


—  l=m- 


Für  x=\  ist  beispielsweise  /'(1)  =  — 1.  also  tga  =  —  1,  a  =  — 45"; 
im  Hyperbelpunkte  a;  =  1,  y^\  schließt  somit  die  Tangente  mit  der 
X-Achse  einen  Winkel  von  — 45"  ein. 


*j  Bekanntlich  ist  x"»  :a;«  =  x-'«— ",  wobei  vi  >n  vorausgesetzt  wird.  Ist  m  =  u. 
so  ist  X'"  =  X"  und  daher  x'":x"  =  1:  andererseits  ist  dann  m  — n^O  und  iinin 
kann  daher  —  rein  formal  —  schreiben:  .;■'»:  x«  =  j"»-"  =  x"  =  1.  Die  nullte 
Potenz  einer  beliebigen  Zahl  .r  ist  also  gleich  1.  Das  letzte  Glied  im 
Ausdruck  anx"  +  .  .  .  .-^a.iX^-\-alX  +  ^l^^  kann  daher  auch  geschrieben  werden: 
«o^*:  es  ist  somit  a^  der  Koeffizient  der  nullten  Potenz  von  .«■;  daher  ist  auch  die 
Funktion  f{x)  =  c  =  c-x^  vom  nullten  Grade. 
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Die   Kurve   y  =       ist    ein    spezieller  Fall    der   „gleichseitigen" 
Hyperbel  y  =      (wo  c  eine  Konstante  ist).     Für  dieselbe  ist  i'{x)  = 


X 


f(x-^h)  —  fix)         -.      1 
=  lim 7 — — —  =  lim  , 

A->0  f^  h-^0    " 


C  C 

X  -{-  h       X 


=  lim 

A-»() 


c        — h 

h    x{x  +  h) 

lim  I ; — r^-l  = ,.    Die  Formel  y  =     drückt  aus,  daß  die  Größe 

A^o\      x{x-{-h)l  x~  ^       x 

y  der   Größe  x   umgekehrt   (indirekt)   proportional   ist,  wobei  c   der 

Proportionalitätsfaktor  ist.    So  ist  der  Druck  f  eines  Gases  bei  kon- 

stanter  Temperatur  seinem  Volumen  v  umgekehrt  proportional:  f^ 

Ein   anderes    Beispiel   einer    gebrochenen    rationalen    Funktion 

ist  7/  =  /(a;)=-~^.       Für    diese     ist    /'(x)  =  lim    f^±hpM  = 

-.1/1  1     \        ,.      1  ~h  1 

i,^oh   \a;+h  +  c        x  +  c/        ,,^0  h  {x -\- c)  {x -\- c -\- k)  (x  +  c)- 

TT"  ii  \       ^    ■  ,  4.t   \      r     f(x  +  h)—f{x)  1/1  1\ 

Für  ,  =  /(.)  =  ^,  ist  /'(.)  =  im  ^  =  lim^  ^  (^-^,  -  ^,) 

_  r      1    a;^  —  (x-  +  2a;7r+  /i^)  _  1   —  fe(2a;  +  h) 2a;  _  _  J 

~  A_>o  ^  x'^{x-\-hy'  /,->ü ''i      a;-'(a;  +  /2)^  x*  a;*'' 

Die  ganzen  und  gebrochenen  rationalen  Funktionen  gehören  alle 
einer  allgemeinen  Klasse  von  Funktionen  an,  nämlich  der  Klasse  der 
algebraischen  Funktionen,  die  aus  x  und  Konstanten  durch  Ad- 
ditionen, Multiplikationen,  Divisionen,  sodann  Potenzieren  und  Wurzel- 
ziehen (mit  ganzzahligen  Exponenten)  entstehen.*)     So  sind  z.  B.  die 

Funktionen    y  =  ]^x,    y  =  ^a  -\-  bx.    y  =  a  -{-  ^b  —  x,    y  =  

1x'  +  1, 

■A. 

y  =  ]x'^  -(-  3,  USW.  .  .  .  algebraische  Funktionen, 

Im  Gegensatz  zu  den  algebraischen  werden  alle  übrigen  Funk- 
tionen transzendent  genannt.  Zu  den  transzendenten  Funktionen 
gehören  u.  a.  die  aus  den  Elementen  der  Mathematik  bekannten 
trigonometrischen  Funktionen  und  der  Logarithmus. 

P^s  sei  hier  insbesondere  die  Definition  der  trigonometrischen 
Funktionen  (auch  Kreisfunktionen  genannt)  in  Erinnerung  ge- 
bracht. 

*)  Streng  genommen  ist  die  Klasse  der  algebraischen  Funktionen  eine  viel 
allgemeinere  als  im  Texte  augegeben.  lüine  algebraische  Funktion  y  =  f(pc) 
wirddurch  eine  zwischen  .rund // bestehende  algebraische  Gleichung 
definiert.  Unter  einer  algebraischen  Gleichung  zwischen  x  und  y  versteht  man 
eine  Gleichung,  deren  rechte  Seite  gleich  Null  und  deren  linke  eine  ganze  rationale 
Funktion  von  x  und  y  ist  (d.  h.  bei  konstantem  y  eine  ganze  rationale  Funktion 
von  x,  bei  konstantem  x  eine  ganze  rationale  Funktion  von  y).  So  ist  z.  ß.  die 
Gleichung: 

öaX*  +  20,2X2/  +  üay'^  +  (iiX  +  «2?/  +  öo  =  0 

eine  algebraische  Gleichung  (2-ten  Grades)  zwischen  x  und  y.  Nach  y  aufgelöst  gibt 
sie  eine  algebraische  Funktion  y  =  f{x).  —  Nun  gibt  es  algebraische  Gleichungen 
zwischen  x  und  ?/,  die  nach  y  nicht  auflösbar  sind.  Zur  Darstellung  der  Funktionen 
y  =  l{x],  die  durch  sie  detiniert  werden,  reichen  eben  Additionen,  Multiplikationen. 
Divisionen,  Potenzieren  und  Wurzelziehen  nicht  aus;  sie  gehören  aber  trotzdem  der 
Klasse  der  algebraischen  Funktionen  an. 
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Ist  a  einer  der  spitzen  Winkel  eines  rechtwinklichen  Dreieckes 
(Fig.  24),  in  dem  a  die  dem  A\'inkel  a  gegenüberliegende,  h  die  an- 
liegende Kathete,  c  die  Hypotenuse  ist,  so  wird  definiert: 


a 

sin  a  =  ^ 
c 

h 

cos  a  =  — 
c 


tSfa  = 


seca  = 


ctg  a  =  cosec  a  = 

a  a 

Aus  dieser  Definition  gehen  —  mit  Eücksicht  darauf,   daß  nach 

dem   Pythagoräischen   Lehrsatze  a-^  +  6*  =  c-   ist    —  sofort   folgende 

Relationen  hervor: 

sin-a  +  cos-a  =  1,  tg  a  =  ,  ctg  ==  ~. — ,  ctga  =  — — 

cosa  sina       ^  tga 

Wir  werden  uns  in  Zukunft  ausschließlich  mit  den  vier  ersten  Funk- 
tionen: Sinus.  Cosinus,  Tangens  und  Cotangens  befassen. 

Obige  Difinition  der  trigonometrischen 
Funktionen  versagt,  wenn  a  >  90"  ist.  Um 
dieselben  auch  für  Winkel  zu  definieren, 
die  größer  sind  als  90°,  zeichnen  wir  einen 
Kreis  mit  einem  Radius  r  =  OA  =  OP  =  1, 
in  dem  der  Strahl  OA  als  fix,  der  Strahl 
OP  als  beweglich  gedacht  ist  (Fig.  25): 

Fig.  24. 

OC   ist   ein   auf 

OA  senkrecht 
stehenderStrahl. 
Sei  der  Winkel 
AOP,  der  auch 
größer  als  90° 
sein  darf,  gleich 
a  gesetzt ;  sei 
ferner    M     der 

Fußpunkt  der 
von   P   aus    auf 

OA     gefällten 

Normalen  ,  B 
der  Schnittpunkt 
des  verlängerten 
Strahls  OP  mit 
der  Kreistangen- 
te in  A  und  D 
der  Schnittpunkt 
desselben  mit  der 
Kreistangente  in 
C;  dann  ist: 

MP 

sin  a  = 


Fig.  25. 


cosa 


OP 
OM 
OP 


MP 

1 
OM 

1 


^MP 


=  0M 


tßf  a  = 


ctsra  = 


MP 
OM 
OM 
MP 


AB 

OA 
CD 

ÖC 


AB 

1 
CD 

1 


AB 


CD 


Hierbei  sind  die  vertikalen  Strecken  oberhalb  OA  positiv,  unterhalb 
OA  negativ,  die  horizontalen  —  rechts  von  OC  positiv,  links  von  OC 
negativ  zu  zählen.     So  ist  z.B.  für  den  Winkel  a  =  -^AOP'  sina  = 
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M'P'  positiv,  cos a  =  OM'  negativ,  tga  =  AB'  negativ  und  ctga  = 
CD'  ebenfalls  negativ.  Für  den  Winkel  a=  ^  ÄOP"  sind  sina  = 
M"F"  und  cos  a  =  OM"  negativ,  dagegen  tg  a  =  AB"  und  ctga  = 
CD"  positiv;  usw.  An  Hand  der  Fig.  24  wird  die  Richtigkeit  folgen- 
der Tabelle  einleuchten,  die  das  Vorzeichen  der  vier  trigonometrischen 
Funktionen  in  den  vier  Winkelintervallen  (0^  90«),  (90»,  180«),  (180", 
270«)  und  (270«,  H60«)  angibt. 


0«— 90« 

1  90«— 180«  180"— 270« 

1                    1 

270«- 360« 

sina 

+ 

+                 - 

— 

cosa 

+ 

— 

— 

+ 

tga 

+ 

— 

■       + 



ctga 

+ 

1 

+ 

— 

Direkt  aus  der  Fig.  25  können  auch  die  Werte  der  trigono- 
metrischen Funktionen  für  einige  Winkel  abgelesen  werden.  Es  ist 
nämlich 

füra=     .0«,     90«,   180«,   270«,   360« 
sin  a  =      0  ,  +  1  ,       0,-1,       0 
cosa-  +  1  ,        0,-1,       0  ,  +1 

Ferner  ist  tg  0«  =  tg  180«  =  ctg  90«  =  ctg  270«  -  0.  Für  a  =  90« 
und  a  =  270«  versagt  die  Definition  der  Tangens,  denn  es  sind  dann 
der  Strahl  OP  und  die  Kreistangente  in  A  zueinander  parallel  und 
schneiden  sich  nicht;  es  gibt  dann  also  keinen  Schnittpunkt  B  und 
obige  Definition  der  Tangens  kann  keine  Anwendung  finden.  Ana- 
loges gilt  für  ctg  a  für  a  =  0  und  a  =  180«.  Für  a  =  45«  ist  MP 
=  0M   also    sin  a=  cosa:    da    ferner    sin^a  +  cos^a=  1  ist,    so    ist 

sin-  45«  =  cos-  45«  =  l   und   sin   45«  =  cos  45«  =  -,,=.     Ferner  ist 

tg45«=^^?^  =  l    und   ctg  45«  =  ,   Tm,  ==  1- 
^  cos  4o"  tg  4o« 

Schließlich  sei  an  folgende  Additionstheoreme  erinnert: 

sin  (a  ±  )Ö)  =  sin  a  cos  /8  ±  cos  a  sin  ß 

cos  (a  ±  /S)  =  cos  a  cos  /9  =F  sin  a  sin  ß 


sin  a  +  sin  /S  =  2  sin 
sin  a  —  sin  ^  =2  sin 
cos  a  +  cos  jö  =  2  cos 
cos  a  —  cos  /3  =  —  2  sin 


cos 


cos 


2 

2 

a-J 

2 

a  —  ß 
2 

Dreht  sich  der  Strahl  OP  von  OA  aus  im  entgegengesetzten  Sinne 
des  Uhrzeigers,  so  wächst  a  von  0«  bis  360«;  für  a  =  360«  kommt  OP  in 
die  ursprüngliche  Lage  0^  zurück;  dreht  sich  OP  weiter  und  wächst 
a  über  360«  hinaus,  so  streicht  OP  die  früheren  Lagen  zum  zweiten 


a+ß 

2 
a-ß 

2 

a+ß 

2 

a  +  ß 
2 


cos 


■ß 


sin 
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Mal  und  die  trigonometrischen  Funktionen  liaben  für  u  =  360*^  +  / 
denselben  Wert,  wie  für  a^y  (wo  /  irgendeinen  Winkel  zwischen 
0"  und  360"  bedeutet).  Man  sagt  daher:  die  trigonometrischen  P'unk- 
tionen  sind  periodische  P^unktionen  mit  der  Periode  360'^ 
Man  überzeugt  sich  leicht,  daß  sicli  speziell  die  Werte  von  tg  u  und 
ctg  a  schon  nach  einem  halben  Umlauf  von  OP,  also  nach  180** 
wiederholen ;  es  ist  tg  (a  +  180,,  i  =  tg  a,  ctg  ('«  +  180")  =  ctg  a;  die 
Funktionen  Tangens  und  Cotangens  besitzen  eine  Periode  von  ISO*'. 
In  der  höheren  Mathematik  werden  die  Winkel  nicht  nach 
Graden,  Minuten,  Sekunden,  sondern  durchwegs  im  „Bogenmaß*' 
gemessen.  Als  Maß  eines  Winkels  u  gilt  nämlich  die  Länge  des 
Bogens,  den  dieser  Winkel  im  Einheitskreise  (Kreis  mit  dem  Kadius 
r=l)  ausschneidet.  Dem  Winkel  a=360"  entspricht  daher  im  Bogen- 
maß der  volle  Umfang  des  Einheitskreises  d.  i.  2-\:c=2  7c\  der 
Winkel  a  =  180**  ist  im  Bogenmaß  gleich  tt,  usw.  Nachstehend  eine 
kleine  Tabelle  zum  Vergleiche   der  beiden  Maßsysteme   der  AVinkel. 

Winkel  in  Graden  im  Bogenmaß 

|j;  =  ^  =  0.017453 

80*'  '^^  =    5    =  0,523599 

12  6 

45*»  ^J'  =    '"    -  0,785398 

8  4  ' 

90"  ^  "^  =  ^  =  1.570796 

4  a 

180**  ^=    71    =3,141593 

360**  =  2  7r  =6,283185 

Wir  werden  in  Zukunft  ausschließlich  das  Bogenmaß  verwenden 


Wir  wollen  noch  zum  Schluß  dieses  Kapitels  einige  Worte  über 
die  ,,Stetigkeit"   und  ,,Un Stetigkeit"   von  Funktionen  sagen.*) 

Damit  eine  Funktion  y  =  f[x)  in  einem  Intervalle  (a,  h)  stetig 
sei,  ist  es  vor  allem  notwendig,  daß  sie  dort  endlich  ist,  d.  h.  daß 
es  eine  positive  Zahl  G  derart  gibt,  daß  \f[x)\  im  ganzen  Intervalle 
ia,  h)  diese  Zahl  nicht  übersteigt.  Ferner  darf  die  Bildkurve  der 
Funktion  in  diesem  Intervalle  nirgends  ,.abreißen",  keinen  ..Sprung"* 
machen,  wie  dies  z.  B.  die  Kurve  der  Fig.  26  an  der  Stelle  x=x^  tut. 
Eine  Funktion,  die  diese  zwei  Eigenschaften  aufweist,  heißt  im  be- 
treffenden Intervalle  stetig.  Man  beachte,  daß  hiernach 
eine  Funktion,  deren  Bildkurve  einen  ..Knick''  aufweist  —  wie 
z.  B.  die  Kurve  der  Fig.  27  an  der  Stelle  x=x,,  —  auch  noch  stetig 
ist.  An  einer  „Knick-'stelle  wird  bloß  die  Ableitung  der  Funktion 
unstetig;  die  Tangente  der  Bildku-ve  überspringt  dort  beim  Passieren 
des  Knickes  den  in  der  Fig.  gezeichneten  Winkel. 


*)  Auf  diese  Fraeren  kommen  wir  noch  in  einem  besonderen  Kapitel  zurück,  in 
dem  eine  exakte  Detinition  der  „Stetii,'keif  und  Beispiele  für  unstetige  Funktionen 
gegeben  werden. 
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Unstetig  kann  eine  Funktion  entweder  dadurch  werden,  daß 
sie  an  einer  Stelle  unendlich  wird,  oder  aber,  daß  sie  zwar  endlich 
bleibt,   daß  aber  ihre  Bildkurve   an   einer  Stelle   „abreißt",  einen 


Fig.  26. 


Fig.  27. 


„Sprung"   macht.     Die  Funktion   y  =  f{x)=       wird   an  der  Stelle 

a;  =  0  unstetig,  weil  sie  dort  unendlich  wird,  und  zwar  geht  sie  ins 
positive  Unendliche,  wenn-  x  von  rechts  her  gegen  Null  konvergiert, 
ins  negative  Unendliche,  wenn  x  von  links  her  gegen  Null 
konvergiert.      Dies    wird    in    Zeichen     folgendermaßen    angedeutet: 

lim  —  =+°c,  lim    -=  — oo;   das  Zeichen   a;^0+   unter  dem  Worte 

lim  bedeutet  eben,  daß  x  von  rechts  her  gegen  Null  konvergiert, 
während  das  Zeichen  x-^0~  ausdrückt,  daß  x  von  links  her  gegen 
Null  konvergiert.  Das  Wort  „limes"  bzw.  „Grenzwert"  ist  hier  in 
einem  übertragenen  Sinne  des  Wortes  benützt,  denn  unter  „Grenz- 
wert" versteht  man  in  der  Regel  einen  endlichen  Grenzwert. 

Aehnlich  wie  die  Funktion  i{x)=      an  der  Stelle  ic=0,  verhalten 

sich  die  Funktionen  tg  a:;  und  ctg  a;  an  den  Stellen  x=-y,  und  x=-^, 
bzw.  x=0  und  x=7r*)    Fassen   wir  zunächst  tg  a;  in  der  Umgebung 

7C  7t 

der  Stelle  a;=  ^  ins  Auge.  Konvergiert  x  wachsend  gegen  ^,  so 
wächst  tg  a;  unbegrenzt  und  ist  hierbei  beständig  positiv;  nähert  sich 

7t 

dagegen  x  dem  Werte  a;=-^  abnehmend,  so  geht  tg a:;  ins  negative 
Unendliche;    es  ist   also   lim    tg  a;  = 


-oo,   lim  tga;=  +  oo,     Aehnlich 

TT— 

2 

lim     tg  a;  =  +  oc    und    lim   ctg  .r  =  +  oo^  lim 


ist     lim     tg  a;  =  —  oo, 

x->  x->  — 

■i  -i 

ctg  x=  —  oo,   lim    ctg  a;  =  +  °°,    lim    ctg  x  —  —  oo. 


*)  Es  sei  daran  erinnert,  dali  den  Winkeln  x  =  0,  90",  180°,  270''  im  BogenmaC 
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bzw.  X  =  0, 


2' 


entsprechen. 
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Die  zwei  anderen  trigonometrischen  Funktionen  sin  x  und  cos  x 
sind  überall  stetig. 

Die  ganzen  rationalen  Funktionen  sind  in  jedem  endlichen  Inter- 
valle stetig.  Die  gebrochenen  rationalen  Funktionen  sind  überall 
dort  stetig,   wo  sie  endlich  sind,   und  werden  bloß  dort  unstetig,  wo 

X  4-  1 
sie   unendlich   werden.     So   ist   z.  B.   die   Funktion    //  =  f(x)  =  ^^ 

X —  1 
an  der  Stelle  x=+l  unstetig,  weil  sie  dort  unendlich  wird,  sonst 
ist  sie  überall  stetig.  Wir  werden  noch  später  Funktionen  kennen 
lernen,  die  unstetig  werden,  ohne  dabei  unendlich  zu  werden. 

Von  den  Eigenschaften  der  stetigen  Funktionen  wollen  wir  hier 
nur  die  wichtigste  erwähnen.  P^ine  stetige  Funktion  kann  nicht  von 
positiven  zu  negativen  Werten  (oder  umgekelirt  von  negativen  zu 
positiven)  übergehen,  ohne  inzwischen  den  Wert  Null  zu  pas.sieren, 
m.  a.  W':  ist /(x)  eine  stetige  Funktion  von  x  und  ist  /(aj>0.  /(6)<0 
(oder  umgekehrt),  so  gibt  es  zwischen  a  und  b  eine  Stelle  c  derart, 
daß  f{c)  =  0  ist.'^}  Wenn  also  eine  stetige  Funktion  in 
einem  Intervalle  (ci,  b)  nirgends  verschwindet  (d.  h.  den 
Wert  Null  nirgends  annimmt),  so  hat  sie  im  ganzen  Intervalle 
{(t.  b)  dasselbe  Vorzeichen. 

Es  sei  hier  ein  für  allemal  festgesetzt,  daß  die  in  Zukunft  von 
uns  ausgesprochenen  Sätze  und  Regeln  sich  durchwegs  auf  Funktionen 
beziehen,  die  in  den  betrachteten  Intervallen  stetig  sind  und  stetige 
Ableitungen  besitzen. 


*)  Die  Umkehrung  dieses  Satzes,  daß  nämlich  f{x)  stets  an  denjenigen  Stellen  c, 
wo  /(c)  =  0  ist,  von  positiven  zu  negativen  Werten  (oder  umgekehrt)  übergehen 
müßte,  wäre  nicht  riclitig.  Es  kann  ja  die  Bildkurve  von  /(.i)  an  der  Stelle  j-  =  c 
die  X-Achse  berühren,  d.  h.  also  von  positiven  Werten  wiederum  zu  positiven  über- 
gehen (oder  von  negativen  zu  negativen),  wie  dies  z  B.  die  Funktion  (fix)  =  2x^  au 
der  Stelle  x  =  0  tut.  Allerdings  ist  dort  f{c)^0.  Ist  dagegen  an  einer  Stelle 
x  —  c,  f(c]  =  0  und  gleichzeitig  f'ic):^0,  so  schneidet  dort  die  Bildkurve  die  x-Achse, 
die  Funktion  geht  also  dort  gewiß  von  positiven  zu  negativen  Werten  über  (oder 
umgekehrt). 


I 


Y.  Differentiation  der  rationalen  und  trij^ono- 
nietrisclien  Funktionen. 

An  die  Spitze  dieses  Kapitels  seien  folgende  vier  Sätze  gestellt. 

1.  Satz.  Ist  tv  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge  w,,  u.^, 
«3,  Ui,  ...  und  V  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge  i',,  v^,  t?:^, 
i?4,  .  .  .  und  bildet  man  eine  dritte  Zahlenfolge  jr^,  ^2) '''s? 
iL\,  ...  derart,  daß  »r^  =  ?/i  +  r,,  Wo=u^  +  v.^,  n'-i  —  iH  +  v^-, 
if.^  =  <ii^^.fy^^  .  .  ,^  SO  ist  der  Grenzwert  dieser  dritten 
Zahlenfolge  iv  —  ii-\-  v. 

2.  Satz.  Ist  u  der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  u^, 
u^,  Us,  1*4,  ...  und  V  der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  v^, 
t>2,  v^,  Vi,  .  .  .  und  bildet  man  eine  dritte  Zahlenfolge  'tr\, 
^2,  Wq,  u•^,  .  .  .  derart,  daß  Wj=U{V-i,  tv,i  =  u^v^,  w^  =  u.aV.^, 
lv^  =  u^v^,   .  .  .,    SO   ist   der  Grenzwert   dieser  Zahlenfolge 

w  =  UV. 

3.  Satz.  Ist  II  der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  /«,, 
«2?  ^3»  1*4'  •  •  •  und  V  der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge 
*^i>  *-2>  *^8>  *'''4  •  •  •  ^'^f^   bildet  man   eine   dritte  Zahlenfolge 

w^,  w^,  iVi,   iVi,  .  .  .  derart,   daß    ir,  =— i,    it\2  =  -f,    «'3  =  -^, 

<'l  ^2  "{ 

Wi=^,  ...,  so  ist  der  Grenzwert  derselben  i<?=       (voraus- 

*       V3'         '  V   ^ 

gesetzt,  daß  v  4=  0). 

4.  Satz.  Sind  if^,  u,^,  u.^,  u^.  ...  und  i\,  v.2,  v.^,  v^,  ...  zwei 
Zahlenfolgen  mit  demselben  Grenzwerte  u=i^  —  a,  und 
ist  iVy,  M'2,  ^3,  'M^4  •••  eine  dritte  Zahlenfolge  derart, 
daß  Mj  <  ii\  <  v^ ,  U2  <  w.y  <  Va,  'M3  <  ir^i  <  v.^,  tt^  <  iCj  <  0^,  .  .  ., 
so   ist   auch   der  Grenzwert   dieser   dritten  Zahlenfolge 

IV  =  U  =  V  =  fl. 

Wir  haben  bis  jetzt  Zahlenfolgen  betrachtet,  deren  Glieder  im  allgemeinen  alle 
voneinaniler  verschieden  waren.  Nun  steht  uns  aber  nichts  im  Wege,  Zahlenfolgen 
zu  bilden,  deren  Glieder  alle  einander  gleich  sind,  z.  1>.  alle  gleich  n.  Eine  ,.Zahlen- 
folge"  ist  ja  nichts  anderes,  als  ein  Komplex  von  Zahlen,  die  aufeinander  in  einer 
bestimmten  gesetzmäßig  festgelegten  Ordnung  folgen.  Eine  solche  Ordnung  ist  aber 
auch  dann  vorhanden,  wenn  für  jedes  n  Un^=a  ist.  —  Es  ist  klar,  dali  man  als 
„Grenzwert"    einer  Zahlenfolge:   a,  a,  «,  «.  .  .  .  eben   diese  Zahl  a  definieren   wird. 

Lälit  man  auch  solche  Zahlenfolgen  zu,  so  ergibt  sich  beispielsweise  aus  dem 
2.  Satze  —  indem  man  Vi  =^V2  =  V3^=i\=  .  .  .  =^4=  .  .  .  =a  setzt  —  folgen- 
der Satz. 
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Ist  u  der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  u^,  u^,  «5,  «4.  .  .  .  und 
bildet  man  eine  andere  Zahlenfolge  ir,,  w^,  w^,  v\,  .  .  .  derart,  dali 
ifi  =«*/,,  tv^  =  aUi,  tr3  =  ou3,  *f4  =  rt«^,  ...  so  ist  der  Grenzwert  der- 
selben ir  =  all. 

Analog  ergibt  sich  aus  dem  4.  Satze  folgender  wichtiger  Sa<^z: 
Ist  w  der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  »,,  ii^,  u^,  Uf,  ...  und  bildet 
man  eine  andere  Zahlenfolge  u'i,  w^,  H'3,  n\.  .  .  .  derart,  dali  u<  //',<  «, 
n<n'i<ii2,  it<W3<U3,  «<*f4<?f4,  ...  so  ist   der   Grenzwert   derselben 
w  auch  gleich  u,  tv  =  u. 

Betrachten  wir  nun  eine  Funktion  y  =  f(x).  die  sich  aus  zwei 
anderen  Funktionen  /,(aj)  und  f2{x)  additiv  zusammensetzt:  f{x)  = 
f^(x)  +  f■^ix).  Um  die  Ableitung  der  Funktion  y  =  f[x)  zu  bestimmen, 
bilden  wir  zunächst  den  Differenzenquotienten: 

f(X+h)~f(x)  _  [/,  (x  +  h)+  Uix  +  h)]  -[A(XJ  +  /2(X)]  _ 

f,(x  +  h)-f,(x)  +  U(x  +  h)—f,{x)  ^  f,{x±h)—f,(x)  _j_  f^(x  +  h)-f^{x) 

h  h  h 

Der  Grenzwert  desselben  ist 

fix-\-h)—fix)_,.jf,ix  +  h)—f^{x)  ,  f^(x+h)—f^{x) 


lim 


=  lim  i/ji^±iWi(^)  +  M^+^hiAMl 

h  A->ol  Ä  ^  J 


/  (x  4-  h) /  (x) 

Lassen  wir  h  gegen  Null  konvergieren,  so  durchläuft J—~ — ^- 

f  (x  -{-  h] /  (x) 

eine    Zahlenfolge,    deren    Grenzwert   f^'ix)  ist,    und    '  !       ^^ 

eine  andere  Zahlenfolge  mit  dem  Grenzwerte  f^'{x).  daher  ist  nach 
dem  Satze  1.  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge,  die  die  Summe 
Uix  +  h)^-f,{x)_^f^^h)^-U{x)    ^^^^^^^^^^^     gi^i^l^    //(x)+/.W 

Somit  ist  fix)  =  lim  {- r \ t 

In  Worten:  Die  Ableitung  einer  Summe  zweier  Funktionen  ist  gleich 
der  Summe  der  Ableitungen  derselben.  Hiermit  haben  wir  die  erste 
Diff'erentiationsregel  gewonnen. 

I.Regel.  lst/(x)=f\{x)+Moc),  so  ist /"(i;r)=/W') +/•''(•*')' 

oder:  ^^M^)  +  f^^^)^- ^^^^-)  +  ^oc^'^^^^ 

Diese  Regel  kann  leicht  auf  eine  Summe  von  n  Funktionen  ausgedehnt 
werden,  wodurch  wir  folgenden  Zusatz  erhalten. 

Zusatz.     Ist         /{jr)  =  t\  {x)  +  A  (^O  +  /;>.  (•*')  +  •  •  •  +  /»(^O 
so  ist  r(^-)=/i'(»^)+/'2'(-'^)+/3'(-*')+  •••  +/*"'^*"^- 

oder:  ^^f/i^^)  ^t\{^)  ^f-M)  +  •  •  ■  +  /■"(•'Ol  = 

^/;w  +  X./;(-) +  ;>«(-)+  •-;>"(.'•) 

In  Worten:  Eine  Summe  von  Funktionen  wird  diffe- 
rentiiert,  indem  man  die  Summanden  d  iff  eren  t  i  iert 
und  die  Differentialquotienten  addiert. 
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Sei   nun    eine   Funktion  y  =  f{x)   als    Produkt    zweier    anderer 
Funktionen  dargestellt:  f{x)  =  f^{x)-f^{x).    Ihr  Ditferenzenquotient  ist 
fix +  h)- fix)  _  /^x  +  h)f.Sx  +  h)  -f^ix)f,ix) 
h  h 

Subtrahieren    und    addieren   wir   gleichzeitig  zum  Zähler  das  Glied 
f^{x)fo{x-\-h),  so  wird  weiter: 

f{x-\-h)-f{x)_ 

h 

_    hjx  +  h)f,,(x  +  h)—f,(x)f^ix  -\-h)+  f^{x)f,(x  +  h)-f,{x)f,(x)    _ 

~  h  ~ 

_  [f,ix  +  h)  -  f,ix)]f,ix  +  h)  +  f,(x)  [f,{x  +  h)-f,{x)]  _ 

~  h  ~ 

=  A(^  +  ^)-U^^).f,^ix  +  A)  +  /.(^)^^^^  +  ^) -/2(^). 

Nun  lassen  wir  h  gegen  Null  konvergieren,  so  ist  nach  Sats  1: 

=  Ita  |M^±^^--iiMT/.^(^  +  ;,)}  +  lim  [/.(^).Mi±^-AMj 
und  nach  Satz  2: 
lim  f-i^'^+^i-Aii^^.Af^  +4=  lim  '-^+4^-^'i="^).lim  Ux  +  h)  = 

lim  |/i  (x) .  '^^ ^ ^^wi  _  ^^  ^^^  .^j^^  ''^    ^   ^ '-^^  =  f,(x)  -f^'ix) 

daher  f{x)  =  lim  /(^+^)-/(^)  =  /^'(^)./^(x)  +  f,ix).f,'{x). 

Hiermit  haben  wir  eine  zweite  Ditferentiationsregel   gewonnen 
2.  Regel.    Ist 
/{oc)=/]{or)./,{x),  so   ist  /"(^)=/V(.^')-/2(^')+/'i(^^)'/;'('^), 

oder:    ~  [Man)  ' r2{3r)]  =Moß)-^/\{x)  +/'i(^)-^  /U^)- 

Wir  wissen  bereits,   daß   die  Ableitung  einer  Konstanten  gleich 

Null  ist:    -j    c  =  0.    Setzen  wir  f^ix)^(p{x)  und  f^{x)  =  c,  also  f{x)=^ 

c-(p{x\  so  ist  nach  letzterer  Regel:  f'{x)  =  fp'(x)-c  +  (f{x)--,-c  =  c-(p'{x), 

woraus  folgender  Zusatz  resultiert: 

1.  Zusatz.  Ist  f{x)  ^  e  ■  fp{x),  wo  c  eine  Konstante 
bedeutet,  so  i^i  f'{x)  ^  c  -  (p'(x), 

o<Jer:  ~  [c  .  cp{x)^  ==  ^  '  ^  '^(^)- 

Sei  nun  fix)  =  f^ix)■f^{x)^f^{x)  und  setzen  wir /i(x)./2(a;)  =  g'(a;), 
so  ist  fix)  =  gix)f.^{x),  daher  —  nach  Regel  2  —  fix)  =  q\x)-f.^{x)  + 
g(x)-f.i'ix),  andererseits  ist  aber  —  nach  derselben  Regel  —  g{x)  = 
fi{x)-h{^)+fi(x)-f-i'ix),  daher 

f{x)  =  f:{x).f^ix).f^ix)-^f,ix).f^'{x).f^{x)  +  f^ix).f^ix).f^'ix). 
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Eine  übersichtlichere  Gestalt  nimmt  diese  Formel  an,  wenn  wir  beide 
Seiten  derselben  durch  Hx)  =  f^{x).f^{x)-f^{x)  dividieren.  Es  wird 
dann  nämlich: 

f'{x)_h'{x)      f,'{x)      U'(x) 

fix)      Ux)^Ux}'^  f,{x)' 

Diese  Formel  kann  leicht  anf  ein  Produkt  von  n  Funktionen  aus- 
gedehnt werden,  woraus  folgender  Zusatz  zur  2.  Regel  resultiert. 

2.  Zusatz. 

I s  t  fix)  =  t\  (.r) ./; (^0  ./•  (.r )  .  .  .  t'Ax), 

Ode.    n.»=/-(.)(^g+art;g-^---+fg 

Setzen  wir  /,  (x)  =  f^{x)  =-  /.,(«)  = .  .  .  =  f„{x)  =  fp{x),  so  ist  fix)  = 

[<p(x)f  und  nach  Zusatz  2.  4^=^^+  'SP^^  +  ^^  +  .  .+ 
•-^      -■  fix)  (fix)   ^   (p(x)   ^   (fix)   ^         ^ 

(p'ix)  (f'ix)  (f>'ix)     ,     .  W'(X)       ,    ,   ,-, 

+ -^-f-f  =  w  •  ^-f--,    also   fix}  =  n.^'~—-fix)  =  n.    ^i-.\a(x)]"  = 

cp{x)  cpix)  -  (pix)    '^  '  fp{x)      ^^^  '^ 

=  w.[f/)(x)]"-i.f/)'(a;).    Daraus  resultiert: 

3.  Zusatz.  Ist  f\x)  =  [fp{x)] ",  woii-eine  ganze  positive 
Zahl  bedeutet,  so  ist /'{x)  =  ii[cp{x)]"-^(p'{x),  oder: 

-^{[(pioc)]"]  =  H.[fp(x)]"^^ff'{x). 

Beispiel.  Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  berechnet  ,    ix'-  -j-  3a;4-2)  = 

2x4-3.  Ist  fix)  =  ix^ -{- 3x  + 2)^,  so  folgt  aus  letzterem  Zusätze: 
fix)  =  b-ix-  +  'dx+  2)^. (2a;  +  3). 

Wir   wissen  bereits,   daß    ,    (6a:  +  c)  =  6  ist;  ist  speziell  6=1. 

c  =  0,  also  y  =  fix)  =  x,  so  ist  f'ix)  =  1.  Setzen  wir  nun  in  der 
Formel 

-^  [fpi^)]"  =  n .  (Pix)"  - ' .  cp'ix) 

fp(x)=x,  so  resultiert:    ,    x"=  n-x"-^-l  =  nx"-\ 

'     ^         '  dx 

4.  Zusatz.  Ist  /'{x)  =  x",  wo  w  e i n e  ganze  p 0 s i t i  v e  Z a  h  1 
bedeutet,  so  \st  /''{x)  =  n'X"-\  oder: 

—z — X"  =  n-x"^K 
dx 

Z.  B.   ist  ^x'  =  l.x--^  =  7x'^,  f  x"'=10-a;»,  usw. 
dx  dx 

Die  bisherigen  zwei  Ditterentiationsregeln  samt  Zusätzen  ge- 
statten uns  bereits  jede  beliebige  ganze  rationale  Funktion 
zu  diiferentiieren.    In  der  Tat.  ist 

/{or)  =  a„x"  +  cin-vx"-^  +  .  .  .  +  a^x''  +  a^x-  +  f/,.r  +  a„ 
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SO  ist  nach  der  ersten  Regel 

-i  «^) = ^  «•"^"'  +  L  (<''-^"^') + ■  •  •  +  i  ("^^'^ + 

ferner  nacli  dem  1.  Zusatz  zur  2.  Regel: 

•  /J  /J  /1 

und   schließlich   —   laut   Zusatz   4.   zur   2.   Regel   und   laut    Formel 
dx 

+  Sr/gX-  +  2rf2i/'  +  «1- 

Ist  z.  B.  /(x)  =  a;«  +  2x^  +  3a;*  +  4a;=*  +  Sa;^  +  2a;  +  1 
so  ist  /'(a;)  =  6-a;«-i  +  2.5-a;'--i  +  3.4.a;*-i  +  3.2.x'-^-i  +  2 

=  (3X^  -h  10a;*  +  12a;^  +  6a;  +  2. 


Uebunsren. 


1.  Uebung.  Die  Funktion  f{x]  =  1  +  2a;  +  Sa;^  +  4a;^  ist  zu 
dilFerentiieren.  — 

Lösung.    f'{x)  =  0  +  2  +  3 . 2 .  a;  +  4 . 3 .  a;2  =  2  +  6x  +  12a;l 

2.  Uebung.  f{x)  =  (2 -\- '6x)  (3  + 5a;'):  f'(x)  =  ?.  —  Lösung.  Ent- 
weder multipliziert  man  aus  und  dift'erentiiert : 

f(x)  =  6  +  9x  +  10a;2  +  15a;«,  fix)  =  9  +  20a;  +  45a;2, 

oder  man  wendet  die  Produktenregel  (Regel  2)  an,  indem  man 
2  +  3a;  =  /^(a;]  und  3  +  5a;-  =  fjx)  setzt.  Ks  ist  dann  f^Xx)  =  3, 
y2'ia;)  =  10a;  und  /'(a;)  = /,'(a;)  ."^(a;)  + /i(a;)  •  ^'(a;)  =  3  •  (3  +  5a;2) + 
+  (2  +  3a;).  10a;  =  9  +  15a;-  +  20a;  +  30a;2  =  9  +  20a;  +  45a;2. 

3.  Uebung.  f{x)  =  (1  +  4x  +  4a;2  +  x^f;  f'(x)  =  ?.  —  Lösung.  Man 
setze  1  +  4a;  +  Ax'^  +  x''  =  fp{x)  und  wende  Zusatz  3.  zur  Regel  2. 
an.     Es  ist  dann  (f'(x)  =  4  +  8a:  +  8a;-  und 

fix)  =  6 .  (1  +  4a;  +  4a;'^  +  x'f  •  (4  +  8a;  +  3a;2). 

4.  Uebung.  p]s  sei  /(a;)  =  (a  +  a;)".  wo  a  eine  Konstante  und  n 
eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet.  Erhebt  man  das  Binom  a-{-  x  zur 
w-ten  Potenz,  so  erhält  man  eine  ganze  rationale  P'unktion  w-ten 
Grades 

fix)  =  a„  +  üjX  +  a.,x-  +  a^x'^  +  .  .  .  +  a„_,a;"-'  +  a„x", 
deren  Koeffizienten  a„.  «j,  a^,  a^,  .  .  .  a„_,,  a„  wir  berechnen  wollen. 
Hierzu  setzen  wir  die  Identität  (d.  i.  Gleichung,  die  für  jeden  Wert 
von  X  richtig  sein  soll)  an: 
«(a  +  a;)"  =  a^  +  a,x  +  a^x^  +  a.^^x'^  +  .  .  .  +  a„_,a;"-^  +  a„x"     ...  (1) 
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Da  diese  Gleichung  für  jeden  Wert  von  x  richtig  sein  soll,  so  muß 
sie  auch  für  a;  =  0  richtig  sein.  Setzt  man  aber  in  ihr  x  =  0,  so 
resultiert :  a"  =  a„.  oder 

a„  =  a". 

Nun  ditferentiieren  wir  beide  Seiten  der  Identität  (1)  und  erhalten 
wiederum  eine  Identität*): 

n{a  -\-  x)"-'^  =  l-«!  +  2-a^x  +  '6-a,^x'-  +  .  .  .  +  (n — l)-a,._,x"  -  + 

+  M-a„x"-'  ...  (2) 

Setzen  wir  in  derselben  wiederum  a;  =  0,  so  resultiert : 

n-a"-'^  =  1  -a,.     oder 
*^ 

Die  Identität  (2)  ditferentiieren  wir  ebenfalls,  und  erhalten: 

w(w— 1)  (a  +  X)"--=  1 -2-02 +  2-3.032+.  .  .  + 
+  (n  — 2)-(w  — l)-a„_ia;"--^  +  (w— l).w-a„a;"— -         ...  (3) 

Für  x  =  0  ergibt  sich:  n{n —  l)-a''~'' =  1-2 -a^.  oder 

w-(w— 1) 

Nochmalige  Dilferentiation  liefert: 

n(n  —  1)  (w  —  2)  (a  +  x)"-^  =l-2-3-a3  +  ...+ 
+  (w  —  3 )  (w  —  2)  (n  —  l)a„_ix"-*  +  (w  —  2j  (w  —  l)wa„x"-3     .  .  .  (4) 

und  —  für  x  =  0  —  n{n — 1)  (w  —  2)-a"-3  =  1  •2-3-a3  oder: 

wn —  1)  (w — 2) 

Die  Ä;-te  Dilferentiation  liefert : 

n{n—l]  (w  — 2)  .  .  .  (w— (Ä;— l))-(a  +  x)"-*  =  1-2-3  .  .  .  {k  —  l)-'k-at  + 

+  .  .  .  +   {n  —[k  —  1  )j •    ...  (w  —  2)  (w  —  1)  na„x"-'-' 
und  —  für  X  =  0  — 

w!w — 1)  (w  — 2)  ...  (w  — Ä;  +  l).a"''  =  1.2-3  ...  (k—l'j-k-at,     oder: 
n(n  —  l)(n  —  2)...(n  —  k  +  l) 

""'= 1-2-3. ..l- -^     • 

Setzt  man  in  die  Gleicliung: 

(a  +  X)"  ==  a^  +  «1 X  +  a.^x-  +  .  .  .  +  a„_xX'*-^  +  a„x" 

füi'  a^,.  ttjj.  a.,,  flg.  .  .  .  ctx.  . . .  a„  die  eben  berechneten  Werte  ein,  so  er- 
halten wir: 

n         ,        ,    n{n  —  1)         .,     .,  , 

[a-]-  xf^a"  -r    y-a"   '-x+  -^      •a'—--x--\- 

+  ri(w — \)(n—2)         ,     .,                  n\n — 1 )  .  .  .  iw  —  ^' +  1)  ,     ,.    , 

-   -'-x-^ +  ...  +  — ;— T T -a"-^-x^  + 


1-2-3  -*-   -1--..^.  l.2...jfe 

n(w  -  1)  .  .  .  (w  —  w  +  2)  win— n...2.1     ^, 

"^■••^  1-2...  (n—1)  ■    ■  "^  1  .2  .  ..in  — D-n 


*)  Sind  zwei  Funktionen  fi{x).  t\{s)  (hier  die  beiden  Seiten  der  hieutilai  y\f  . 
für  jeden  Wert  von  x  einander  gleich:  t\^x)  =  t\{x),  so  fallen  ihre  Bildkurveu  zu- 
sammen und  daher  stimmen  auch  die  Ableitungen  dieser  Funktionen  für  jeden  Wert 
von  X  überein:  /'i'(,J^)  = /VW- 

Sali)Pter.  Mathematik.    2.  Aufl.  "" 
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oder   —  wenn   wir   der  Kürze    halber    die    Schreibweise   einführen : 

^,,_l)(n_2^..(^n-^+^^|nj  ^^•^^.  ^^^  ^^er  it")  - 

(a  +  Qc)"  =  a»  +  ('j' )««-'  •  X  +  (!2)«""' '  ^'  +  (3 )«"-=' •.'*^'  +  •  •  .  + 

Dies  ist  der  „binomische  Lehrsatz"  für  ganzes  positives  n. 
Bemerkenswert  ist  noch  die  Beziehung: 

a,so..B.(«)  =  („«^),(»)  =  („«2),(»)  =  („!'3)«sw. 

Um  sie  zu  beweisen,  erinnern  wir  zunächst  an  die  Bezeichnung 
1  •2-3... Ä;=Ä;!  (lies:  „kFaktorielle");  es  ist  also  z.  B.  6!  =  1.2 -3- 4- 5-6. 
Nun  ist: 

In]  __  n.{n  —  l)-{n  —  2)  .  .  .  {n  —  k-\-2)-{n  —  k  +  \)  ^ 
\kl~  '    1.2.3...(Ä;  — 1).Ä;  ~ 

_w^(w— l).(w  — 2)...  in  —  k-]-2)-{n—k+V)_ 

~  kl  ~ 

_  n(n—l)  (n-2)  .  .  .  (n—k-\-2)  (n-k^l)-(n—k)  (n-k^l)  .  .  .  3-2-1  _ 

~  "  k\(n-k)(n-k-l)...3-2-i~ 

n\ 


kl  {n-k)l 
Andererseits  ist  j    **,j  ebenfalls  gleich 

n{n—l)...in  —  {n  —  k))  +  l)      n(n—l)  (w  — 2)  ...(*  + 1) 


\n — kl 


1-2... (n  —  k)  in—k)\ 

n(n—l)(n  —  2).  .  .  (k  +  l).k-ik—l)  . .  .  3.2.1  n\ 


in  —  k)lk'(k  —  l)  .  ..  3.2.1       {n  —  k)lk\ 
Hiermit  ist  die  Relation  (f)=(    ^  1]  bewiesen. 

Setzt  man  x=h,  so  nimmt  der  binomische  Lehrsatz  die  ans  den 
Elementen  der  Mathematik  bekannte  Form  an: 

{a  +  b)"  =  a"  +  (*^*)a"-'  b+Mn"  ^b''^  t^\a"-W'  +  . .  .  + 
Beispielsweise  ist 
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Es  sei  nun  eine  Fiinittion  f{x)  als  Quotient  zweier  anderer  Funk- 

/  (x) 
tionen  f^{x)  und  f^{x)  dargestellt:  f{x)  =  ^L     ^jr  stellen  uns  die 

Aufgabe   die  Ableitung  der.^elben  f'(x)  durch  /i(a;),  f.^{x)  und  deren 

Ableitungen    //(x),    f^'(x)    auszudrücken.      Aus    fix)  =  ^/^       folgt 

/i(x)  =  /(x)-/i,(x)  und  nach  Regel  2.  ist 

/,'(xj  =  /'(a;j./2(x)  +  /(a:)./2'(a;) 

daher  /^(.)  =  M^)zzM:M^  . 

Multiplizieren  wir  Zähler  und  Nenner  des  letzteren  Bruches  mit 
/2(x)  und  beachten,  daß  f{x)-f^{x)  =  f^{x)  ist,  so  erhalten  wir 

Hiermit  haben  wir  eine  Regel  für  die  Dilferentiation  eines  Quo- 
tienten von  Funktionen  gewonnen. 

S.Regel.    Ist/(öc)  =  {.\^*^|,  so  ist 

Die  Quotientenregel  setzt  uns  in  den  Stand,  jede  gebrocliene 
rationale  Funktion  zu  ditferentiieren.    Es  ist  ja  jede  gebrochene 

rationale   Funktion  f{x)  =    ' ^  '     wo  /^(x)   und  /«(x)  ganze  rationale 

Funktionen  sind;  da  wir  nun  einerseits  die  Ableitungen  ganzer 
rationaler  Funktionen  bereits  berechnen  gelernt  haben,  andereiseits 
aber  die  Quotientenregel  die  Ableitung  von  f{x}  durch  fi{x),  f.,{x) 
und  /i'(x),  f^'ix)  auszudrücken  gestattet,  so  können  wir  die  Ableitung 
jeder  gebrochenen  rationalen  Funktion  bestimmen. 

Sei   speziell  f(x)  —  ,    ,    ,  .   wo  m   eine  ganze   positive  Zahl    i^t. 

[(fix)]"'  ^ 

Setzen  wir  1  = /^(a;),  [(f[x)]"' =  f.Ax\  so  ist  //(x)  =  0.  f^Xx)  = 
m-[fp{x)]"'-^-fp'{x)  (nach  Zusatz  2  zur  Regel  2)  und 


Iffix)]'"-'        ,    ,  (p'{x) 


m-fl 
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Bekanntlich    schreibt    man    auch    [(p(x)]-"'   anstatt    (y^^,,«  ;  letztere 
Formel  kann  daher  auch  geschrieben  werden: 

[cp{x)]-"'-=  —.m-[cp{x)]-"'-^-cp\x) 
(too 

oder  —  wenn  man  n  =  —  m  setzt  — 

-^[cp{x)]"  =  n.[cp{x)]"-^.^X^).  I 

Da  nun  m  als  eine  positive  ganze  Zahl  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  n 

eine   negative   ganze  Zahl.     Wir  finden  somit  diese  Formel,  die  wir 

bloß    für    ein    positives   ganzes   n   bewiesen    haben,*)    auch  für    ein 
negatives  ganzes  n  gültig.  M 

I.Zusatz.  Die  Formel  j  [fpior)Y  =  n  •  [cp{i)(')Y-^  ■  (f'{x) 
gilt  auch  für  ein  negatives  ganzes  n. 

Setzt  man  rp(x)=x,  so  findet  man  auch  die  Formel  ,  x"  =  n-x"-^ 
für  negatives  n  gültig. 

2.  Zusatz.  Die  Formel  -- öc"  =  n •  ac"-^  gilt  auch  für 
ein  negatives  ganzes  n. 


dx\ 


So   ist  z.  B 
i 

.  usw 


/.(i')=s(-^)=-^--'-'=-'-=-.> 


liU-'o 


a;!"/  X- 


Uebungen. 


5.  Uebung.   f(x)  =  — —  ;  f'(x)  =  ?  —  Lösung.    Setzen  wir  1  —  x  = 

X  "T"  X 

/  ix) 
/jix).  1  -{- X  =  f.Jx),  so  ist  f{x)  =^  ~~   und  —  nach   der   Quotienteii- 

,  „.1         ,,,^,_f,ix)-fAx)-f,ix)-%_'ix)__{l-{-x)(-l)-a-x){  +  i)_ 
regel  -  /  [x)  -  -^^  -      ^^  ^  ^^,  - 

_  —  1  —  x—1  +  x 2 

2x 

6.  Uebung.   f\x)=  ^—-~-  -,;  /(x)  =  ?  —  Lösung.     Wird  2x  =  fJx), 

1  +  OX' 

l  -\-  3x^  =f^{x)    gesetzt,    so    ist    fi'(x)  =  2,    f^'{x)  =  (5x    und    f'(x) 
_  i^'\-'^x-)-2  —  2x'6x  _       1  —  3x- 


I 


I 


*)   Im  Beweise   hatte   nämlich   das  n  die  Bedeutung  der  Anzahl  der  Faktoren 
eines  Produktes,  war  als^o  eine  wesentlich  positive  ganze  Zahl. 
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7.  üebung.  f(x)=  ,    ,-^;  f'(x)  =  ?   Lösung.   Wird  a-\-hx^=(p(x) 

gesetzt,  so  ist /(a;)=[f/)(cc)]-^  fp'{x)=2hx  und  f'{x)=  —  '^.\(f{x)\-* 'fp'{x)= 
=  —'i{a  +  hx'-)-'.2hx=  ^^^ 


(a  +  bx'Y 
x  —  \2 
—  5x  +  ö 

ix-  —  hx  +  6)  .  5  —  (5a;  —  12)  (2x  —  5) 


aUebung.     /(.)=    ,.?^5^;/'(a:)  =  V- 


Lösung.       /'(x)=  (x-^-öx  +  ö)^ 

—  5x-^  +  24a;  —  80 


(a;2  —  5a;  +  6)"      ' 

9.  Uebung.  Reagieren  zwei  Stoife  A^  B  miteinander  und  ergeben 
als  Reaktionsprodukt  den  Stoff  C,  u.  zw.  so.  daß  die  Stoffe  A,  B  mit 
je  einer  Molekel  an  der  Reaktion  teilnehmen,  in  Zeichen:  A-{-B»--C. 
sind  ferner  zu  Beginn  der  Reaktion  von  den  Stoffen  A,  B  chemisch 
äquivalente  Mengen  a  vorhanden  und  benennen  wir  mit  x  die  Menge  des 
entstehenden  Reaktionsproduktes  C.  so  ist  x  eine  Funktion  der  Zeit  t 
(t  die   unabhängige,  x  die   abhängige  Variable),   u.  zw.  ist  x  =  f{t)  = 

=  -r— ; — ,-.  wo  Tc  eine  Konstante   bedeutet.     Wie  groß   ist  die  Ge- 
1  +  akt 

schwindigkeit  dieser  Reaktion  zu  verschiedenen  Zeiten? 

Die  Reaktionsgeschwindigkeit  wird  als  die  Ableitung 
der   Funktion  t{t)   definiert  —   vgl.   Kap.  III.     Sie   ist   also  gleich 

d,x       i,(i\  _  0-  +  oM)-a^'k  —  a'^Jct-ak  _       a'-k 


dt        '  "  (1  +  aUf  (l+aA;t)- 

Zur  Zeit  ^  =  0  ist  sie  beispielsweise  gleich  /'(O)  =  a"k.  Mit  wachsender 
Zeit  t  nimmt  die  Reaktionsgeschwindigkeit  ab.  Wir  woUen  etwa 
berechnen,  zu  welcher  Zeit  sie  auf  ein  Viertel  des  Anfangswertes 
gesunken  ist.     Hierzu  lösen  wir  die  Gleichung: 

a'-k  _         a'^k 

T    ""    (1  +  aktf 

nach  t  auf  und  erhalten:  i  =  ^tt-t^^t:^ ■  4  =  (1  +  akt)'-.  2  =  1  +  akt. 

^       (1  +  akt)- 

akt^l,    folglich   t=     ,.     Nach  einer  doppelten  Zeit  t=         ist  die 

Reaktionsgeschwindigkeit    auf   ein    Neuntel    des    Anfangswertes    ge- 
,.  ,     ,  /   2  \                a%  a^k        a^k     ^,  .  , 

sunken;  es  ist  namlich  /'  -i^   = zi—^>=    o..   =   -n~-  ^"'leicli 

Null  wird  die  Reaktionsgeschwindigkeit  nie,  denn  wie  groß  auch  t  sein 

a'% 
mag,   es   ist  stets  ,-2   größer  als  Null:  allerdings  nähert  sich 

a'^k 
der  Ausdruck      ,        ,  ,.,     mit    wachsendem   t    sehr    stark    der    iSull 

{1 -{- akt)- 

a^k 

und  es  ist  lim ,-  ,   =  0.    Die  Reaktion  kommt  alsio  theoretisch 

,^00  (1  -^akt)- 
nie   (bzw.  nach  .,unendli('h  langer  Zeit")   zum   Stillstande;   praktisch 
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tritt   dies   natürlich   bereits   nach  einer  endlichen  Zeit  ein,   weil  die 

chemisch-anal^'tischen  Mittel  den  Umsatz  sehr  kleiner  Mengen  nicht 

mehr  nachzuweisen  gestattet.  Daß  die  Reaktion  erst  nach  „unendlicher 

langer  Zeit"   (d.  h.   eben   nie)   zum  Stillstande  kommt,   ist  auch  aus 

a^kt 
der   primitiven  Funktion  x  =  f[t)—  .-p    ,.  ersichtlich ;  es  ist  nämlich 

(X  '~ht  (i  '^1c 

lim  f(t)  =  lim   .    ,     7,    =  ühi    1,    ,     7.    = «,  d.  h.  erst  nach  „unendlich 

langer  Zeit"'  haben  sich  die  ursprünglich  vorhandenen  Mengen  a  von 

A,  B  vollständig  in  C  umgewandelt. 

Der  Anschauliclikeit  halber  wollen  wir  die   (primitive)  Funktion 

a'Jct 
X  =  /(<)  =  ^   ^     j^   für  spezielle  Werte  von  a  und  k{z.B.a  =  2,  k  =  1) 


l-\-aki 

zeichnen.     Hierzu  berechnen   wir  einige  Werte  von  f{t)  = 
4 


4t 


1+2«' 


m 


-r^,  und  a{t)'- 


1 


und  zwar 
1,  2, 


1, 

1., 
450, 


4 
4 

TT' 

23"57', 


s 

"5? 

4 

"5F> 


3, 

1 2 

7  r 


für     t  =  0, 

m  =  0, 

m  =  4, 

a{t)  =  76", 

Man  zeichne  die  erhaltenen  Punkte  und  Tangenten  und  beachte  noch, 
daß  lim  f(t)  =  1  und  lim  f'{t)  =  0  ist  (d.  h.  also,   daß   sich   die  Kurve 


Fig.  28. 


Fig.  29. 


„asymptotisch"**)  der  Geraden  x  =  2  nähert);  die  resultierende 
Kurve  ist  in  Fig.  28  dargestellt. 


I 


*)  Unter  a  (t)  wollen  wir  nämlich  —  wie  gewöliulich  —  diejenige  Funktion 
von  t  verstehen,  die  angibt,  welchen  Winkel  mit  der  Abszissenachse  die  Tangente 
an  die  Kurve  in  einem  Punkte  P  einschließt,  dessen  Abszisse  gleich  t  ist.  Es  ent- 
spricht also  z.  B.  der  Winkel  a  (5)  dem  Punkte  F,  dessen  Abszisse  t  =  b  ist. 

**)  „Eine  Kurve  nähert  sich  einer  Geraden  asymptotisch"  heißt  soviel,  dafi 
ein  Kurvenpunkt  P  einen  um  so  kleineren  Abstand  von  der  Geraden  hat,  je  größer 
seine  Abszisse  ist.  Faßt  man  den  Abstand  d  eines  Kurvenpunktes  von  der  fraglichen 
Geraden  als  Funktion  der  Al)szisse  x  auf  und  ist  lim  (l{x}  =  0,    so   nennt   man  eben 

j-  ^  00 
die    Gerade    eine    „Asymptote"    der   Kurve.     Man  sagt  auch:   die   Asymptote 
berühre  die  Kurve  ,,im   Unendlichen". 
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Wir  gehen  nun  daran,  die  Ableitungen  der  trigonometri- 
schen Funktionen  zu  berechnen,  und  beginnen  mit  der  Funktion 
y  =  f[x)  =  sin  X. 

Bevor  wir  die  Ableitung  von  sin  x  allgemein  berechnen,  wollen 
wir  dies  zunächst  für  die  Stelle  x  =  0  tun.  Hierzu  bilden  wir  zu- 
nächst den   Differenzenquotienten   für  diese  Stelle:   ''    "^     ~/(^)^ 

h 
sin  (0  +  Ä)  —  sin  0       sin  ä 
= ^  = — r—  und  lassen  in  demselben  h  gegen  Null 

konvergieren.    Um  den  Grenzwert  lim — r:^  zu    berechnen,   zeichnen 

wir  einen  Einheitskreis  mit  einem  fixen  Strahl  OA  und  einem  be- 
weglichen OP;  der  im  Bogenmaß  gemessene  Winkel  AOP,  d.  h.  die 
Länge  des  Bogens  AP  sei  gleich  h.  Dann  ist  MP  =  sinÄ.  AP  =  h, 
AB  =  ig h  (Fig.  29).  Setzt  man  voraus,  daß  h  positiv  ist,  so  sieht 
man,  daß 

MP<AP<AB 

oder  sin  h  <    h    <tgh. 

Dividieren  wir  diese  Ungleichungen  durch  sin  h  und  berücksichtigen 

daßtgÄ  = J-.  folglich     .^  ,  =        ,,  so  erhalten  wir 

^         cos  Ä         "         sin  h      cos  Ä ' 

h  1 

sin  h       cos  h 

-.     *,  ^       sin  Ä  , 

oder  )  1  >  — i     >  cos  h. 

n 

Konvergiert  h  gegen   Null,  so   konvergiert  cos  h  gegen  1  **) ;  — -, 

ist  somit  zwischen  1  und  einer  Größe  eingeschlossen,  die  mit  ab- 
nehmenden h  ebenfalls  gegen  1  konvergiert :  daher  ist  —  nach  dem  Satze  4. 

am  Eingange  dieses  Kapitels  —  der  Grenzwert  von  ,—  für  ein 
positives,  gegen  Null  konvergierendes/?  auch  1.  lim  — v     =1.  Aehu- 

A^.o4-        fl 

lieh  wird  bewiesen,  daß  lim       , —  =  1  ist. 

t:.    •  .     ,      ur..      ,-^f{0  +  h)  —  m      ,.     sin  A 

Es  ist  also  /'(l)  =  lim'^  — -^    ~    ^  =  lim    -,      =  1.      Um    nun 

h-^O  "■  A->0        ^ 

die  Ableitung  von  sin  x  allgemein  zu  berechnen,  bilden  wir  allgemein 

,      Tw-Ä-                   *•     *      fix  +  h)  —  f(x)     sin  (a;  +  Ä)  —  sin  a;       ,„ 
den  Difterenzenquotienten j^ = ^^ r^ und  for- 

men  ihn  vermöge  der  Beziehung  sin  a       sin  ß  =  2  sin         -  cos  -  -^ 
folgendermaßen  um.     Es  ist 


*)  Ist  a  >  6,  so  ist        <  ,  ;  z.  li.  ist  5  >  4  und   ![  <  ^ . 

**)  Es  ist  ja  cos  0  =  1  und  cos  h  eine  stetige  Funktion  von  h :  es  strebt  daher 
cos  h  gegen  1.  wenn  h  gegen  Null  konvergiert. 
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.     ,         ,,          .             ^^    .     x  +  h  —  X           x-{-h-\-  X 
Sin  {x-{-h)  —  sin  x  =  2  sin ^ •  cos ^ 


=  2  sm^  .  coslcc+^g-l 
und  somit 

f(x  +  h)  —  fix)  _  sin  (x-\-h)—  sin  x 
h  h 

.     h 


2  sin  ^. cos |a;+-^| 
h 


^'"2         /    ^  h 


daher  —  nach  Satz  2  — 

sin  (x  -\-h)  —  sin  x 


lim 

A-S-O 


.     h 
sin  _ 


h 


lim     -y — lim  cos(a;+ -^i. 


Ä 


sm  „  , 

Nun  ist  lim — t —  =1*)  und  lim  cos  (»4-    .  1=  cos  x,  daher 


d     .  ,.     sin(a;  +  Ä)  —  sin  a? 

,    sin  a;=lim ^^ j^ =  cos  x. 

dX  ;,_>()  ^ 

Ebenso  einfach  gestaltet  sich  die  Berechnunf>-  der  Ableitung  von 
f(x)  =  cos  X.    Mit  Benutzung-  der  Formel 

cos  a  —  cos  /?  =  —  2  sin  '^  sin         ^ 

ergibt  sich: 

.   x-{-}i-\-x     .    X -{- h — X 

f(x  +  h)  —  f(x)     cos  [x  +  h)  —  cos  a;  _  2        '  2         _ 


h 


h 


h\     .    h 
sm^ 


^^^M^  +  t) 2         .  /  ^M 


und  daher 

.     k 

d                 ,.     cos(x  +  Ä) — cos  a;  ,.       ■    {     ,    h\    ,.     '^*"  o 

j-   cos  cc  =  lim ~ =  —  hm  sin  a?  +  ^  I  •  hm      - 


2 


=  —  sin  X  •  1  =  —  sin  x. 


*)  Konvfrgiert  h  gegen  Nnll,  so  konvergiert  auch  'V2  g^S^ii  Null.      Setzt  man 
.     h  h 

,   .         /t                     .    ,           2        sm  2        ,    ,.       sin  2        ,.      sin  z 
daher    „  =  2,  so  wird     tt  -   = nnd  hm    -r^    =  hm  ""*     —  1 
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Um   die  Ableitung  von  tg  x  und  ctg  x  zu   berechnen,   beachten 

-   „  ,  sin  a;     ,  cos  a;       ,        ^,  ,  ,    ,     .  v      • 

wir,  daß  tg  cc  =  ,  ctg  rc  =    .       und  verfahren  nach  der  Quotienten- 

COS  3/  Sin  2/ 

regel  (Regel  3). 
Es  ist  dann 

d     .  .  d 

,  j      .  cos  X  •   ,    sm  X  —  sm  05  •  -,  -  cos  x 

rf  _    rf    sin  aj  _  dx  dx  _ 

dx  dx  cos  X  cos ^05  ~ 

_  cos  x  •  cos  X  —  sin  x  •  ( —  sin  x)  _  cos-  x  -\-  sin  -  s  _      1 

cos^a;  cos"^x  cos""*  a; 

Aehnlich  ist 

d  d     . 

,  ,  sin  X  •  -w—  cos  X  —  cos  x  •  ^—  sm  x 

d     ,  d    cos  X  dx  dx 

cXgx 


dx  dx  sin  x  sin^  a; 

sin  x  ■  ( —  sin  x)  —  cos  x  ■  cos  x  _  —  sin'^  x  —  cos  -x  _ 
~  srn^x  sin-  x  ~~ 

_      sin-  X  +  cos^  X  _  1 

sin^  X  sin^  x 

Um  die  gewonneneu  Formeln  zusammenzustellen,  so  ist: 

d      .  d    .  1 

-^—  sm  '.r  =  CO»  'X  ,    tg ac  = 7. — 

dx  dx  cos-.'JT 

d  d      ^  1 

^—  c 0 s  ar.  =  —  s  1  n  .#*  -j—  ctgx  =  —    .    .,     • 

dx  dx  sm-  X 


Wir  wollen  nun  die  Funktionen  sin  x,  cos  x,  tg  x,  ctg  x  graphisch 
darstellen.  Befassen  wir  uns  zunächst  mit  der  Funktion  /ia;)  =  sina;. 
Um  ihre  ßildkurve  zu  zeichnen,  berechnen  wir  etwa  *') 


/(2^)  =  0.  /(T)^  +  ^- 


B/cv 


a(0)  =  45",  ai^\  =  {).         «(7r)  =  — 4ö",  a(  .J*^)  =  0. 

«(2  TT)  =  45«  a(^.f)  =  0.  .. 

*)  Unter  «(j;)   verstehen   wir   —    wie   frülior  —  diejenige  Funktion  von   1,  die 
angibt,  welchen  Winkel  mit  der  x-Achse  die  Tauireute  an  die  Kurve  in  eintiu  l'uukte 

einschließt,    dessen    Al)szisse   ^^leicli    .v   ist.      Ks    ist  also  /..  H.  cJ  \^  |  der  Winkel  der 
Tangente  an  die  Kurve  in  demjenigen   Punkte,  dessen  Abszisse  irleich     .,    ist 


1)8 


Erster  Teil.    Differentialrechnung. 


Trafen   wir   die   entsprechenden   Punkte  (samt  Tangenten)   auf  und 
verbinden  dieselben,   so  resultiert  die  in  Fi^:.  30  ausgezog'ene  Kurve. 


Fig.  30. 

Der  periodische  Charakter  der  Funktion  bewirkt  es,  daß  ihre  Bild- 
kurve eine  Art  Wellenlinie  bildet,  deren  Wellenlänge  gleich  27t, 
Wellenaniplitude  gleich  1  ist.  Die  Funktion  f(x)  =  sin  x  ist  die  ein- 
fachste periodische  Funktion. 

Die  Bildkurve  der  Funktion  f{x)  =  cos  x  erhält  man  leicht,  indem 

Es  genügt  also  die 


Tt 


man   berücksichtigt,   daß  cos  la;  —  ^|  =  sin  x. 

7t 

wellenartige  Sinuskurve  um  -^  parallel  zur  cc- Achse  zurückzuschieben, 

um  die  Bildkurve  von /(cc)  =  cos  x  Zugewinnen**)  (gestrichelte  Kurve 
der  Fig.  30). 


Fig.  31. 


*)    Es    ist    ja    cos  («  —  /3)   =  cos  «  cos //  +  sin  «  sin  ,v ,    daher    cosla; 9")== 

-T  .  .       TT  l  n\ 

cos  X  ■  cos  .^  +  sin  .T-sin       =  cos./  -0  +  sin  äs -1  =  sin  x.     Analog  ist  sin    aj  —  —1  = 
sin  X  •  cos  -^  —  cos  x-sin  _   =  sin  .x-0  —  cos  x  1  =  —  cos  x. 

**)   Die   Gleichung   cos  |.r  —  [J  |  =  sin  x  sagt  ja  aus,  daß  die  Kurve  y  =  cosx 

71 

im  Punkte  x  =  .v^  —  ^   dieselbe  Ordinate   hat,   wie  die  Kurve  y  =  sin.r  im  Punkte 

.'•  —  ./o-     Daher   schieben   wir  die   Sinuskurve   um  -^zurück,  um  die  ( 'osinuskurve 
zu  erhalten. 
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Beraerkeuswert  ist  die  Bildkurve  der  Funktion  f{x)  =  t^  x.     Um 
sie   zu   konstruieren,    berechnen    wir   etwa   /(—  ^  |  =  — 1,  /(Oj  =  0, 

/(+  4  )  =  +  l5  A0)=  +  1,  a(0)=4r)"  und  beachten,  daß  limtgx-— cc. 


71+ 


limtga;=  +  oo;     berücksichtigen    wir    noch,     daß     die    Funktion 


f{x)  =  ig  X  die  Periode  7t  zuläßt,   so  resultiert   die  in  P'ig.  81   ausge- 
zogene Kurve. 

Zur  graphischen  Darstellung  der  Funktion  f{x)  =  ctg  x  benutzen 
wir  die  Relation  tg  i~—x\^  ctg  (-  +  x\;  die  ctg-Kurve  (gestrichelte 
Kurve   in  Fig.  31)  geht  also   aus  der  tg-Kurve   durch  Spiegelung   in 


der  Geraden  x  =  -.   hervor. 
4 


Uebungen. 

10.  Uebung.  Man  berechne  die  Ableitung  der  Funktion 
f{x)  =  xsmx.  —  Lösung.  Setzt  man  x  =  f^{x),  sin  x=f^{x),  so  ist 
fix)  =r  f, (x)  ■  f^{x),  f^'ix)  =  1,  f^'ix)  =  cos  X  und  f'{x)  =  f^'ix)  -  f^{x)  + 
+  fii^)  •  fi'ix)  =  sm  X  -\-  X  cos  x. 

tfif   X 

11.  Uebung.  f(x)^  ^- — ;  f'(x)  =  ?  —  Lösung.  Nach  der  Quo- 
tientenregel  ist 

^'(^^  = ^^ =  X- 

sin  X         .- 

X  —  •  cos"^  X 

_x  —  tg  a;  •  cos'^  x  _  cos  a;  _x  —  sin  a;  •  cos  x 

~        aj^cos^x         ~"  a;-cos^a;  x'^  cos'- x 


12.  Uebung.        /(x)  =  tg  x  —  x ;  /'(x) 


V 


,,  ,  1  ^       1  —  cos^x       sm^  X       .  o     *, 

Lösung.    /'(x)=      ^   —  1=  2 = 2-     =tg-x.*i 

^     ^  ''      cos^x  cos^x  cos^x 

13.  Uebung.    fix)  =  sin  x  —  x  cos  x;  /'(x)  =  ?  — 

d  d 

Lösung.  f'(x)  =  cos  X  —   X  ,    cos  x  +  cos  x- ,    x 

=  cos  X  —  [—  X  sin  X  +  cos  X  •  1 1  =  x  sin  x. 

14.  Uebung.  /(x)=sin»x;  f'ix)=?  —  Lösung.  Man  setze  sin  x=(p{x) 
und  verfahre  nach  Zusatz  3  zur  Kegel  2.  Es  ist  dann  f{x)=\(p{x)\'\ 
(p'{x)  =  cos  X  und  /'(x)  =  3  •  {(fix)]''  •  (p'(x)  =  3  sin-  x  •  cos  x. 

15.  Uebung.  /(x)  =  (x  tg  x)'",  wo  m  eine  ganze  positive  oder  nega- 
tive Zahl  ist;  f\x)=?  —  Lösung.   Wird  x  tg  x-^jpuO  so  ist  /(x)  =  |gn(x)i"' 

*)  Es  ist  ja  sin''.r  +  cos*/-   --■  1.  dalni   sin-.r  =  1  —  oos^x.  t-osV  --  1  —  ain^x. 
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fp'{x)  =  tg  a^  + 


COS-a: 

f'{x)  =  m  ■  Iffix)]'"-^  •  fp'{x)  =  m  ■  {x  ig  x) 
Beispielsweise  ist  für  m  =  —  1 


sin  a;    ,       x  sin  a;  •  cos  a;  +  a;        , 

cos  a;       cos'^a; 


cos-a; 
sin  X  cos  x-\-  x 
cos^  X 


1  ...      ,    .,     sin  a;  cos  a;  +  a; 

=  —  1  .(a;tga;}--.   — 


_       IX  sm  x\ 
\  cos  X  I 


^ 

dx    X  tg  X 

sin  X  cos  x-i-  X 


cos"  X 


cos^  X 


cos-  X  (x  sin  x)^ 

_        sin  X  cos  X  -{-  X 
x'^  sin-  X 

X 


sin  X  cos  a;  -f  a; 
cos''*  X 


16.  Uebung.    /ia;)=  ^-^  —  ^-  sin  x-  cos  x;  /'(a;)  =  V  — 

Lösung-.        fix)  —  )^  —  ^  [sin  x  •  (—  sin  a;)  +  cos  a;  •  cos  x\  = 

=  -^  —  ^  [ — sin"^  x  +  cos-  x]  =  {  —  ^  [—  sin-  a;  +  1  —  sin-  a;]  = 
==  .^  _  ^  1 1  _  2  sin^  a;]  =  sin"- a;. 

17.  Uebung.    f(x)  =  1  +  sin  x  —  ^-  sin^  x;  fix)  =  ?  — 
d   .   .     d     .  .....         rf 


Lösung.    f'(x)=   j     1+   j     ^1"  ^  —  ^-S-sin-a; 


dx 


dx 


dx 


sin  a; 


=  cos  X  —  sin-  X  ■  cos  x  =  cos  a;  (1  —  sin^  x)  =  cos  x  ■  cos-  x  =  cos''  a;. 

18.  Uebung,    /(a;i  =  2  +  3a;  —  3sin  a;-cosa;— 2cosa;-sin''a;; /'(a;)='?- 
Lösung.  f'ix)  =  3  —  3  [sin  x  ■  (—  sin  x)  + 

+  cos  a;  •  cos  x]  —  2  [cos  x  •  3  sin"^  a;  •  cos  a;  +  (—  sin  x)  ■  sin^  a;J  = 

=  3  —  3  [ —  sin-  X  +  cos'^  x]  —  2  [3  sin'-  x  •  cos^  x  —  sin^  x]  = 

=  3  —  3  [—  sin2  a;  +  1  —  sin^  a;]  —  6  sin-  a;  (1  —  sin^  x)  +  2  sin*  x  = 

=  3  —  3  [1  —  2  sin-  a;]  —  6  sin'-  a;  +  6  sin*  a;  +  2  sin*  x  = 

=  3^3  +  6  sin^  x  —  6  sin^  a;  +  8  sin*  a;  =  8  sin*  a;. 


Lösung, 


19.  Uebung.    /(a;)  =  1  —  ctg  x  —  ^  ctg''  x ;  f'{x)  =  ? 
-1        ...      ...       /  1 


fix)  = 


sin^  X 


1 
7  • 


3  •  ctg'-  X'i—   .   .,    j  = 
'      sin-a;/ 


COS''  X 


1  sin'-  X  +  cos^  ^  _      1 

sin'a;     sin -^  a;     sin^a;~  sin*  a;  sin*  a; 


+  -:y^+-:., 


Ijösung. 


20.  Uebung.    f(x)  =  3  +  2  a;sin  a;  +  (2  —  x'^}  cos  x;  fix)  =  ? 

d      .  .         d 


fix)  =  2 
+  (2  —  x'-'j 


X  -^ —  sin  a;  +  sin  a;    ,      x 
dx  dx 


+ 


d 


d 


j      cos  a;  +  cos  X    ''     (2  —  x-) 
dx  dx    ^  ' 


—  2  ix  cos  a;  +  sin  x)  —  (2  —  a;^)  sin  x  —  2  a;  cos  x  = 
=  2  a;  cos  a;  +  2  sin  x  ^  2  sin  a;  +  a;^  sin  a;  —  2  a;  cos  x  =  a;'-  sin  x. 

21.  Uebung.    fix)=   . : /(x)  =  ?  — Lösung.  Setzt  man 

^      sin  X  —  X  cos  X    '  ^  ^ 

/  (xl 
X  =  /,(x),  sin  X  —  X  cos  x  =  /2(x),  so  ist  /(x)  =  y^,  //fx)  =  1, 

/..'(x)  ==  X  sin  X  (vgl.  Ueb.  1.3.)  und 


m  = 
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fi{^)fi{^)  —  fi(x)f'i'ix)  ^    (sin  X  —  X  COS  x)  •  1  —  X  •  X  sin  x  _ 

ihi^)]^  (sin  X  —  x  cos  x)'^  ~ 

sin  X  —  X  cos  X  —  x^  sin  x 


(sin  X  —  X  cos  x)- 

22.  Uebung-.        /(x)  _  ^  -  ^m  a;  _  ^  .^  _ 

X  +  sm  X  ^ 

Lösung, 

(x  +  sin  x)  •     ,     (x  —  sin  x)  —  (x  —  sin  x)  •  -  -  (x  +  sin  x) 


f'(x)  = 


(x  +  sin  x)2 
(x  +  sin  x)  (1  —  cos  x)  —  (x  —  sin  x)  •  (1  +  cos  x) 
(x  +  sin  x)- 
2  sin  X  —  2  X  cos  ^  _n     sin  a^  —  x  cos  x 


(x  +  sin  xy  (x  +  sin  x)^ 

'7? sin  X 

Welchem  Grenzwerte   nähert  sich   die  Funktion  f(x)  =  , 

a;  +  sin  X 

wenn  x  gegen  Null  konvergiert  ?  —  Lösung.    Für  x  =  0  wird  sowohl 
der  Zähler  x— sin  x,   wie  der  Nenner  x  +  sin  x  gleich  Null  und  der 

•j* sin  2/  0 

Ausdruck  — —  . —  nimmt  die   unbestimmte  Form  -^  an.  Jedoch  läßt 

X  +  sm  X  0 

sich  zeigen,  daß  sich  die  Funktion  f(x)  einem  bestimmten  Grenzwerte 
nähert,  wenn  x  gegen  Null  konvergiert.   Man  dividiere  nämlich  Zähler 

X 

—^ 1 

j  TVT  X  — sinx  .  .  j   ,    -       sin  X 

und  Nenner  von       ,     .        durch  sin  x,  so  wird  /ix)  = ;     da 

X  +  sin  X  ^  X 

sin  X 

sin  X  X 

nun  —  wie  wir  bereits  nacligewieseii  haben  —  lim =  lim  -. —  =  1 

x^o    ^        X— *o  Sin  X 

"    1 


ist,  so  ist  lim  /  (x)  =  lim  ^^ =  :j— j— ,  =  0. 

sinx 


Ist  y  eine  Funktion  von  m,  y  =  f(u).  und  andererseits  u  eine 
Funktion  von  x,u  =  rp{x\  so  ist  hierdurch  auch  y  eine  l'unktion  von  x; 
denn  jedem  Werte  von  x  ist  ein  gewisser  Wert  von  u  zugeordnet, 
jedem  Werte  von  u  wiederum  ein  Wert  von  y  und  daher  ist  auch 
jedem  Werte  von  x  —  mittelbar  —  ein  Wert  von  //  zugeordnet.  So 
ist  z.  B.  die  Tourenzahl  eines  Elektromotors  eine  Funktion  der  Strom- 
stärke in  den  Wickelungen:  die  Stromstärke  ist  aber  ihrerseits  — 
bei  gegebener  Spannung,  (z.B.  Spannung  der  Straßenleitung)  —  eine 
Funktion  des  vorgeschalteten  Widerstandes;  infolgedessen  ist  auch  — 
indirekt   —   die  Tonrenzahl   des   Motors    eine   Funktion    des   vorge- 
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schalteten  Widerstandes.  Den  analytischen  Ausdruck  für  y  als 
Funktion  von  x  erhält  man  einfach,  indem  man  in  f{u)  für  u  die 
Funktion  (p{x)  einsetzt:  y  ^  f{fp{x))  =  g{x).  Ist  z.  B.  y  =  f(u)  =  smu 
und  «  =  2  X,  so  ist  g{x)  =  sin  2  x.     Es,  handelt   sich  nun  darum  die 

Ableitung  ^  =  g'{x)  durch  die  Ableitungen  f'{u)  und  (f'ix)  auszu- 
drücken. —  Wäclist  die  unabhängige  Variable  x  um  A  x,  so  wächst 
die  abhängige  Variable  y  um  A  y  und  zwar  kommt  dieser  Zuwachs 
dadurch  zustande,  daß  erstens  infolge  der  Aenderung  des  x  das  u 
sich  um  A  u  ändert,  zweitens  infolge  dieser  Aenderung  des  u  das  y 
um  Ay  zunimmt;  die  Variable  u  spielt  nämlich  gegenüber  x  die  Rolle 
der  abhängigen,  gegenüber  y  die  Rolle  der  unabhängigen  Variablen, 

A  v  A  V    A  u 

Der  Differenzenquotient  j^  kann  auch  geschrieben  werden      ^  •  -^, 

also 

zl  x       Au    Ax 

wobei  zl  y,  zl  w,  zl  a;  alle  einander  entsprechende  Zuwächse  der  Variablen 
X,  u,  y  bedeuten.  Indem  wir  in  letzterer  Gleichung  beiderseits  zur 
Grenze  übergehen  und  den  Satz  2  (am  Eingang  dieses  Kapitels)  be- 
nützen, finden  wir: 

,.      Ay       ,.       Ay      ,.       Au 
lim    .—  =  hm    -r"^    '  lim  ; 

^x->o  A  X      ^x-^Q   A  u      ^x-^o  A  X 

da  ferner  mit  zla;  auch  Au  gegen  Null  konvergiert,  können  wir  anstatt 

lim    -,  ~  auch  lim     .     schreiben,  woraus  resultiert: 

jx-^o  Au  zf«-^o  Au 

,.      Ay       ,.       Ay     ,.      Au 

lim   -p  ==  lim     .     •  lim  -t— 

jx^o  A  X      ^u  -^0  A  u    ^x-^o  A  X 

das  ist 

dy      dy      du  " 

dx      du     dx 
oder: 

g'ix)  =  f'{u)  ■  cp'ix) 
wobei  in  f'{u)  für  u  (p(x)  einzusetzen  ist. 

Hiermit  haben  wir  folgende  Regel  gewonnen. 

4.  Regel.  Ist  y=f{u)  und  ii  =  (pioc),  also  i/^/{fp(or))=f/{.)n)f 
^^  ^^^  djl  ^  du     du 

ddc       du     dx 

oder:  U'{^)  =/'(w)  •  fp'{oc), 

wobei  noch  in /'(u)  für  u  fp{x)  einzusetzen  ist. 

Sei   beispielsweise  y  =  smu,  u  =  2x,  so   ist    ~  =  cos  u,j-=  2 

,  ,       dy      dy    du  ^^      ^ 

daher  ,    =  3^  •  ,    =  cos  w  •  2  =  2  cos  2  a;. 
dx      du    dx 

Die  Regel  der  Differentiation  einer  Funktion  von  einer  Funktion 
ist  für  die  Praxis  sehr  wichtig.  Sie  findet  meistens  derart  Anwendung, 
daß  man  eine  Funktion  y  =  g(x).  deren  Ableitung  direkt  zu  berechnen 
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schwierig  wäre,  in  eine  Kette  von  solchen  zwei  Funktionen  y -=  f[u) 
u=(p(x)  zerlegt,  deren  Ableitungen  f(u)  und  rp'ix)  leicht  zu  berechnen 

sind.    Ist  z.B.  die  Funktion  y=g(x)  =  tg     zu  differentieren,  so  setzt 

X  ' 

man   y  =  tgu,  u=      und   es   ist   dann  g'(x)  =  ^/ =  t^ .^^  =      —  . 
^  dx      du  dx       cos*^ 

1 


»''cos 
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Ist  y  =  f(u),  u  =  cp{v),  V  =  ifj(x),  so  ist  auch  y  eine  Funktion  von  x, 

y  =  Kfpi^ix)})  =  g{x)  und  es   ist  nach    Kegel  4  qix)  =  ^/  =  'J^  .  ^^- 

^^  '      dx      du     dx' 

nach   derselben  Regel  ist  aber  ^  =  ^!'~,   daher  g\x)  =  ^^= 

dx     dv   dx  dx 

dy  du  dv 

du'dv'dx^^^'^^'^^^^'  '^'^^■'  "^^  "^^^  *'*^^'  ^  ^P^^^  ^°<i  ^"^  ^  7"^^'  ein- 
zusetzen ist. 

Man  sieht  nun  leicht  ein,  daß  die  Regel  4  anf  eine  Kette  von  n 
Funktionen  ausgedehnt  werden  kann,  woraus  folgender  Zusatz 
resultiert. 

Zusatz.    Ist  f/  =  t\ (w,J,  u,  =  /^(m^),  1/2  =  /;K),  •  .  •  '/«-2  = 

tn-\  (i««-l),    Un-X  =  /„(X)    S  0    1  S  t 

fit/  _  djß    dui   du^         dUn-2  du„-x 
dx      dUi   dii^  (lUs    '  '  '  dUn-\ '    dx 

Ist  z.  B.  y=2-(sinSx)^,  so  setze  man  y=2u^^,  Ui  =  smu^,  u.,  =  3x 
und  es  ist  dann  ^-^/Z'/^^  6«.-^.cos„.,  3  =  18  .inX  ■ 
C0SW2  =  18 -(sin  3a;) 2. COS  3x. 


Uebungen. 
23.  Uebung.     y  =  sin  mx:  J^  =  ?  —  Lösung.     Man  setze  u  =  mx 


,.        •  .  ,  dy      dy  du 

y  =  sin  u,  so  ist  ^  =  j--^-  =  cos  w-m  =  tncosmx. 
dx      du  dx 

24.  Uebung.     y  =  sin  {a-\- x)-^  =  ?  —  Lösung.     Man  setze  u  = 

„   ,  .  ^  dy      dy  du 

a-\-  X,  y  =  sin  u,   so  ist  /  =  /  ■  j    =  <'0s  m  •  1  =  cos  (a  +  x). 

25.  Uebung.     y  =  sin     ;  J^  =  ?   —   Lösung.     Man   setze    m  =  -, 

a;    ax  x 

1 

,,      „:  .  ^  <^y      dy  du  /       1  V  X 

y  =  sint/.  soist^=    ;^.       =cos«.    -       =-  • 
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26.  Uebung:.     ?/=  sin  ^,^\    dx^  Losung,    ^etzt  man  ^-_^ 

.  ^    (^M      (l  +  a;)(-l)-(l  -  a;).l  _  2  rfy  _ 

=  w,   so    ist    ,    = — Ti — , — r?!  — /i    I     N'  ^'^^   j 

(ix  (1  +  x)^  (1  +  x)-  dx 

2  cos 


=  cos  w 


(1  +  X? 


l  +  x 


H  +  x) 


du 

27.  Uebung.     y  =  cos  (a  +  &a;)'-;  j    =?   —   Lösung.    Setzt   man 

(iw      ^ ,  ,  ^   dy      dy    du  J 

(a  +  6x)-^  =  ^,    so   ist  ^^  =  26(a  +  6x)    und   ^^  =  ^^  •  ^—  -sm^-     I 

2  b(a  +  bx)  =  —2  b(a  +  6a;)  sin  {a  +  &a;)^  f 

28.  Uebung.    //  =  tgx^:  ^    =  ':*  —  Lösung.    Man  setze  x^  =  u,  so 

.  ^du      ^  ,  dy      dy  du  1        .^  2  a;  ■ 

ist  V  =  2  X   und  j    =  'j~-  j    =  — ^2'    •  2  X  = 27  »r  •  ■ 

dx  dx      du  dx      cos'^w  cos''(a5'')  ■ 

29.  Uebung.     y  =  f{x)  =  x^  ■  sin     ;  J^  =  f\x)  =-  ?  —  Lösung.   f\x) 

dy        ^     d    .    1    ,     .    1     d     ^         „  ic  .    1 

=  /  =  aj-  •  ,  sin     +  sin  -  •  3-  «^  =  aj^  • s-   +  sin  -  •  2  a;  = 

dx  dx       X  X   dx  \        x^  X 

=  —  cos     +  2  a;  sin     • 

X  X 

X       1 
80.  Uebung.    /(a;)  =  ^y+     sin2a;;   f'(x)  =  ?    —    Lösung.*)    t'{x)  = 

^  +  l-cos  2a;-2  =  :^(1  +  cos  2  a;)  =  :^-2-cos- x  =  cos^  x. 

Hl.  Uebung.  /(a;)=sina;+isin2a;)-  +  (sin  8a;)'^;  /'(a;)  =  ?  —  Lösung. 
i\x)  =  cos  a;  +  4  sin  2  a;  cos  2  a;  +  9  (sin  8  xY  cos  8  x. 

82.  Uebung.    /(a;)  =  sina  cos/Sa;  + cosasin/?a;;  /'(a;)  =  ? — Lösung. 
/'(xj  ^  —  /5 sin a •  sin  // X  +  /3 cos a  cos  /!? X  =  /:?  (cos  acos  ßx  —  sin  a  sin  ß  x). 

du 
88,  Uebung.     y  =  /(xj  =  (sin  ax  +  cos6x)^;   ~  =/'(xi=?  —  Lösung. 

Setzt  man  sin  ax  +  cos  &x  =  </)(x),   so  ist  /(x)  =  [(/)(x)]-'*,  (p'ix)  =  acosax 

du 
—  &sin6x    und    —    nacli    Zusatz    3    zur    Regel   2  —  /  =  f'{x)  = 

3-[fp(x)Y-fp'{x)=  8-(sin  ax  +  cos  bx)--{a  coaax  —  b  sinöxj. 

sin  3  X 
84.    Uebung.      /(x)  =  ^-— — — ;  /'(x)  =  ?   —   Lösung.     f'(x)  = 

1    ~j~'  CUS  O  X 


*)  Aus  den  Formeln  sin  {u  +  /J)  =  sin  a  cos  fi  +  cos  a  sin  /3  und  cos  (a  +  ^tf) 
cos  a  cos  i'i  —  sin  a  sin  fl  folgen  für  a  =  /^  die  Formeln  sin  2a  =  2  sin  a  cos  a  nnd 
cos  2a  =  cos*a  —  sin'^u.  —  Da  femer  1  =  cos*a  +  sin^a.  so  folgt:  1  +  cos  2a  =  c^os'a 
4-  sin'''«  +  cos'^a  —  siu'^a  =  2  cos-'a. 
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(1  +  COS  H  x)  •  8  cos  3  X  —  sin  3  aj  •  ( — 3  sin  3  x) 


_      cos  3 X  -f^rcos^x)-  +  (sin_3x)^]_        cos  3g +  1   _ 
-  (1  +  cos  3  x)'-'  -  .  •  ^^^^  .^ ^  _^p  -  - 


(1  +  cos3x)- 

^ 

+  cos  3  X 


X 

tg-,-1 

35.  Uebung-.    Ax)= ;  /'(x)  =  ?  — 


/^    2;   ,    ^  \        1        1        /      X 


a;  ,   .\       1       1       /.    X      .k        11 

,x   2 


,2' 


Lösung,    /'(x)  =  — 


1 


cos  ^2  cos  ,^ 


(t.?+l)^ 


2  „X 


cos^l  (tg|  +  l)^       (sin  1  + cos  1)'^ 
1  1 


.,x,         „x,„.x       X      1  +  sinx 
sm^;T^  +  cos^  9+2  sin  ;^  cos^. 

36.  Uebung.     Ditferentiiert  man  beide  Seiten  der  Identität: 

sin  (a  +  x)  =  sin  a  cos  x  +  cos  a  sin  x 
nach  X.  so  gelangt  man  zu  einer  neuen  Beziehung: 
cos  (a  +  x)  =  —  sin  a  sin  x  +  cosa  cos  x 
=  cos  a  cos  X  —  sin  a  sin  x. 

37.  Uebung.     Aus  der  Identität: 

sin  2  X  =  2  sin  x  cos  x 

gewinnt  man  durch  Ditferentiation  beider  Seiten : 

i  d  d     .      \ 

2  cos  2  X  =  2  sin  X  -y-  cos  X  +  cos  X  j    sin  x 
\  dx  dx  I 

=  2  ( —  sin  X  •  sin  x  +  cos  x •  cos  x) 

die  Formel: 

cos  2  X  =  cos '^  X  —  sin'^  x. 

38.  Uebung.  Es  bewege  sich  ein  materieller  Punkt  P  gleich- 
lörmig  längs  des  Umfanges  eines  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  0 
und  dem  Radius  a.  Unter  der  Winkelg-esch  win  digkei  t  w  des 
Punktes  P  versteht  man  denjenigen  Winkel,  den  der  Fahrstrahl  OP 
in  der  Zeiteinheit  beschreibt;  wohlgemerkt  wird  dieser  Winkel  in 
Bogenmaß  gemessen.*)  Ist  A  die  Anfangslage  des  bewegten  Punktes 
(Fig.  32)   und  P  seine   Lage   zur  Zeit  t.   so   ist   daher   der  Winkel 

*)  Mau  deuke  sich  konzentrisch  mit  dem  )re>,rebenen  den  Einlicitskreis  gezeichnet 
und  es  sei  f  der  Schnittpunkt  des  Fahrstrahles  (f^P  mit  dem  Einheitskreise:  alsdann 
ist  oj  die  Länge  des  Bogens,  den  der  Punkt  P*  in  der  Zeiteinheit  beschreiltt. 

Salpeter.  Mathematik.    •>.  \\\t\.  «* 
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a=^AOP — im  Bogenmaß  gemessen  gleich  tot.  Nun  denke  man  sich, 
daß  auf  den  Punkt  P  parallele  Lichtstrahlen  in  der  durch  die  Pfeile 
angedeuteten  Kichtung  fallen;  der  Punkt  P  wird  auf  den  Durchmesser 
BB'  einen  Schatten  M  werfen.*)  Wir  fragen  nun,  welche  Bewegung 
wird  der  Schattenpunkt  M  ausführen,  wenn  sich  der  Oiiginalpunkt  P 
mit  der  konstanten  Winkelgeschwindigkeit  lo  am  Kreise  bewegt? 

NP 

Bekanntlich   ist     -p  =  sina.    Nun  ist  OM  =  NF,  OP  =  a,  a^wt; 

benennen  wir  noch  mit  y  die  (mit  der  Zeit  variierende)  Distanz  OM, 

so  ist^=sinwi,   oder   y  =  asiniot.     Zur  Zeit  t  =  0  befindet   sich 

a 
der  Punkt  M  in  0;   die  Strecke  OM  stellt   daher   den  in  der  Zeit  t 

durch  den  Punkt  M  zu- 
rückgelegten Weg  dar; 
derselbe  isteineFunktiou 
der  Zeit,  die  in  y==ip{t) 
=  a  sin  wt  ihren  Aus- 
druck findet.  Der  Punkt 
M  geht  von  0  nach  B, 
von  B  nach  0,  von  0 
nach  B\  von  B'  nach  0, 
von  0  wiederum  nach  ß, 
und  so  fort;  eine  der- 
artige Bewegung  nennt 
man  eine  schwingende 
Bewegung,  und  zwar 
nennt  man  eine  schwin- 
gende Bewegung,  die 
nacli  einem  Sinus-  oder 
Cosinusgesetze  vor  sich 
geht,  eine  harmonische  Bewegung.  Die  jeweilige  Entfernung 
des  Punktes  von  der  Mittel(-Ruhe)lage  heißt  die  K longa tion,  die 
maximale  Elongation  —  die  Amplitude  der  Bewegung.  Die  Zeit, 
die  der  Punkt  braucht,  um  eine  ganze  Schwingung  auszufüluen,  wird 
die  Periode  der  Schwingung  genannt.  Die  Bewegung  y  =^a9.\\\«)t 
stellt   eine   harmonische  Bewegung    mit    der    Amplitude  a  und    der 

Periode  %  = dar .**) 

OJ 

Im  Kapitel  III  haben  wir  näher  ausgeführt,  wie  die  Geschwindig'-' 
keit  eines  Massenpunktes   durch   die  Ableitung  des  Weges  nach  der 


I 


*)  Bewegt  sich  der  l'unkt  P  auf  dem  linkeu  Halbkreise  BB'.  so  falle  etwa  das 
Lifht  von  links  her,  damit  ein  Schatten  auf  dem  Durchmesser  Bß'  entsteht,  oder 
aber:  man  denke  sich  einen  znr  Kreisebene  ABA'ß'A  senkrechten  und  zum  Durch- 
messer BB'  parallelen  ebenen  Schirm  links  von  der  Figur  aufgestellt,  so  wird  die 
kreisförmige  Bewegung  des  Punktes  F  auf  den  Schirm   in   einer  Geraden  projiziert. 


**)  Zur  Zeit  t  =  ',      ist   cot  = 
i.st   dann    F  in  B;   zur  Zeit    t  -- 


„     =  ',    und  y  =  a  sin  (ot  —  a  sin    „  =  a,    als 


-f- 


2.T 


ist    cot 


OTT 


und    daher   wiederum 
2-1 


y  =  a  sin    ,,-  =  a,    es    ist    dann    /'   zum    zweiten    Male    in   B.      Daher   ist 
Periode  ?  der  Bewegung. 


die      ! 

i 

i 


V.    Differentiation  der  rationaleu  und  trigonometrischen  Funktionen.  fjy 


Zeit  definiert  wird.  In  unserem  Falle  ist  die  (Geschwindigkeit  des 
Schattenpunktes  M  gleich  ^  =(//(<)  =  a(,j  cos  f'^f.      Zu    dj^n    Zeiten 

.u  de«  Zeiten  .  =  ^,  3^,  »J,  . . .  _  „eich  ^-  (;^)  =  ^. (•'L-)  =  ^. (^^-j 

=  .  .  .=—aiü   und   schließlich   ist   sie    zu   den   Zeiten  t=^      ^ 

2 10'  2('/ 

:;— ,  „    ,  gleich  ^ull. 
2 w    zw 

Ganz  ähnlich  können  wir  die  Bewegung  des  Punktes  P  auf  den 
Durchmesser^^'  projizieren.  Nennt  man  x  die  jeweilige  Entfernung 
des  Schattenpunktes  .Y  von  0,  so  ist  x  =  fp(t)  =  a  cos  wt  und  die  Ge- 

schwindigkeit  -,-  =  rp'{t)  =  —  aoj  sin  tot. 

Faßt  man  die  Durchmesser  AA'  und  BB'  als  Achsen  eines 
Koordinatensystems  auf.  so  istOX=x  die  jeweilige  Abszisse.  OM=if 
die  jeweilige  Ordinate  des  Punktes  P  und  die  Funktionen  x  =  (f\t]= 
=  a  cos  tot,  y=  untf^a  sin  tot  stellen  die  Koordinaten  des  Punktes  als 
Funktionen  der  Zeit  dai.     In  weiterer  Verfolgung   dieses  Gedankens 

dx  dt/ 

ist  -^-=  9-'(«)  als   die   a;-Koraponente.   —^=iir{t}   die   //-Komponente 

der  Geschwindigkeit  des  Punktes  P  aufzufassen.  Die  Geschwindigkeit 
des  Punktes  P  ist  nämlich  stets  tangentiell  zum  Kreise  gerichtet: 
ihr  Betrag  ist  zwar  konstant  (gleich  ao/')].  jedoch  ändert  sich  fort- 
während ihre  Richtung.  Im  Punkte  A  zum  Beispiel  beweet  sich  P  rein 
vertikal,  im  Punkte  B  horizontal:  von  .-1  bis  B  nimmt  die  horizontale 

Komponente  der  Geschwindigkeit  zu.  die  vertikale  ab;      ,—  stellt  die 

dt 
dy 
horizontale,     ,     die  vertikale  dar ;  die  wirkliche  Geschwindigkeit  des 

Punktes  P  setzt  sich  aus  beiden  Komi)onenten  nach  den  bekannten 
Gesetzen  der  geometrischen  Addition  zusammen.*^) 


*)  Ist  P'  der  Schnittpunkt  des  Fuhrst rahks  <)P  mit  dem  Einheitsknist-,  so^ 
verhält  sich  die  Läui^e  des  durch  den  Punkt  F'  beschrielienen  Buirens  zu  lierjenigeu 
<les  durch  den  Punkt  P  beschriebenen,  wie  1:(/.  In  der  Zeiteinheit  beschreibt  der 
Punkt  P'  den  Bogen  o^  daher  ist  die  Länge  des  durch  den  Punkt  P  in  der  Zeil- 
einheit beschriebenen  Bogens  gleich  (H". 

**)  Zwei  gerichtete  Strecken  '.'l  und  '^^ 
werden  ..geometrisch"  addiert,  indem  man 
zunächst  den  Anfangspunkt  der  zweiten  auf 
den  Endpunkt  der  ersten  legt,  und  sodann  di^n 
Anfangspunkt  der  ersten  mit  dem  Endpunkte 
der  zweiten  verlandet;  die  resultierende  \'er- 
bindungsstrecke  (i  iFig.  33)  heiCt  dann  die 
geometrische    Summe    vun    "ii    umi    *.y :  <^ 

Vl-|-i8  =  S.       In     unserem     Falle     stehen     die  Fig.  33. 

Komponenten     .        '     aufeinander   senkrecht    und    ihre    Resultierende   ist   die  Hypo- 


df   dt 


h* 
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Den  Winkel   lot  nennt   man   die  Phase   der   Schwingung.    Die 
Bewegung  v  =  a  sin  tot  ist  also  eine  harmonische  Schwingung  mit  der 

Amplitude  o.  der  Periode  t  =  —  und  der  Phase  ojt.    Die  Gleichung 

x  =  acost<jt  kann  auch  geschrieben  werden:  x  =  a  sin  i cot -\- ^r)   und 

stellt  dann   eine  harmonische  Bewegung   mit  derselben  Amplitude  a, 

Periode  r=         aber  einer  anderen  Phase  wi4--r--    Die  Schwingung 
tu  ^ 


X 


a  sin  iiüt+  ^\    eilt   der    Schwingung   y  =  asiniot    um    die    Zeit 

=  -, —  =  -r  ,  also  um  eine  Viertelschwingung  voraus.   Daraus  resul- 
2 10       4(0       4 

tiert:    Zwei    harmonische    Schwingungen    von    derselben 

Amplitude    und   Periode,    aber   mit    einer   Phasendiffe- 

renz  setzen     sich     zu     einer    gleichmäßigen    Kreis- 

bewegungzusammen. 


thenuse  eines  Dreieckes  mit  deh  Katheten  -j-,  -jj,   daher   nach  dem  pythagoräischeu 


Lehrsatze  gleich  y  (  .,^  )  + ' 


dt 


dt 


f- 


aio  sin  ot)'^  +  {aco  cos  coty 


=  ]/a'('>'^  (COS''  lot  +  sin*  wt)  =  \'a'i'>''  =  aa>. 
* )  Nach  der  Formel  sin  [a  +  d)  =  sin  a  cos  ,of  +  cos  a  sin  p'  ist  ja  sin  ( od  +01  = 
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—  sin  ("t-(^0H  -^  +  cos  i'4'Sm  -j  =  cos  of. 


VI.    Inverse   Funktionen.     Differentiation  derselben. 

Eine  Funktion  y  =  f{x)  ist  in  einem  Intervalle  (a,  b)  „um- 
kehrbar", wenn  sie  in  demselben  keinen  Wert  mehr  als  einmal 
annimmt .*)  Es  gehört  dann  nämlich  nicht  nur  jedem  Werte  von  x 
ein  und  nur  ein  Wert  von  ij.  sondern  auch  umgekehrt  jedem  Werte 
von  y  ein  und  nur  ein  Wert  von  x  und  es  steht  uns  nichts  im  Wege 
X  als  Funktion  von  y  anzusehen :  x  =  g{y).  Diese  Funktion  x  =  gy) 
nennt  man  die  zur  Funktion  y  =  f(x)  inverse  Funktion  oder  auch 
die  Umkehrung  der  Funktion  y  =  f{x). 

Ist  die  Kurve  der  Fig.  34  die  Bildkurve  der  Funktion  y  =  f{x) 
so  kann  die  Bedingung  für  die  Fmkehrbarkeit  derselben  in  einem' 
gewissen  Intervalle  (a.  b)  auch  so  ausge- 
drückt werden,  daß  die  Kurve  im  be- 
treifenden Intervalle  durch  keine  horizon- 
tale (d.  h.  zur  a;-Achse  parallele)  Gerade 
in  mehr  als  einem  Punkte  geschnitten 
werden  darf:  denn  schneidet  etwa  die 
Gerade  y=c**)  die  Kurve  y=f{x)  in  zwei 
Punkten  Pj,  Po  mit  den  Abszissen  a;^,  cc.,. 
so  heißt  dies  ja.  daß  die  Funktion /(a;)  den  ^'s-  •'^■^ 

Wert  c  zweimal  annimmt  und  zw'ar  an  den 

Stellen  x^,  x.^\  es  entsprechen  dann  also  dem  Werte  c  von  y  zwei  Werte 
von  X,  nämlich  x^  und  x., ;  x  kann  daher  nicht  mehr  als  eine  (eindeutige) 
Funktion  von  y  aufgefaLit  werden,  die  Funktion  y  =  f(x\  ist  im  be- 
treifenden Intervalle  nicht  umkehrbar.  —  80II  eine  Kurve  y  =  fix), 
die  die  Gerade  y-^c  in  einem  Punkte  Pi  schneidet,  dieselbe  Gerade 
noch  in  einem  zweiten  Punkte  P.,  treffen,  so  muß  sie  notwendig,  wenn 
sie  im  Punkte  P,  im  Aufsteigen  "begriffen  war.  im  Punkte  P..  sinken, 
und  umgekehrt  in  Pg  aufsteigen,  wenn  sie  in  Pi  im  Sinken  begriffen 
war;  mit  anderen  Worten,  war  die  Ableitung  f'(x)  in  P,  i)ositiv,  so 
muß  sie  in  P.  negativ  sein  und  umgekehrt  in  P.,  positiv,  wenn  sie 
in  Pi  negativ  war,  d.  h.  im  Intervalle  von  P,  bis  P.,  muß  die  Ab- 
leitung f\x)  ihr  Vorzeichen  wechseln.  Da  nun  eine  stetige  Funktion 
ihr  Vorzeichen  nicht  w^echseln  kann,   ohne  die  Null   zu  passieren,   so 

*)  Es  sei  daran  eriimcrt.  daß  wir  unttr  tiiitr  Funktion  stets  eine  eindeutisf 
Funktion  verstehen,  d.  h.  dalJ  jedem  Werte  von  .r  des  betraehtoteii  Intervalles  ein 
und  nur  ein  Wert  von  y  zugeordnet  ist.  Soll  tue  Funktion  umkehrbar  sein,  so  muß 
überdies  jedem  Werte  von  x  immer  wieder  ein   anderer  Wert  von  y  entsprechen. 

**)  Bekanntlich  ist  //  =  c  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  zur  /-Achse  parallel 
ist  und  von  ihr  den  Abstand  t-  hat. 
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muß  f\x)  irofendwo  zwischen  Pj  und  P.,  gleich  Null  werden.  Wird 
also  eine  Kurve  y  =  f(x)  in  einem  Intervalle  {a.  h)  durch  irgend  eine 
zur  X-Achse  parallele  Gerade  in  mehr  als  einem  Punkte  geschnitten, 
so  ist  dies  nur  so  möglich,  daß  im  Innern  des  betreifenden  Intervalles 
die  Ableitung  f'(x)  mindestens  einmal  verschwindet.  Ist  aber  im 
Innern  eines  Intervalles  [a  b)  die  Ableitung  f'{x)  einer  Funktion 
y  =  ji^x)  stets  von  Null  ver.schieden  (und  höchstens  in  den  Endpunkten 
gleich  Null),  so  nimmt  dort  die  Funktion  entweder  beständig  zu  oder 
beständig  ab  und  nimmt  daher  keinen  Wert  mehr  als  einmal  an, 
Die  Bedingung  f''{oc)  =}=  ü  i\\v  a<x<b  i s t  d  a h e r  f üi'  di e  U m - 
kehr  barkeit  einer  Funktion  u=f{x)  im  Intervalle  (ff,  h) 
hinreichend. 

Man  unterscheidet  in  der  Mathematik  einerseits  „notwendige"  andererseits 
..liinreicliende"  Bedingungen.  Die  Bedingung  A  ist  für  die  Tatsache  B  ,,not- 
wendig'.  wenn  B  nicht  eintreten  kann,  ohne  dal]  auch  A 
eintritt.  „Hinreichend"  ist  dagegen  die  Bedingung  A  für 
die  Tatsache  B,  wenn  B  stets  dann  eintritt  (aber  nicht  nur 
dann),  wenn  .4  erfüllt  ist.  Eine  Bedingung  kann  notwendig 
aber  nicht  hinreichend,  und  auch  umgekehrt  hinreichend 
aber  nicht  notwendig  sein.  In  unserem  Falle  ist  die  Be- 
dingung /"'(.rj-^O  für  die  Umkehrbarkeit  der  Funktion  hin- 
reichend, aber  nicht  notvvendig,  denn  es  kann  ja  die  Ab- 
leitung f'{x]  die  Null  passieren,  indem  sie  von  positiven 
wiederum  zu  positiven,  oder  von  negativen  zu  negativen 
Werten  geht;  die  Funktion  ist  dann  noch  trotzdem  um- 
kehrbar, weil  sie  noch  trotzdem  beständig  zu-  oder  be- 
ständig abnimmt.  So  ist  z.  B.  die  Funktion  y  =  f{x)  =  x'^ 
in  jedem  Intervalle,  das  die  Null  enthält,  umkehrbar,  trotz- 
dem die  Ableitung  f'(x]  =  3a?^  an  der  Stelle  x  =  0  ver- 
-p[o-   35  schwindet;    es   ist    nämlich    hier   die   Ableitung  sowohl    für 

'^'      '  positives  wie  für  negatives  x  positiv  —  man  vgl.  die  Kurve 

der  Fig.  35.  die  die  Funktion  y  =  f\x)  =  x^  graphisch  darstellt. 

Den  analytischen  Ausdruck  für  die  zu  einer  gegebenen  Funktion 
y  =  f[x)  inverse  Funktion  x  =  (j{y)  erhält  man,  indem  man  einfach  die 
Gleichung  y  =  fix)  nach  x  auflöst.  Der  resultierende  Ausdruck  x=g(y) 
ist  dann  in  jedem  Intervalle  eindeutig,  in  dem  durchwegs  f'ix)  :^  0  ist. 

Sei  nun  (a,  6)  ein  Intervall,  in  dem  die  Bedingung  der  ömkehr- 
barkeit  einer  Funktion  y  =  f(x)  erfüllt  ist  (gestrichelte  Kurve  der 
Fig.  86).  Wir  wollen  dann  die  zu  ihr  inverse  Funktion  x  —  g{y) 
graphisch  darstellen.  Das  geschieht  folgendermaßen.  Wir  zeichnen 
die  Gerade  y  =  x,  die  durch  den  Koordinatenursprung  geht  und  mit 
der  »-Achse  einen  Winkel  von  45**  einschließt  (Fig.  36)  und  spiegeln 
in  ihr  die  Kurve  y  =  f{x)\  das  hervorgezogene  Spiegelbild  (ausgezogene 
Kurve  der  Fig.  86)  ist  dann  die  Bildkurve  der  inversen  Funktion 
x  =  g{y).  Durch  die  Spiegelung  geht  nämlich  ein  Punkt  P  mit  der 
Abszisse  x^  =0M  und  der  Ordinate  ?/„  =  MP  (Fig.  86)  in  einen  Punkt 
P'  über,  dessen  Abszisse  M'P'  gleich  der  Ordinate  MP=y^^,  und  dessen 
Ordinate  GM'  gleich  der  Abszisse  GM  =  a;„  des  Punktes  P  ist.  So 
wird  also  durch  die,  Spiegelung  x  mit  y  vertauscht  und  die  Kurve 
y  =  /(a;)  geht  daher  in  die  Kurve  x  =  g(y}  über.*) 


*)  Man  vergesse  nicht,  daß  im  Ausdrucke  x  —  (]{y)  y  die  unabhängige,  x  die 
abhängige  Variable  bedeutet.  Daher  ist  auch  für  die  (in  der  Fig.  ausgezogene) 
Kurve  x  —  (j{y)  die  horizontale  Achse  die  y-,  die  vertikale  —  die  .T-Achse;  denp 
unabhängig  von  der  Benennung  der  Variablen  tragen  wir  stets  auf  der  horizontalen 
Achse  die  Werte  der  unabhängigen,  auf  der  vertikalen  —  die  Werte  der  abhängigen 
Variablen  auf. 


I 
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Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe  die  Ableitung:  einer  zu  einer 
gegebenen  Funktion  y  =  j{x)  inversen  x  =  g(y)  zu  bestimmen,  ohne 
jedoch   die   (^leichung  y  =  f(x)   nach  x  aufzulösen.    Der  Ditterenzen- 

quotient   der   inversen    Funktion   --^=^*^+    yl     9  y) 

Jy  J  y 

dem    reziproken    Werte    des    Differenzenquotienten 

Funktion:  4^  =  «^+^«-) 
Jx  /Jx 


ist    gleich 
der    gegebenen 


also 


Jx 
Jy 


=  1 


Jy 
Jx 


Fig.  36. 


Fig.  37. 


Berücksichtigt   man.   daß   mit  Jx  auch  Jy   gegen  Null   konvergiert- 
so  ist  nach  Satz  3  vorigen  Kapitels 


also 


oder 


.       Jx 
hm     ^    =  1 

Jy^o^y 

dx  _ 
dy~ 

g'(y)  = 


lim 


^y 

J  X 


dy 

dx 

1 


wobei  noch  in  f'{x)  für  x  g{y)  einzusetzen  ist. 

Somit  haben  wir  eine  neue  Differentiationsregel  gewonnen. 

5.  R e g e  1.  Ist  or  =  g{i/)  d i e  z u r  F u n k t i o n  //  =  /{.r)  inverse 
F'unktion,  so  ist 

,     =1:/'    oder  {/{!/)=..,.    ^^ 

wobei  noch  in /""(.r)  für  x  </(//)  einzusetzen  ist. 

Als  erstes  Beispiel  hierzu  möge  die  Funktion  y=f[x)=x-  dienen. 
Ihre  Ableitung  f'{x}  =  2x  ist  für  positives  x  positiv,  für  negatives 
negativ;  sie  wechselt  also  an  der  Stelle  x  =  0  ihr  Vorzeichen.  Die 
Funktion  y  =  x-  ist  also  in  einem  Intervalle,  das  die  Stelle  x  =  0  in 
seinem  Innern  enthält,  nicht  umkehrbar:  dahei-  legen  wir  der  Be- 
trachtung etwa  das  Intervall  (0,  <^)  zugrunde;  der  betreffende  Zweig 
der  Kurve  (Parabel)  y  =  x-   ist  in   der  Fig.  H7   gestrichelt,     lin  die 
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Bildkurve  der  Umkehrung  x  =  g(y)  =  +  y^  zu  erhalten,  spiegeln  wir 
die  Figur  in  der  Geraden  y  =  x,  woraus  die  ausgezogene  Kurve 
x=-{-]'y  resultiert.  (Man  vergesse  nicht,  daß  hier  y  die  Rolle  der 
unabhängigen,   x   die  Rolle   der   abhängigen  Variablen   spielt.)     Die 

d'u 
Ableitung   der  Funktion  y  = /(cc)  =  a;^   ist   ,^  =  f'(x)  =  2  x ,    daher    ist 

,  =  -  (I  w)  =  <7'(?/)  =  -  = — —.  Vertauschen  wir  —  um  zur  ge- 
dy      dy  ^  ^       ^   -^        2x       2]'  y 

wohnten  Bezeichnungsweise  zurückzukehren  —  den  Buchstaben  x 
mit  y,   so  erhalten  wir  aus   letzteren  Formeln:    y  =  g{x)  = -\- '^ x  und 

-—  =  q'(x)  =  -  ,  •  Im  Punkte  »  =  0  existiert  —  streng  genommen  — 
dx     ^  2]x 

die  Ableitung  der  Funktion  g{x)  =  ix  nicht;   es   ist  bloß  \\mg'{x)  = 

.r->0 

lim  — z=  =  4-00.  Daraus  folgt  — da  g'{x)=iga[x)  —  daß  lim  tgo(a;)=+^ 

7t 

und  folglich  lim  a(a;)  =       ist;  mit  anderen  Worten  die  Kurve  y^^x 

berührt  im  Koordinatenursprunge  die  Ordinatenachse  (Fig.  37).  Man 
beachte  ferner,  daß  lim gr(x)  =  lim  V a;  =  oo   ist,   während    lim  g\x)  = 

lim — F=  =  0  ist;  die  Funktion  y  =  ^x  wächst  mit  zunehmendem  x 
.r->oo2yx 

über  alle  Grenzen,  trotzdem  die  Kurve  y  =  ix  immer  flacher  und 
flacher  wird  und  ihre  Steigung  mit  wachsendem  x  gegen  Null  kon- 
vergiert. 

Sei  nun  y  =  f(x)  =  x"",   wo  m   eine  ganze  positive  oder  negative 

1 

Zahl  bedeutet.    Die  zu  ihr  inverse  Funktion  ist  x  =  g{y)  =  \y=  y"\*) 

Es   ist  t^  =  fix)  =  m  .  x"'-\  daher  ^f  =  g'(y)  =  -^  =         ^      ,  = 
dx         ^  '  dy       ^  ^'         f\x)         m  ■  x'"-^ 

1  1    /  ^\^"'"       1       ^  -^ 

.a;i-'"=     '\y   }      =   -  ■  y'"     .    Vertauscht  man  a;  mit  y  und  setzt 

1  "'/  m  dy 

überdies        =  n,   also   y  =  g{x)  =yx  =  x    =  x'\    so   ist    ,    =  g'{x)  = 

-x"=  n-x"-K  Die  Formel  ,  a;"=n-a;"-',  die  wir  bloß  für  ganz- 
zahliges X  bewiesen  haben,  erweist  sich  somit  auch  für  n  =  gültig^ 
wo  m  eine  beliebige  ganze  Zahl  bedeutet. 


"*         ^    1        _       1        1 

*)  Es   sei  an   rlle   Schreibweisen   erinnert:    ^n^a"*,        =  a   '",    —  =  — -  = 

'   fim  '    m  I 

Ya  «'« 

_  J_ 

m        r^T^.^l  1  _5 

=  a  Z.  B.  18t  5—  =    ,,  —  a    'S. 

•^  ah 
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q 

Sei  schließlich   y  =  f{x)  =  y x'' =  x^'\  wo  j)  und  7  «,'aiize   (positive 
oder  negativ^e)   Zahlen   sind.     Um   diese  Funktion  zu  ditferentiieren, 

setzen  wir  xp  =  u  also  7j=fu  =  u''   und   verfahren    nach   der   Regel 
der  Differentiation  einer  Funktion  von  einer  Funktion  (4.  Regel).    Es 

^        dy      dy     du      ..       .  .       . 

ist  dann  ,    =  ,     •   ,   •     Nun  ist  —  wie  wir  soeben  bewiesen  haben  — 
dx      du     dx 

dy       d  1         -\       ^  du       d 

^=z.    ut=     -ui       und    ,    =       X'' =  p  •  xi'-\ 
du      du  q  dx      dx  ' 

daher  3-  =     .ui~^  -p  .  a;/*  '  =  ^  .  {x^yi  ~^  ■  xf>-^  =  ^  ■  x^  ~''  •  ^"  '   = 
dx      q  ^  1  <7 

p        ,  p 

V       - — p+p-i        p  — i        „  V 

•  x'  =  ''  •  xi     .      Setzt    man    nun        =  n.    so   resultiert: 

19  q 

X"  =  n  •  x"-'^.    Hiermit  haben  wir  folgenden  sehr  wichtigen  Zusatz 

gewonnen : 

Zusatz.     Die   Formel     ,    x"  =  n  ■  ;r"~^  gilt  auch  dann, 

dx 

wenn^i  eine  beliebige  positive  oder  negative  gebrochene 

Zahl  bedeutet. 

Z.  B.  ist  i^l/x^=txl^  =  f  •  x^^^-'  =  I  .  x-t  =  t  .   \  =  t .  ^^   . 


dx 


.? 


Uebungen. 

1.  Uebung.    f{x)  =  2  •  ]/^;   fix)  =  ?  —  Lösung.      Es    ist   f{x) 

2  .  I^a;^  -  2  •  x^  und  f'{x)  =  2  •  |  •  x^~'  =  4  •  x~^  =    ^-  =  ~^-. 

Sx^      'ii'fx 

2.  Uebung.    /('ic)  =  -|--    ;   f'(x)  =  ?  —  Lösung.     K^  ist  /(x) 

I .   i_  =  I  .  1  =  I .  x"^  und  fix)  =■- 1  .  (- 1)  .  x"^""'  =  -  1  .  x~^ 

_  1 1 

xi  i^'' 

3.  Uebung.    f(x)=   - ..  ;    /'(x)  =  ?    —    Lösung.      Es    ist    f(x) 

i2x'> 

1-1       1-1       1-1      .-^und/'(x)=   l.(-f).x-^-' 


Väa;"^     y2   y^^     y2    a;l     y2  y2 

5_       -i__     5 

2y2  "  ^      ~       2px''' 


• 
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4.  Uebung.  f{x)  =  }a  x*:  f'(x)  =  ?  —  Lösung.    Ess  ist  f(x)  =  ]'a 
^~'  -  •«     1«  .  x~^  =  i  ■  -i/a- 


nnd  f'{x)  =  I 


ta 


x"        = 


5.  Uebung.    y  =  /(a;)  =  +  ]'a'-  —  x^; 


dy 
dx 


fix)  =  ? 


.  ^  dy       dy    du       d    ,  .  ^ 

setze  a-  —  x-  =  u,  y  =  ] m,  so  ist  —;  =  ^  •  ,    =  ^    (y«*) 


(-2a;) 


«    ^  •  {—2x] 


Lösung.  Man 

d 

dx 
x 


(a' 


_         -        —        \   «^,  -         ^       x^)  = 
dx       du    dx      '''"  ^-^ '"'     'J^^^  ' 

1 

"  iu~       ya2_a;2* 

Stellt  man  die  Funktion  f{x)=+^a-  —  x-  graphisch  dar,  so 
resultiert  ein  Halbkreis.  Bekanntlich  ist  nämlich  die  Entfernung 
eines  Punktes  P{x,y)  vom  Koordinatenursprung  —  nach  dem  Pytha- 
goräischen  Lehrsätze  —  gleich  |;r- +  ?/-.  Die  Gleichung  iir'^  + //"=«^ 
stellt  daher  den  geometrischen  Ort  aller  derjenigen  Punkte  dar,  deren 
Entfernung  vom  Koordinatenursprung  gleich  a  ist,  d.  h.  also  den 
Kreis  vom  Radiusa,  dessen  Zentrum  im  Koordinatenursprung  liegt. 
Löst  man  die  Gleichung  x^  +  y'^^a"^  nach  y  auf,  so  resultiert  ?/  = 
■^^jx'^  —  a\  das  sind  also  zwei  Funktionen  ?/ =  +  V«^  —  x-  und  ?/  = 

—  ]'a-  —  aj-,  deren  erste  durch  den  oberen  (in  Fig.  38  ausgezogenen), 
die  zweite  durch  den  unteren  (in  Fig.  38  gestrichelten)  Halbkreis 
dargestellt  wird. 

Für  a;  =  0  ist  /'(O)  =  0,  also  a(0)  =  0;  die  Kreistangente  im  Paukte 
P(0,  a)  verläuft  parallel  zur  a;- Achse.    Für  x—  ±a  existiert  dagegen 

—  streng   genommen   —   die   Ableitung   von  i{x)   nicht;   es   ist  bloß 

lim /'(a;|  =  lim  ( --|  =  Too.   also   lim  a(a;)  =  =F     ;  die  Kreis- 

tangenten  in  den  Punkten  (+a,  o)  und  (  — a,  o)  stehen  senkrecht  zur 
a;-Achse. 


Fig   .^8. 


Fig.  39. 


;/;-  ff 

6.   Uebung.     Die   Gleichung   einer  Ellipse  ist      .,  +  '/.a 


wo    a    die    große,    h    die    kleine    Halbachse    ist.      Löst 


x- 


y 


man    die 
-  aj^   also 


Gleichung  -s  +  it.  =  1  nach  y  auf,  so  resultiert »/  =  ±  -/«^  — 

wiederum  zwei  Funktionen  7=+  \a^  —  x^  und  y  =  —  Va-  —  x^ 
(ausgezogene  und  gestrichelte  Kurve  der  Fig.  39).  Wir  wollen 
die    P'unktion  lix)  =     ]'a^  —  x-   differentiieren.     Nach  Uebung  5.  ist 
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^  (l'a^^T^')  =  -  — J=    daher  fix)  =  /  ( ^  i^-^A  =  ^  ^ 

\a^ — x'^  dx\a'  I 


dx 


ya'^—x'^  dx\a'  I  «i'^ 

1 


7.  Uebun?.     y  =  f[x)  = •  f'{x)  =  ?  —  Lösung.    Setzt  man 

]a^  —  x^ 

90  1  1  —  i  .      du      du  du 

a^  —  x-  =  u,y=-^=~~  =  u    ^solstJ^  =  /.J    = 
)m       m  dx      du  dx 

-i-l  _3 


_4.w    ^     '.(-2a;)  =  a;.w   ^=   ^  -  ^ 


li  • 


W5       (ya^  —  a;2)s 

8.  Uebung.     y  =  f{x)  =  (\a^  +  x')^ :  f{x)  =  ?  —  Lösung.   Man  setze 
>  ,      o  /i/    \-         ^  .  ^    dy      dy  du       ,        ^_i 

ax      du  dx       '■ 

1  

^x-u^  ='6x  ^a-  +  05-. 

9.  Uebung.  Es  mögen  drei  Stoffe  A,  B.  C  miteinander  eine 
chemische  Reaktion  eingehen  und  zwar  soll  jeder  derselben  an  der 
Reaktion  mit  je  einer  Molekel  teilnehmen  (trimolekulare  Reaktion), 
also  nach  dem  Schema  A  +  B  +  C  ->  D.  wenn  D  das  Reaktionsprodukt 
benannt  würd.  Die  Ausgangsmengen  der  Stotte  A.  B,  C  sollen  ein- 
ander chemisch  äquivalent  sein,  und  zwar  sollen  sie  je  a  Gramm- 
molekeln betragen.  Bezeichnet  man  die  Menge  des  entstehenden 
Reaktionsproduktes  mit  x  und  die  Zeit  mit  t.  so  ist  x  eine  Funktion 
der  Zeit  t.  und  zwar  ist  —  wie  die  chemische  Kinetik  lehrt  — 

X  =  fit)  =ail—  ^^^=^^1 

wo  k   eine  Konstante   bedeutet.     Wie   groß   ist   die   Geschwindigkeit 

dieser  Reaktion  zu  verschiedenen  Zeiten  ? 

Die  Reaktionsgeschwindigkeit  wird  als  die  Ableitung  von 

dx 
X  nach  t  definiert,  es  ist  daher:  Reaktionsgeschwindigkeit  =    ,  =  f'{t). 

Um   die   Funktion   f(t)   zu   dilterentiieren,   setzen   wir   l  +  2a-kt  =  u. 

^    '      ^^  ui       (Vm)8      i]i-\-2a'ktY 

Der  Anschaulichkeit   halber  wollen    wir   die  Funktion  x  =  f{t)  = 

a  jl \  für  spezielle  Werte  von  a  und  k  (z.  ß.  für  a  =  2, 

^        '^l-\-2a^kt' 
k=l)  graphisch  darstellen.  Hierzu  berechnen  wir  etwa  die  Werte /(0)=0. 

/(l)  =  -I,  /(8)=  1-6,  lim  f{t)  =  2;  über- 

dies    beachte    man,     daß    /'(O)  =  8, 
lim  /•(«)  =  0,  also  a(0)  rund  gleich  83". 

lima(0  =  0  ist.     Die   resultierende 

'Kurve  ist  in  F'ig.  40  ausgezogen;  zum 
Vergleich  ist  auch  die  entsprechende 
Kurve  für  eine  bimolekulare  Reaktion 
(vgl.  Uebung  9  des  vorigen  Kapitels) 
gestrichelt  eingezeichnet.  Fig.  40. 
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10.   Uebung.     y  =  f{x)  =  V  sin  2  a;;    .^  =  f{x) 


dx 

t 


Lösung.    Man 


setze    2  x 


/  *  .  ^   dy      dy     du    dv 

V,    siüv  =  v,    y^^u  =  u^     so    ist   ^^-^^'~^-  J^ 

U/JL/  U/IA/         U/V         iifJU 


u 


■  cos  V  -2  =  u 


-i 


cos  V 


cos  V       cos  2  cc 


y  sin  V      y  sin  2  X 
11.  Uebung.     y  =  f{x)  =  tg]'2x[  ,-  =  f'{x)  =  y  —  Lösung.    Setzt 


l  .     dy     dy  du  dv 

man  2x=i\  ]  v  =  v^  =  u.  y—t^u.  so  ist  V^  — 


1 


dx     du  dv  dx     cos-^w  ^ 


V    ^ 

.2,,  ,/ 


cos-'m      y^.cos'^w      y2a;.(cosy2ic)2 


12.  Uebung.    /(a;)=sin  '^ x  —  y  oj-cosy  ic;  i'{x)  =  ?  —  Lösung,    f'ix)^ 

^  dx  ^^^^  ^^  "~  dx  ^^  ^  ■  ^^^  ^^^  ^  ^^^  ^^  ■  äx  ^  ^  ~  ^^^  ^  ■  5^  *^^^^  ~ 

y»  •  ,-  (cos  ]'x)  ^  —  ]'  X-  ( — siny^i  •  -,-  ix= 
dx  '  '        dx 

1—1 
=  ^yaj-sinya; -a;^      =^--sinya;. 


Wir  wollen  nun  die  trigonometrischen  Funktionen  umkehren  und 
beginnen     mit    y  =  f(x)  =  sin  x.      Die    Ableitung    f'{x)  =  cos  x    ver- 

schwindet  für  x  =         wo  w  irgendeine  ungerade  positive  oder  negative 

Zahl  bedeutet,   und  wechselt  an  jeder  solchen  Stelle  ihr  Vorzeichen. 
Vm   die   Funktion   umkehren  zu   können,    legen   wir   daher   der   Be- 

—  T^j  +9")  ZU  Grunde;  der  betreffende 
Zweig  der  Kurve  y  =  sin  x  ist  in  Fig.  41  stark  gestrichelt  gezeichnet. 


Fig.  41. 


Fig.  42. 


I 


Durch  Spiegelung  in  der  Geraden  y  —  x  resultiert  die  in  Fig.  41  stark   f 
ausgezogene  Kurve,  die  Bildkurve  der  Umkehrung  der  Funktion  y  = 


I 
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sina;:  man  bezeichnet  dieselbe:  x=SLTcsiny  dies  „arcus  sinu.s  //•*); 
die  Gleichung  a;  =  arc  sin  y  sagt  aus:  ^x  ist  derjenige  Winkel  fin 
Bogenmaß  —  daher  ,.arcus").  dessen  sinus  gleich  y  ist".  Vertan.schen 
wir  noch  —  um  zur  gewohnten  Bezeichnung  der  unabhängigen  und 
abhängigen  Variablen  zurückzukehren  —  den  Buchstaben  x  mit  y, 
so  ist  y  =  g{x)  =  -drc  .sin  x  die  zur  Funktion  ?/  =  /ix)  =  sinx  inverse 
Funktion.     Sie  ist  im  Intervalle  (—1,  +1)  definieit.  vgl.  Fig.  41. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  erhält  man  als  Umkehrung  der  Funktion 
y  =  cos  a;  im  Intervalle  (o.  tc)  die  Funktion  x  =  arc  cos  y,  bzw.  nach 
Vertauschung  von  x  und  y,  y  =  arc  cos  x  im  Intervalle  (—  1,  +  1) 
(Fig.  42)   und   als  Umkehrung   der  Funktion  y  =  tg  x   im    Intervalle 

(TT  7t  \ 

—  ^,  "'"ö")'  ^^^  Funktion  a;=arc  tgy,  bzw.  (nach  Vertauschung  der 


Buchstaben)  y  =  oxcigx  im  Intervalle  ( — oo,  +c»).  vgl.  Fig.  43. 
ist  insbesondere  lim  arc  tg  cc  =  +  ^      lim  arc  tg  a;  =  —     • 

X—*  -4-  CX3  ^   X— >  —  oo  ^ 


Es 


Fig.  43. 


Fig.  44. 


Sehr   beachtenswert   ist   die  Umkehrung  der  Funktion  //  =  ctg  x 

(TT  7t  \ 

—  — ,  +^h  d^^  ™^*'  x  =  arc  ctgy.  bzw.  nach  Ver- 
tauschung der  Buchstaben,  y  =  arc  ctg  x  bezeichnet  und  im  Intervalle 
(— oc,  +oo)  definiert  ist  (Fig.  44j.   Nähert  sich  nämlich  x  von  link.s  her 

7t 

dem  Werte  Null,  so  konvertiert  arc  ctg  x  gegen  —  -. :  strebt  dagegen 


X  von  rechts  her  gegen  Null,  su  konvergiert  arc  ctg  x  gegen  4-     ,  in 

TT  7t 

Zeichen:  lim  arc  ctga:=— — .  lim  arc  ctg  a;=  + --,.  Beim  Passieren  der 


Stelle  x=o  springt  also  die  Funktion  /»=arc  ctg  ./  vun  —  \^  aut+  ,^ : 

>ie  wird  dort  unstetig,  ohne  jedoch  unendlich  zu  werden. 

Die  soeben  definierten  Umkehrungen  der  trigonometrischen  Funk- 
tionen nennt  man  die  zyklo  nie  tri  sehen  Funktionen.  Ihre 
.\bleitungen  werden  leicht  nach  der  Regel  der  DittVrentiation  von 
inversen   Funktionen  (Regel  5)  erhalten.    Ist  ?/  =  Ax)  =  sinx.  so   ist 
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du  j   ^^  //   \  1 

X  =  g[ii)  =  arc  sin  y,  £  =  f'i^)  =  cos  x,   und  ^-  =  {/  (^)  =  -^.^  = 

= ^  __.    Aehnlicli  ergibt  sich  aus  y  =  f{x)  =  cos  a;, 


cos»     yi— sin^x     fl^y^ 


X  =  g{y)  =  arc  cos  y,  ^  =  fix)  =  —  sin  x,   die  Formel  ■  /y  -  9'  iv)  - 


d  11  i  1 


ans 


-  ^^  arc  cos  y  -  j^^^       _  ^-^  ^  y^  _  ^^^^  ^  y  1  -  y ^ 

y  =  fix)  =  tg  x,   a;  =  g-Cy)  =  arc  ig  ?/,  ^^  =  fix)  =  ^-^^,    die    Formel 
dx        ...        (^  ......  1  ^^„2  ^  _        ^^ *^  _    ^■'^ 


I  =  ?■(!'>  =  rf,  «■•'= '« 2'  =  -f(4  =  '"''  "  =  1+t?^*^  =  1  + 


dy 


und 


^2/       ..™.  1 


aus  y  =  fix)  =  ctg  x,  x  =  0^(2/)  =  arc  ctg  y,  ^^  =  f'(x)  =  -  ^v^^     die 

Formel  g=  ^^y)  =  |^  arc  ctg  y  =  j^^=-sm^x^  __J_^^  = 

= L_.     Vertauscht   man    in    diesen    Formeln   x   mit  y,   so    er- 

1+?/' 
halten  wir: 

^    arc  sin  0;=^=^  tt^  a r c  t g  i»  =  :p7^;;:^ 


;^  arc  cos  x  =  -^=        ^  arc  ctg  ^=-^ 


Uebungen. 


13.  Uebung.     //  =  fix)  =  arc  sin     ;  f'{x)  =  ?  —  Lösung.    Setzt  man 

1         _i  .      dy      dy  du  1        /      in     -2  _ 

=  x    ^  ^  u,  y  =  arc  sin  u,  so  ist  -,-  =  ,"  ■  1^^   , , :,  •  l —  ^  j '  ^      — 

X  '  ^  dx      du  dx      yi — w'-ä 


a;2yi_(iy2  a;ya;2— 1 

14.  Uebung.     ?/  =  fix)  =  arc  tg  fx;  ^^  =  ?  —  Lösung.    Man  setze 

,  .      dy      dy  du  1  .     -\ _ 

ix  =  u,  y  =  arctgK  «oist^^  =  ^^-^^=^^^,-.^       - 


/sin  xv'^      . 
*)  Es  ist  nämlich  1  +  tg^r  =  1  +  y^^^  J  ^     "^ 


2fx  (1  +  X) 

sin^a;      sin''«  +  cos^  x 


cus'^'x  cos-'x  cos^« 

1  o         ,       cos*;r      sin^a;  + cos'.x  1 

daher  cos'^x  =  j^Ttg,,^-  Aehnlich  ist  1  +  ctgV  =  1  +  -.^^.  -       ^j^,^^         -  -^^ 

und  somit  siii'^x  =  -^       ^^^  ^  ^,- 


I 
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15.  Uebung.     /y  =  f{x)  =  ^  (arc  sin  x)-;  Jl  =  y  —  Lösung.    Setzt 


,     .,         .  ^  dij      dt/    du       ,     ^  1 

i^u-,  so  ist    /  =  /  .       =  1  .  2  •  u  .    , ^  — 

dx      du    dx  ^\  x"^ 


man  arc  sin  x  =  u.  y  ^  ^  w-,  so  ist    /  =  /  .       =  '  .  2  •  u  • 


_  arc  sin  x 

~fT^x^' 

16.  Uebung-.  Unter  a{x)  wollen  wir.  wie  bisher,  diejenige  Funktion 
verstehen,  die  die  Größe  des  Winkels  angibt,  den  die  Tangente  an 
eine  gegebene  Kurve  y  =  f[x)  in  einem  Punkte  P  (x.  y)  mit  der  x- 
Achse  einschließt.  Aus  der  Relation  f'(x)  =  tga(x)  iolgt  a(a;)  =  arctg 
f\x).  —  Es  ist  die  Funktion  a{x)  für  die  Parabel  y  = /(a^' =  2  aj-  auf- 
zustellen und  nach  x  zu  ditferentiieren.  — Lösung.    Es  ist  f\x)  =  Ax, 

also  aix)  =  arc  tg  4  x  und  ,    =  - — ; — - — ^  •  ,    (4  x)  =  ,       ^-^^--.  • 
^  ^  ^  dx      1  -{-  {4:X)-  dx^  l  +  16a;2 

17.  Uebung.  Man  stelle  die  Funktion  a{x)  für  die  Sinusoide 
y  =  f{x)  =  sin  x    auf   und    ditferentiiere    sie.    —    Lösung.      Es     ist 

f'{x)  =  cos  X,  daher  a{x)  =  arc  tg  (cos  x).     Um    ,    zu  berechnen,  setze 

.  ^  ,         da      da  du  1        .       . 

man  cos  x=?/,  a(>r)  =  arctgM;  es  ist  dann  ,   =  ,    'j   =i   ,     .,•(— sinxi  = 

(tx     (tu  dx      1  "p  ü' 

_  sin  X 

1  +  cos'x 

18.  Uebung.  Man  stelle  die  Funktion  a{x}  für  den  Halbkreis 
y  =  f{x)  =  — 1«- —  x-  auf  und  differentiiere  sie.  —  Nach  Uebung  ö  ist 

f'(x)  =  +   , ■  daher  a(a;i  =  arctg  -,--  ^— .  Man  setze  -, ~  ="» 

dy  \  1  1 


y  =  arc  tg  u.  so  ist  /  =  :— — r,  ,  , .. 

du      l  +  u'      .    ,      _J^_ \        1    ,        ^ 


/^ s    d  d     -.,- 

,         V«' — X''-  ,    X  —  X  ,    \a^ 
a^  —  X-     du  dx  dx 


a- — X- 


a-     '     dx  (y^z 2;2)* 

ya-  —  X-  —  X  • 

_  Va-— x-_      a-— x"^+x"^     _       _      <*"^  I 

~  a-  —  x'^  ~  (a-^  —  x2)  ya^ZT^-i  ~  ^^^a  _  ^-S)  y^äZ. x- 

(iw     rfy  du     a-  —  x-  a^  1  r,      ,  ,. 

~-  =  ^.      =-- — - — .  -^_^        = .  —  Zu  demselben 

dx     du  dx  a-        a-  -  x- ]' a-  —  x'      1«-'  — x- 

Resultat  gelangt  man  rascher,  indem  man  benierkt.  daß  aus  tga(x)  = 

XX  X  doL 

folgt*):    sin  afx)  =     :  daher  ist  a(x)  =  arc  sin       und  ,     = 

\(i'- — x'-  a  (i  ax 

1  1 


a 


-(!)■ 


*)   Es  ist  ]a  sin-a=    .  ,      .        ,     =  .  «      ,    ,•    ''"^*^^'"   -•*'""'•'         , 

1  +  1  — M=  :        -  ' —  = -— =  und  sin  tüMi  =     . 

Vi^^^/ j       a'—x'         a^  —  x*  a*       \a  a 
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19.  Uebuiig.    fix)  =  arc  sin  x  +  fi  —1d'';  f\x)  =  ?  —  Lösung.  f'{x)= 
1         .-i    .      ...^  1  ^ 


=  — =.+  ^(1  — a;-)    ^.(-2a;)  = 


y(i  - »)  (r+^    F  r  +  ^ " 

20.  Uebuug.     fix)  =  y  a;2  —  1  +  arc  sin       ;  /  (cc)  =  ?   —   Lösung. 


1  1  X  11  a;2  — 1 


x' 


ya;3  _  1       »2  •    / 1^      y^_ i       X     fx^  —  1       xi 

=  --  ix'^^l. 

X 

X \ 

21.  Uebung.     y  =  fix)  =  arc  sin  — y^ ;  fix)  =  ?  —  Lösung.    Man 

xy2 

x~l  .  ■  ^  dy  1 

duy^'i^''-'^-^''-'^dx^''^^  _xi2-i2(x-l)_ 
dx  (a;  1/2)2  2x^ 

y 2         ,    (iw      dy    du            l           iY                 1                )/2 
'       und    /  =  — — —  = 


2^2  ""^   dx~cki'  dx~  ]/ iTT^     2^~-|/        /a;— 1\2    2a;2 

r   l^y2/ 

_  g/2     y¥_  a;y2  f2   ^ 

~  y2a;2^ra;2q:~2^~y '  2  »^ ""  ix^-^2x—i   2  x^ 

_  1 ^ 

~  xi~x^  +  2x  -1 
22.   Uebung.     y  = /(a;)  =  arc  tg  (a;  —  yr+ »^^ ;  /'(a;)  =  *^  —  Lösung. 
Man     setze    x  —  yi  +  a;^  =  ^^^  y  ^  arc  tg  w.    so    ist     ^~  =  t    ,      2  ~ 

^  ^ 1_  _1 1  _ 

~  l+(x  — /l+a;2j2      2  +  2x2  — 2  a; yrr^'      2  "  1  +  a;^  _  ^-yi^  3.2'     ^ 
<iw       ,       , /,    ,      9  — 1  c^  i  X  fl  +  a;2  — a;  dy     dy 

dx  ^  yi_j_a;2  ^Y+ x^  ^x     ^^ 

du  _  1 1  jr+x^  —  X  _  1^  1 

dx~  2  '  1  +  a;2  —  a;  yi  -f^  '       ^1  +  a;^       ~  2  yT~-Fa;2  i]/ 1  +"»2  _  x) 
yi+V  — a;      11  111 


]fT+^^  2    )/ 1  +  a;2  y'l  '+'x''      2    1  +  a;2 
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23.  Uebung.     y  =  f{x)  =  2  arc  t-   1/  ^  ±^;  2=/'(xj=y  -  Lösung. 

Setzt  man :    =  v.  ]'v  =  v^  =  u.  ;j  =  2  arc  tg  u,  so  ist 

dy  _      2      _      2  2  2(1  — a;)       _ 

du  ~  l  +  u2  ~  T+v  ~         1+x  ~  i^^^^Y+"x  =  (^  ~ ^)' 


=.„^-=,„-*.^=i^__,y.;-^, 


(^w         ,    ^-1         ,     -^  1  . 1 


d  ,.    .  ,.    .     .d 


X 


,         (l_a;)^-(l  +  a;j-(l+.2;),   (1— x)       ^  ,   /i    .      x 

^^  ~  (1  —  X)-  "   ~        (f—  x)2        ^  (1  IT^p 


dx      du    dv    dx      ^  ^  j'  1 

_!__    1/1^^-,/  1  -^^ 

1  — X    M  +  a;      ni  — xjd  +  x)     ]'i  —  x^ 


Es  kommt  mitunter  vor,  daß  y  auf  die  Weise  als  Funktion  von 
X  definiert  wird,  daß  sowohl  die  unabhängige  Variable  x,  wie  die 
abhängige  ?/,  beide  als  Funktionen  einer  dritten  flill'svariablen  f 
(eines  sog.  „Parameters")  angegeben  werden,  x  =  fp{t),  y  =z  ip[t). 
Hierbei  sind  die  Funktionen  (f{t),  ip{t)  auf  ein  solches  Intervall  (<,,  t^) 
der  Hilfsvariablen  ^  beschränkt,  in  welchem  die  Funktion  x  =  (p{t) 
umkehrbar  ist.  Unter  dieser  Beschränkung  entspricht  vermöge  der 
Beziehung  x  —  cp[t)  nicht  nur  jedem  Werte  von  t  ein  und  nur  ein 
Wert  von  x,  sondern  auch  jedem  Werte  von  x  ein  und  nur  ein  Wert 
von  t;  diesem  Werte  von  t  ist  nun  wiederum  durch  die  Gleichung 
y=ip{t)  ein  (und  nur  ein)  Wert  von  y  zugeordnet;  somit  entspricht 
jedem  Werte  von  x  (in  einem  passenden  Intervalle)  —  mittelbar  — 
ein  und  nur  ein  Wert  von  y,  es  ist  also  y  eine  Funktion  von  x.  Den 
analytischen  Ausdruck  für  diese  Funktion  y  =  f[x)  erhält  man.  indem 
man  zunächst  die  Gleichung  x  =  (p{t)  nach  t  auflöst:  t  =  x[x)  und 
dann  in  der  Gleichung  y  =  ip(t)  für  f  den  Ausdruck  x'^)  einsetzt: 
U  =  fKx(^))='  fi^)',  die  Funktion  t  =  x{x)  ist  nur  in  einem  solchen 
Intervalle  eindeutig,  in  welchem  fp(t)  entweder  beständig  zunimmt 
oder  beständig  abnimmt  (was  stets  dann  der  Fall  ist.  wenn  in  dem- 
selben durchwegs  rp\t)  4=  o  ist). 

Als  Beispiel  für  die  Parameterdar- 
stellung  einer  Funktion  möge  der  horizon- 
tale Wurf  eines  schweren  Körpers  dienen. 
Im  Punkte  0  (Fig.  45»  wird  z.  B.  aus  einem 
Gewehr  eine  Kugel  horizontal  mit  der  Geschwin- 
digkeit v  abgeschossen.  Wenn  nicht  die  Schwer-  Fig.  4.). 
kraft  auf  das  Projektil  einwirken  würde,    so 

würde  sich  dasselbe  nach  dem  Trä<,^heitsprinzip  weiter  horizontal  mit 
konstanter  Geschwindigkeit  v  fortbewegen  und  es  wäre  x=vt,  wo  .r  die 

Salpeter.  Jl;itli(Mnatik.    J.  .\ufl.  ^ 
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horizontale  Entfernung  der  Kugel  von  0  und  t  die  Zeit  bedeutet.  Nun 
wirkt  aber  auf  die  Kugel  auch  die  Schwerkraft  ein;  wenn  dieselbe  allein 
wirken  würde  (d.  h.  also  wenn  die  Kugel  nicht  abgeschossen,  sondern 
einfach  in  0  fallen  gelassen  worden  wäre),  so  wäre  y={gt",  wo  mit  y  die 
vertikale  Entfernung  von  0  (nach  unten)  und  mit  g  die  Erdbeschleuni- 
gungskonstante bezeichnet  wird.  Infolge  des  Zusammenwirkens  beider 
Umstände  wird  das  Projektil  eine  derartige  Bahn  beschreiben,  daß 
zu  jeder  Zeit  die  horizontale  Entfernung  desselben  von  0  durch  x=vt, 
die  vertikale  —  durch  y=\gt'^  gegeben  sein  wird.  Durch  die  beiden 
Gleichungen  x  =  (p{t)  =  vt.  y  z=  ip^t)  =  ^gt-  ist  aber  auch  die  Bahn- 
gleichung des  Projektils  gegeben,  d.  h,  also  y  als  Funktion  von  x, 
y  =  f(x).    Den  analj'tischen  Ausdruck  für  dieselbe  findet  man,  indem 

man  zunächst   die  Funktion  x  =  (p{t)  =  vt  umkehrt :  t  =  x{^)  =       und 

X 

in  y=\p(t)={gt'  für  t  den  Ausdruck  t=x{x)=   -einsetzt:  y—xp{i[x))= 

=  1-0. /-)  =^  .x-  =  ax-  —   wenn   der  Kürze   halber  ,^  ,  =  a  ge- 
^■^     \v  j       2v~  2v''  ^ 

setzt  wird.    Die  Gleichung  y  =  ax"  stellt  aber  eine  Parabel  dar. 

Wir  stellen  uns  nun  die  Aufgabe,  die  Ableitung  einer  Funktion 

y  =  j{x),   die  in  Parameterdarstellung:   x  =  (f{t),  y  =  ip(t)  gegeben  ist, 

zu  berechnen,  ohne  daß  erst  aus  den  Gleichungen  x  =  <p{t),  y  =  xp{t) 

die  Hilfsvariable  t  eliminiert ')  wird.    Hierzu  bedienen   wir  uns  der 

Regel   über   die   Differentiation   einer   Funktion   von   einer  Funktion 

(Regel  4).     Es   ist  ja   y  —  ip{t).  t^x(x),   wo  t  =  x(x)   die  ümkehrung 

der  Funktion  x  =  (p{t)  bedeutet.    Daher  ist  j    ="  ^f  •  j  '■>  nun  ist  aber 

nach    der   Regel    über    die   Differentiation    einer   inversen   Funktion 

dt       ^    dx    .  .       du      dy  dx      .       .  .  ,       th'U)         ,    .         ,     . 

3-  =  1 :  ^T,  daher  j-  =  <^:^,    oder  f(x)  =  -'--j-,   wobei   noch   in    (p'(t) 

dx  dV  dx       dt    dt  ■  '      rp'{tf  '  ^  ^ 

und  ip'(t)  der  Parameter  t  durch   den  Ausdruck  y^x)  zu  ersetzen  ist. 

Hiermit  ist  folgender  Zusatz  zur  5.  Regel  gewonnen  worden. 

Zusatz.    Ist  .jß  =  (p(t),  if=Ht),   so   i*^t^^  =  ^^^:~    oder 

t {•»')=    Vi  1-)    wo    noch    für   t    der    Ausdruck   t=x(Qc)    Um- 
^    '      fp  yt)  ^   ' 

k e h r u n g   von    ./•  =  cp{t))   einzusetzen    ist.      Hierbei   sind   die 

Funktionen  (p{t),  (p{t)  auf  ein  Intervall  zu  beschränken,  wo  durchwegs 

(p\t)  4=  0  ist. 

In  obigem  Beispiele  war  x  =  cp{t)  =  vt,  y=ip(t)=t^gt^,  t=xix)=   , 
(p'{t)  =  v,   ip'{t)  =  gt,  d'dher  ^    =  f'{x)  =  gt :  V  =  ^^  X    (was    auch    durch 

*)  Die  Variable  ^  ans  den  Gleichungen  ic  =  qp(f),  y  =  tlit)  „eliminieren", 
heißt  aus  den  zwei  Gleichungen  x  =  q>{t),  y  =  iplt)  eine  dritte  herleiten,  die  von  t 
frei  wäre.  Dies  geschieht  entweder  so,  daU  man  t  aus  einer  der  Gleichungen  be- 
rechnet (d.  h.  die  betreffende  Gleichung  nach  t  auflöst)  und  in  die  andern  einsetzt,  I 
oder  aber,  daß  man  beide  Gleichungen  x=^(f{t),  ?/  =  'i|)(t)  nach  t  auflöst  und  die  s» 
erhaltenen  Ausdrücke  einander  gleichsetzt.  —  Mitunter  wird  die  Elimination  durch 
Kunstgriffe  vollzogen  (wie  z.  B.  in  den  Ueb.  24  und  25). 
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direkte    Differentiation    der    Funktion    y  =  ^^x'^   bestätigt    werden 


Uebungen. 


24.  Uebüng.  Die  Funktionen  x=r/)(«)=acosw^  y=xp{t)=a^m(jit 
(vgl.  Uebung38  vorigen  Kapitels)  mögen  die  Baliu  eines  Massenpunktes 
definieren.  Die  Gleichung  der  Bahn  erhält  man.  indem  man  aus 
den   Gleichungen   x  =  cp[t),  y  =  ip{t)  die   Variable  t  eliminiert.     Aus 


■  -.=»1 


X  y 


x  =  acof>ci)t,  y==asmü}t,  folgt      =  cos  tot,  —  =  sin  cot  und  durch  Qua- 
drieren  und  Addieren  erhält  man 

cos^wt 


(»)'= 
(f)^- 


sin^w« 

(f  ""  (  ^ )  ^  ^^^'  ^'^^  "^  ^"^"  ^'^^  ^  ^ 
oder 

a;2  -|-  _?y2  _  ^2 

Dies  ist  aber  die  Gleichung  eines  Kreises  vom  Radius  a  mit  dem 
Mittelpunkte  im  Koordinaten  Ursprung.  Durch  Auflösung  der  Gleichung 
x'--{'y^  =  a-  nach  y  erhält  man  zwei  Funktionen  y=  +  '^a-  —  x- 
(oberer  Halbkreis)  und  y  =  — Va^ — x-  (unterer  Halbkreis). 

Zu  demselben  Eesultate  gelangt  man,  indem  man  die  Gleichung  x=(p(t)  =  acos  <»( 

X' 

zunächst  nach   (ot  auflöst:   wi  =  arc  cos       und  dies  in  y  =  ypif)  =  a s\n  tot  einsetzt: 


y  =  asin  larc  cos— j.    Letztere  Gleichung  sagt  aus:      ist  gleich  dem  Sinus  desjenigen 
Winkels,  dessen  Cosinus  gleich        ist;  ist  aber  der  Cosinus  eines  Winkels  gleich 
so  ist  ein  Sinus  gleich  iVl — (^)    (denn  es  ist  ja  für  jeden  Winkel  a  sin-  ic  + 

«os-'a  =  1):   daher  ist  —  =  ±  j/ 1~(^)   "nd  ?/  =  ±a|^l  — -^=  ±  ]fa-—x-.    Was 

nun  die  Wahl  des  Vorzeichens  betrifft,  so  beachte  man.  daO  die  Funktionen  x  ==  qp(0. 
y±'^{t)  auf  ein  solches  Intervall  zu  beschränken  sind,  in  dem  durchwegs  t|''(f)4^0  ist. 
Nun  ist  qp\f)  =  — ao)  sin  w^  und  daher  qp'(0  gleich  Null  füTo>t  =  0,  -t,  2n-,  Stt,  4jr,  .  .  . 

TT       StC         iTT 

h'Aw.  /  =  0,      ,       ,       ,  .  .  .:    die   Funktionen   q^{t\   iJ'(/)   sind    alsi>    auf   eines    der 

(O         CO  lO 

Intervalle  (0,       ),  |     ,        1,  (      ,     '),...  zu  beschränken,   denn   os   ist   im   Inueni 

\       (O  /    \eo      CO/    \ci}       CO  I 

«ines  jeden  derselben  durchwegs  qp'(f) -1^ 0.  Wählen  wir  zunächst  das  Intervall  (0,        1: 

in  demselben  ist  sin  od  beständig  positiv,  daher  ist  dort  y  =  a  sin  mI  positiv  anzu- 
nehmen: y  =  -\-\a'^^x^  (oberer  Halbkreis).  Wählt  man  dagegen  das  Intervall 
|— ,      -),  so  ist  y  =  —]'a-  —  x'  zu  setzen,  weil  in  diesem  Intervalle  sin  ^t  beständig 
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ueijativ  ist.    (Wesjeu  des  periodiseheii  Charakters  der  Funktionen  sin  (of,  cos  cot  ergebeni 
die  anderen  Intervalle         .        l         -  n^"'.  nielits  Neues.) 


1 


Die  l-"iiiiktion  /\x)=+]«-     x'  bzw.  f(x)=  —}'a-—x-   haben   wir 
bereits   ditleieiitiiert   (Ueb.  o   dieses   Kapitels   und   «gefunden  f'{x)  = 

4:       ^_     •    \\ir  wollen   dieses  Resultat  verifizieren,   indem   wir  die 

]«■- — j- 

Re^el  über  die  Ditt'erentiatiou  einer  Funktion  in  Parameterdarstellung 

,     .       dy       du    dx  ,,  , 

heranziehen.      Nach    dieser    Regel    ist    ^^  =  ^^  :  ^^  =  i/^'(«)  :  f/)'(«)  =. 

rajcosfü^:    — (aDsinw«  =  — ctgtc»^:    nun    ist   —    wegen    a;  =  acosw«  — 

iot  =  arc  cos  ^  und  daher    ,   =  —  ctg  arc  cos      )  =  +   ,- 
a  dx  °\  al  ya' 

•2ix  Uebung.     Wir   haben   in   Ueb.  38   vorigen  Kapitels  gesehen^ 
daß     zwei     haniiouische    Schwingungen    x  =  a  coa  tot  =  a  sin  {(ot  +     \ 

u  =  a  nu\  (,)t   von   derselben    Amplitude  r;    und   Periode        ,   aber  von 

einer  Phasendirterenz  '^.,  sich  zu  einer  Kreisschwingung  zusammen- 
setzen. Man  kann  nun  leicht  zeigen,  daß  sich  zwei  harmonische 
Schwingungen  x  =  a  cos  tot  =  a  sin  1  w^  +  ^^  |,  ?/  =  6  sin  lot  von  der- 
selben Periode  "^'  ,  von  der  l'hasenditt'erenz  '  und  von  verschiedenen 
Amplituden  a.  b  zu  einer  elliptischen  Schwingung  zusammen- 
setzen.      Aus    x  =  a  cos  cut,     y  =  b  sin  tot    folgt    nämlich        =  cos  tot^ 

■    =  sin  oj^  und  durch  Quadrieren  und  Addieren  erhält  man: 

I      I  =  cos-w^ 

'/  \'       •   .. 
'    I  =  sin-w^ 


+  y'l  \  =  cos'^  tot  +  sin-^  tot  =  1 


a;  V-       I  y 
a 


X-      y-  _ 

a-        b- 

*v  r'    •  i.  •      L    '        cos'-a  cos'-a  ,    ^  ,         cost^  „,    /  x\ 

*)  Kh  lat  ]n  ctii- IC      .         --  nnd  ctg  cc  -^  4-  -—  —  .    Ctsr  arc  cos 

sin-«       1  — cos-'t^  ^  j/l  — cos^a  \  «/ 

heil;t  aber  nichts  anderes,  als  Cotangens  des  Winkels,  «lessen  Cosinus  gleich  —  ist; 

ist  der  Cosinus  eines  Winkels  a  ijleich      ,  also  cosc<:=^=   "-,    so  ist  nach  obisrer  Formel 

^  a'  a' 

ctg  «  =  ±        '"-"^ "        ^  db  ^  :  1  1  -  ( "")'       ±  •''■  :  ^  Ü'-x'  =  ±  X  :  M^-  x'  = 
+ und  ilaher  ~  ctij  (arc  cos'    1=  ^ . 
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oder  b-  X-  +  a-  //-'  =  a'^b'-. 

Dies  ist  aber  die  Gleichung   einer  Ellipse.    Löst   man  dieselbe  nadi 

y  auf,  so  erhält  man  y  =  ±  —  /a-  -  x'-. 

Wir  haben  bereits  in  Ueb.  6  erhalten:    f  (+  -  )a-'^^\  =  :f  ^       ^      ,   was 

(lx\-  a                j            a)o-— X* 
auch  mittels  Differentiation  der  Funktion  in  Parameterdarstellung  verifiziert  werden  kann. 
^   .  ,.      dy       dy    dx      ,             .               .       ,           b                       b           x 
Es  ist  la :  -7^  =  -jr  :  -jt  =  ooj  cos  at :  —  aio  sm  cof  = ctff  oit  =  — = 

*      dx       dt     dt  a      ^  a    +y^__2-« 

hx 

a  Ya- —  X- 

26.  Uebung-.     x  =  a{t  —  sin«),   y  =  ail  —  cos<);   ^  = '^  —  Lösung. 

dx 

Es   ist  -^  =  a  (1  —  cos  t) ,    j:  =  a  sin  ^     daher   ^  =  — = 

dt  ^  'dt  dx        a(l  —  cos  t) 

.    ,         2sin-^cos„  ^   cos  , 
smt  2       2  2       ,    < 

ctg 


1  —  cos  i         «  .  9  <  ■    t         *  2 

2sm-^         sm 

27.  Uebung.     x  =  a{l  — •  cos«),  y  =  at-,  ^  =  '■!  —  Lösung.     Es   ist 

dx  .       dy  ^  .       dy  a  1 

,   =asm«,  ^  =a.   daher  ^  =  — ^— =  ^^• 
</«  dt  dx      a  sin «      sin  t 

28.  Uebung.     a?  =  —r—,,  ^  =  — ttx;   j    ='■    —   Lösung.      Es    ist 

dx^{a-\-t){—\)  —  {a  —  t){^\)_    —2a    dy_{a-\-t){-^l)  —  t{+\)^ 
dt  {a-^tf  ^      («  +  «)■■'  dt  {a  +  t)' 

a  ^  ,       dy      dy  dx  a  2a  1 

— nnnpr  =         • =  "   = • 

(a  +  tf  '  (?a;       (^« '  rf«         (a  +  «)'  '  l«  +  <)'  ''i 

*)  Es  ist   1  =  cos^  -ö  +  sin-      und  cos  t  =  cos-    .3  —  sin-  -^'    daher   1  —  cos  t  = 
Ssin^^- 


A^ll.   Höhere  Ableitimgeii. 

Die  Ableitung-  y'  =  f'{x)  =  J^  einer  Funktion  y  =  f{x)  ist  ihrer- 
seits eine  Funktion  von  x  und  kann  ilirerseits  nach  x  ditterentiiert 
werden.  Die  Ableitung-  der  Ableitung  einer  Funktion  y  =  f{x)  nennt 
man    die   zweite   Ableitiiiig    oder   den    zweiten   Differential- 

([iiotienten   derselben    und   bezeichnet   mit  /"{j),   y"   oder       •.,. 

So  ist  z.  B.  für  y  =  /  (x)  =  x^,  /'  (x)  =  Bx^  und  /"  (x)  =  3  •  2  x^  -  6  x. 
für  y  =  f{x)  =  sin  x  ist  /'  (x)  =  cos  x  und  /"  (x)  =  —  sin  x. 

Die  Ableitung  der  zweiten  Ableitung  einer  F'unktion  heißt  die 
dritte  Ableitung   derselben   oder   der   dritte  Difterentialquotient  und 

wird  bezeichnet :  /'"  (x)  =  y'"  =  ,  "^.    Aehnlich  werden  die  höheren 

Ableitungen  (Diiterentialquotien)  definiert  und  bezeichnet:  /""(ir\ 

rHof^),  r^^iuc),  ...  bzw.  IJ^,  ^^2^,  ^^,  ....   Für  y  =  fix)  =  sin X 

ist  beispielsweise  f"'{x)  =  —  cos  x,  f^*^x)  =  +  sin  x, . .  .  Für  y=f(x)=x''' 
ist  nx)='dx',  f"{x)=Gx,  f"'{x)=6,  P\x)=^0,  /(-"(xj^O,  P(a:)=0,  .... 
Für  y  =  f(x)  =  x"  ist  f'{x)  =  n-  x"  \  f" {x)  =  n{n  ~  1) ic«  -,  f" (x)  = 
=  n{n—l){n-  2)x''-\  .  .  .  P'(x)  =  n(n  l)(n—2)  .  .  .  (w— Ä;+ 1).»"^% 
.  .  .  /<"'(x)  =  n{n-  1  }(n—2 )  ...  B  •  2  •  1  =  n !.  f"+'\x)  =  f"+-^x)  =  .  .  .  =  0. 


Wird  der  Weg  6-,  den  ein  Körper  in  geradliniger  Bewegung 
zurücklegt,  als  Funktion  der  Zeit  t  angegeben:  s  =  f{t),  so  ist  —  wie 
wir  in  Kapitel  Jll  ausgeführt  haben  —  die  (ilesch windigkeit  v  dieser 
Bewegung   durcii  die  Ableitung  des  Weges   nach  der  Zeit   definiert: 

ds 
v(t)  =  -,-  =  f'(t).    Bei   einer  ungleichförmigen   Bewegung  ist   die  Ge- 
schwindigkeit  mit  der  Zeit   variabel   und  kann   also  ihrerseits   nach 
der   Zeit    ditferentiiert    werden.      Was   für    physikalische   Bedeutung 
kommt  nun  der  .Ableitung  der  Geschwindigkeit  nach  der  Zeit  zu? 

Fixieren  wir  irgendeinen  Zeiti)unkt  t^^;  zu  dieser  Zeit  ist  die 
Geschwindigkeit  v{t^)=f'{t,^).  Lassen  wir  nun  zl^  Sekunden  verstreichen, 
.so  ist  zur  Zeit  «^  +  ^t  die  Geschwindigkeit  gleich  v(tf,  +  At)  =  f'{t^  +  At); 
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sie  ist  um  die  Differenz  ü(<o  +  ^t)  —  vit^)  =  /'{t^  +  At)  —  f%)  gewachsen. 

Den  Differenzquotienten  — -r^— — ~  nennen  wir  die  „mittlere 

Beschleunigung"  der  Bewegung  im  Zeitintervalle  (f.,,  <o  +  At)  und 

den  Grenzwert  derselben   für  At^O  —  die   „Beschleunigung" 

(schlechthin)  zur  Zeit  t  =  tf,.     Allgemein  wird  definiert: 

D      n       •  r      v(t)  +  At)—v(t)      dv       d  ..^     d-f      .,.^ 

Beschleunigung  =  hm^-ll_J_U  ^  __^  ^  _  ^.^^^^  .^/  ^  ^.(,^. 

Stellt  also  s  =  i{t)  den  Weg,  den  ein  Körper  in  geradliniger  Be- 
wegung zurücklegt,  als  Funktion  der  Zeit  dar,  so  definiert  die  erste 
Ableitung  des  Weges  nach  der  Zeit  die  „iTeschwindigkeit" .  die 
zweite  die  „Beschleunigung"  der  Bewegung. 


Uebungen. 

1.  Uebung.    Für  den  freien  Fall  eines  Körpers  unter  Einfluß  der 

Schwerkraft  ist  «=/(«=)  ^r-.    Geschwindigkeit,  Beschleunigung  dieser 

Bewegung  ?  —  Lösung.    Es  ist  die  Geschwindigkeit  v  =  j'{t)  =  gt,  die 

Beschleunigung  -j-  =  f"{t)=g.  Beim  freien  Falle  ist  die  Beschleunigung 

konstant,    und   zwar    ist   in  unseren    geographischen    Breiten    rund 

q  =  981  — s  • 
"^  sec^ 

Die  Dimensiou  des  Weges  s  ist  „cm",  die  der  Zeit  t  —  „sec",  daher  die 
Dimension   des  Quotienten  — r,   und   des  Grenzwertes   desselben  <•  =  lim      -  gleich 

" — s.      Ferner  ist  die  Dimension  von  ^v  dieselbe   wie  vun  v  also  "      ,  .   die   des 
sec  sec 

Üuotienten  ffleich  — :  sec  =     -^    und    daher    ist    die     Dimension    der    Be- 

^  ^t  ^  sec  sec- 

^v      ,  .  ,     cm 

cm  sec~^. 

2.  Uebung.      Die    harmonische    Bewegung     ist    gegeben    durch 

h  =  asm(jjt.    Geschwindigkeit,  Beschleunigung?  —  Lösung.    Die  Ge- 

ds 
schwindigkeit  ist  gleich    ,  =awcosw«,    die    Beschleunigung    gleich 

d~s 
-,  =  —  am- sin  tot.  —  Man  beachte,  daß  wegen  s^asiniot   die  Be- 

d-s 
schleunigung  auch  geschrieben  werden  kann:    7,..  =  —  ">"*^     l>ei   dei- 

harmonischen  Bewegung   ist  also   die  Beschleunigung   der  Jeweiligen 
Elongation  proportional  und  stets  gegen  die  Miitel(^Ruhe-)lage  gerichtet. 

3.  Uebung.  In  den  zwei  letzten  Uebniigen  haben  wir  uns  mit  geradlinigen 
Bewegungen  befaCt.  In  diesen  Fällen  KOiüigt  es.  zur  ("harakterisiorung  der  Ge- 
schwindigkeit ihren  Betrag  anzugeben.  Im  allnenieinen  ist  abtr  die  Gfsrlnviudiirkeit 
eine  gerichtete  Größe,  d.  h.  sie  ist  erst  diin-h  Angabe  der  Kiditung  und  des  Uetniges 
vollkommen  bestimmt.  Die  Geschwindigkeit  kann  somit  nicht  nur  ihren  Betrag, 
sondern  auch  ihre  Richtung  ändern,  wie  dies  bei  Bewegungen   auf  gekrümmten 


^g  Krster  Teil.     Dilieicntialiccliiuiii.ü:. 

Buhnen  uescliiflu.  l>enni;ich  sprii'lit  man  von  einer  1>  esclile  nni  suu<>-  auch  danu. 
wenn  die  liosi-hwindii^'ktMt  dem  Betrage  nach  zwar  konstant,  der  Kichtnnp:  nach  aber 
variabel  ist.  IHe  Kiehtnuosändeiuni;  der  (lesehwimUiikeit  wird  am  besten  auf  die 
Weise  in  Keelmuni:  oe/,o:;en,  dali  man  dieselbe  in  jjenullini<>e  Komponenten  (parallel 
zn  konstanten  Rieht nnijen^  zerleiit  und  die  Aendernnfi;  dieser  Konii)onenten  mit  der 
Zeit  untersucht.  Wir  wollen  dies  für  die  oloichftinni^e  Bewej::nni>-  am  Kreise  vom 
Radius  (i  mit  der  Winkel.<?eschwindii,^keit  w  durchführen  —  vgl.  Ueb.  38  Kap.  V. 

Die  Komponente  der  (iescliw  indij^fkeit  parallel  zur  ,r-.\chse  Vx  ist  s^leich      ,    r.=: 
__,,(.,  sin  oj^,  diejeniiie  parallel  zur //-Achse  r,,  =     '     ^^  aw  cos  oj^.  Der  Dift'erontial 
uotient    '''     =',.'.  ^         «oj- cos  cjf    gibt    uns    die    .»-Kompoueute,   der  Differential- 


dr. 

d-x 

dt 

^  dt-  " 

dl',/ 

d-\i/ 

dt 

^    dt- 

fiuoti.  nt  =     ,         '   —  rtfd-  sin  oit     die     2/-Komponeute     der     Beschleuniguuf»- 

'  dt  dt- 

We^en    der    Lileichuuiien  x      a  cos  ait,    y  =  a  sin  cot,    kann    man    auch    schreiben 
d-x  .,      d'-y 

Die  gesamte  Beschleunigung  der  Bewegung  erhalten  wir,  indem  wir  die  hori- 
zontale und  vertikale  Komponente  derselben  nach  den  Kegeln  der  geometrischen 
Addition  zusammensetzen.  Wir  wissen  bereits,  dalJ  die  Strecken  OM=x  und  MF=!/ 
geometrisch  addierf  als  Summe  die  Strecke  OP  (d.  i.  die  Verbindungslinie  des  beweg- 
lichen Punktes  F  mit  dem  fixen  Zentrum  O)  ergeben  —  vgl  Fig.  H3;  umgekelirt 
ist  die  horizontale  Komj)ouente  von  OF  gleich  ./■,  die  vertikale  gleich  //.  Die  Kompo- 
nenten der  Beschleunigung:  — oj-'.t  und  — w-//  gehen  aus  denjenigen  des  Fahrstrahles 
oP  nämlich  aus  x  und  //)  durch  Multiplikation  mit  ( —  ">-}  hervor;  daher  wird  auch  die 
resultierende  Beschleunigung  aus  dem  Fahrstraiile  6>i' durch  Multi|)likation  mit  ( — co-) 
hervorgehen.  D.h.  also:  die  resultierende  Beschleunigung  fällt  in  die  Richtung  von 
()1\  hat  aber  -  wegen  des  Minuszeichens  —  einen  (uitgegengesetzten,  also  gegen  das 
Zentrum  ()  gerichteten  Sinn  (da  ja  der  Fahrstrahl  OF  vom  Zentrum  weg  gerichtet 
ist);  der  absolute  Betrag  derselben  verhält  sich  zu  demjenigen  des  Falirstirahles  OF, 
wie  W-:  1.  Da  der  absolute  Betrag  von  OF  gleich  a  ist,  so  ist  derjenige  der  Be- 
schleunigung gleich  ao)'-. 

Rotiert  ein  Körper  längs  eines  Kreises  vom  Radius  a  mit  der 
konstanten  Winkelgeschwindigkeit  (o,  so  ist  seine  Beschleunigung 
gegen  das  Zentrum  gerichtet  und  der  Betrag  derselben  ist  g  1  e  i  c  h  oo)-. 

Ist  die  Winkelgeschwindigkeit  des  Körju^rs  (im  BogenuiaU  gemessen)  gleich  o, 
so  ist  die  Bahngeschwindigkeit  v  desselben  (d.  h.  die  Länge  des  Kreisbogens,  der  in 
der    Zeiteinheit    beschrieben    wird)    gleich    oo).       Führt    man    anstatt   w    die    Bahn- 

(V  \-       v' 
I    "" 
Auch  diese  Formel  wird  häufig  lienützt. 

Als  Mal)  einer  Kraft  gilt  die  Beschleunigung,  die  diese  Kraft  einem  Körper 
von  der  Masse^l  zu  erteilen  vernuig.  Befestigen  wir  am  Ende  einer  Schnur  OF 
finen  Stein  F  (von  der  Masse  l)  und  versetzen  ihn  derart  in  Umschwung  um  O, 
daü  IT  mit  der  Winkelgeschwindigkeit  w  rotiert,  so  wird  der  Stein  infolge  der  Träg- 
heit trachten,  tangeutiell  zum  Kreise  zu  entfliehen.  Die  Spannung  der  Schnur 
zwingt  ihn  am  Kreise  zu  bleiben,  sie  erteilt  ihm  die  Zentripetalbcschleunigung  (m-. 
die  gleichzeitig  das  MalJ  der  Spannung  der  Schnur  ist.  Die  Spannung  des  Fadens 
ist  aber  andererseits  eine  Folge  der  durdi  den  Stein  auf  die  Schnur  ausgeübten,  nach 
auLien  gericliteten  Kraft,  der  Zintrifugalkraft.  Rotiert  also  ein  Körper  von 
der  Masse  1  längs  eines  Kreises  vom  Radius  ff,  so  ist  die  durch  iiin 
a  u  s  g e  ii  1)  t  e  Zentrifugalkraft  gleich  mo'. 

4.  L'ebung.  Unter  Geotropismus  bzw.  (feotaxis  versteht  man  bekanntlich 
die  i)ei  pflanzlichen  und  manchen  tierischen  Organismen  zutage  tretende  Tendenz  sich 
in  Richtung  der  Schwerkraft  (positiver  Geotrojjismus  bzw.  Geotaxis),  bzw.  entgegen- 
gesetzt derselben  negativer  Geotropismus  bzw.  (ieotaxis)  zu  entwickeln,  bzw.  zu  be- 
wegen. Die  Wurzeln  einer  Pflanze  zeigen  einen  positiven,  die  oberirdischen  Teile  der- 
selben —  einen  negativen  Geotropismus.  Unter  den  niederen  Organismen  zeigt  ins- 
besondere das  Infusor  Par  am  aeci  um  aureli  a  einen  ausgesprochenen  negativen  Geo- 
troi)ismus. *)     Bringt  man  in  ein   vertikales  Glasrohr   i»aramäcienhaltiges  Wasser,   so 

♦j  Paul  .Jensen,  l'eber  den  Geotropismus  niederer  Organismen.  Pfiügers 
Archiv.  Bd.  53  S.  42«,  lH'.i3. 
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saminelu  sich  nach  einer  gewissen  Zeit  die  Infusorien  am  oberen  Ende  des  Rohres; 
kehrt  man  das  Rohr  um,  so  wandern  die  Infusorien  gegen  das  andere  Rohrende.  iJie- 
.selbe  Erscheinung  wird  auch  hervorgebraclit,  indem  man  das  Giasrohr  mit  dem  para- 
mäcieuhaltigeu  Wasser  auf  einer  horizontalen  Scheibe  in  radialer  Richtung  befestigt 
(zageschmolzenes  Ende  der  Peripherie,  oftenes  dem  Mittelpunkte  der  Scheibe  zuge- 
wendet) und  dann  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  zcntrifugiert.  Die  Infusorien 
sammeln  sich  dann  an  dem  dem  Mittelpunkte  zugewendeten  Rohrende.  Allerdings 
mulS,  damit  das  Experiment  gelingt,  die  Rotationsgeschwindigkeit  eine  entsprechende 
sein.  Ist  sie  nämlich  zu  grüß,  so  werden  die  Infusorien,  da  .«ie  spezifisch  schwerer 
sind  als  Wasser,  passiv  durch  die  Zentrifugalkraft  gegen  die  Peripherie  geschleudert. 
Ist  die  Rotationsgeschwindigkeit  zu  klein,  so  ist  der  durch  die  Zentrifugalkraft  aus- 
geübte Reiz  zu  gering,  als  daU  ihm  die  Infusorien  folgen  miiüten.  Wie  gruL  muU  nun 
die  Rotationsgeschwindigkeit  sein,  damit  der  durch  die  Zentrifugalkraft  hervorgerufene 
Effekt  von  derselben  Grüßenordnung  sei,  wie  der  durch  die  Schwerkraft  im  Falle  eines 
vertikal  stehenden  Rohres)  hervorgebrachte? 

Ist  a  die  Entfernung  der  Rohrmitte  vom  Zentrum  der  Scheibe  und  oj  die  Winkel- 
geschwindigkeit (im  Bogenmaß),  so  muß  offenbar  nach  dem  in  Ueb.  3  Gesagten,  aoi^=g 


sein,  wo  g  die   Beschleunigung   der  Schwere  bedeutet:  es  muß  also  o  =  V^ 

'  a 


sein. 


Nehmen    wir  beispielsweise  «  =  50  cm    an 
g       980  cm  sec-2 


80   ist 


19.6  sec— 2  und  a 


Da  g  =  981   cm   sec   -   igt, 
I^f9.6  sec— !ä  =  4.43  sec— i.     oj   bedeutet   den 


a  oO  cm 

Winkel  im  Bogenmaß,  den  der  Radius  der  Scheibe  in  einer  Sekunde  streicht:  Winkel 
im  Bogenmaß  ist  aber  die  Länge  des  zugehörigen  Bogens  des  Einheitskreises.  Per 
Umfang  des  Einheitskreises  ist  gleich  27  =  6.28;  der  durch  den  Radius  der  Scheibe 
in  einer  Sekunde  gestrichene  Winkel  verhält  sich  daher  zum  Vollwinkel  360"  wie  4.43 
zu  6.28.  Daraus  sieht  man  leicht  ein,  daß  einer  Winkelgeschwindigkeit  cij  =  4.43  sec—' 
eine  Tourenzahl  der  Zentrifugalmaschine  ^^1  pro  Sekunde  oder  ^^|^  •  60  ^  42.3  pro 
Minute  entspricht. 


Für  die  erste  Ableitung  f'{x)  einer  Funktion  y  =  f{x)  haben  wir 
die  Relation  nachgewiesen:  t'{x)  =  i^a{x).  Was  für  geometrische 
Bedeutung  kommt  nun  der  zweiten  Ableitung  zu? 

Um  die  zweite  Ableitung  f"{x)  einer  Funktion  >/  =  f{x)  geometrisch 
zu  deuten,  führen  wir  zunächst  die  auf  der  Anschauung  basierenden 
Begriffe  der  Konkavität  und  Konvexität  ein.  Ein  Kurven- 
zweig heißt  „nach  unten  konkav",  wenn  er  das  Aussehen  der 
Kurve  der  Fig.  46  hat,  dagegen  ..nach  unten   konvex",  wenn  er 


Fig.  46. 


Fig.  4( 


vom  Typus  der  Kurve  der  Fig.  47  ist.     Wir  wollen  nun  ein  Kritei  iiuii 
für  die  Konkavität  bzw.  Konvexität   eines  Kurvenzweiges  autstellen. 


*)    Im  Falle    eines   vertikal   stehenden    Ridirc-^   ist    die  Kraft   (Schworkraft)  im 
ganzen    Rohre   konstant.     Im   Falle    eines   horizontalen    zentrifugierten    Rohres    ist 
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Fixieren  wir  zwei  Piiiiivtc  /',,  ^^  »l^'i"  Kurve  Fij^-.  4(5  bzw.  Fif?.  47 
mit  den  Abszissen  x■^,  x.,  und  konstruieren  wir  in  denselben  Tang'enten 
;in  die  Kurve.  Der  Au.aenseiiein  lelirt,  d;iß  im  Pralle  der  Konkavität 
a{x^J<a{2\),  im  Falle  der  Konvexität  umgekehrt  a{x^)>a{x^)  ist; 
dalier  ist  im  ersten  Falle  auch  tgafa;.,)  <  tgafccj,  im  zweiten 
tga(x.,)  >  tga(Xi)  oder  —  vermöge  der  Relation  tga{x)  =  f'{x)  —  im 
Falle  "der  Konkavität:  f'(x.,)  <  f'{x^\  im  P'alle  der  Konvexität:  j'{x.^)'> 
f'{Xi).  J)a  die  Punkte  P^,  P,  zwei  beliebige  Punkte  der  betreffenden 
Kurvenzweige  waren,  so  folgt  daraus,  daß  im  Falle  der  Konkavität 
die  Ableitung  f  {x)  mit  wachsendem  x  abnimmt,  im  Falle  der  Kon- 
vexität zunimmt.  Nun  wissen  wir  bereits,  daß  die  Ableitung  einer 
waehsenden  (aufsteigenden)  Funktion  positiv,  die  einer  abnehmen- 
den (sinkenden)  negativ  ist.  Ks  ist  also  im  Falle  der  Konkavität 
die  Ableitung  von  f'{x)  (d.  i.  nämlich  f"(x))  negativ,  im  Falle  der 
Konvexität  i)ositiv. 

Eine  Stelle,  an  der  der  konkave  Zweig 
einer  Kurve  in  einen  konvexen  übergeht  (oder 
umgekehrt),  nennt  man  einen  Wendepunkt 
der  Kurve  —  vgl.  den  Punkt  P„  der  Kurve 
Fig.  48.  Nach  Obigem  ist  ein  Wendepunkt  da- 
durch charakterisiert,  daß  in  ihm  die  zweite  Ab- 
leitung f"{x)  von  negativen  zu  positiven  Werten 
(oder  umgekehrt)  übergeht,  also  dort  die  Null 
passiert:  in  einem  Wendepunkte  ist  j"{x)  =  0. 

folgende  Kriterien  gewonnen: 

=  /'(.M-)    in    einem  Intervalle  (cf ,  b)  nach 

unten  konkav,  so  ist  dort /"(.*;)<  0. 
Ist   eine   Kurve  */ = /'(.m-)   in   einem  Intervalle  (f<,  h)  nach 

unten  konvex,  so  ist  d o r t /"(;r)  >  0. 
Hat    eine  Kurve    //  =  /'(.m)    an    einer  Stelle 

\Y e  11  d  e p  u n  k  t ,  so  ist  d ort/ "(ir^)  =  0. 

So  ist  z.  Jl  für  Iß  =  fix)  =  sin  x,  f'{x)  =  cos  x,  f"{x)  =  —  sin  x. 
Da  sin  a;  im  Intervalle  (0,  7t)  positiv,  im  Intervalle  (?r,  27i)  negativ 
ist,  so  ist  f"ix)  im  Intervalle  (0,  ?c)  negativ,  im  Intervalle  (tt,  27r) 
positiv.  Dabei-  ist  die  Sinuslinie  im  Intervalle  (0,  ti)  nach  unten 
konkav,  im  Intervalle  (/r,  2?r)  nach  unten  konvex;  im  Punkte  x  =  7t 
hat  sie  einen  Wendei)unkt. 

Die  Tangente  an  die  Kurve  in  einem  Wendepunkte  nennt  man 
die  Wendetangente;  die  Wendetangente  durchsetzt  die  Kurve 
im  Wendepunkte. 


Somit  haben  wil- 
lst eine  Kurve  // 


X"  =  iTo    einen 


dagegen   die   Kraft   (Zentrifugalkraft)    am   t'eripherieende   grölier   als    au    dem    dem 
Rotationszentrum  zugewandten  Ende.     Bedeutet  /  die  i^änge   des  Rohres,  so  ist  am 

l'eriplierieende   die   Zentrifugalkraft    jiroitortional    ("+  ..jw-,  am  anderen  Ende  pro- 

l 


portional    \a —  .^Y^'-     Will  man  daher  mittels  des  Zentrifugierens  die  Wirkung  der 

.Schwerkraft  nachahmen,  so  soll  man  a  groO  im  Verhältnisse  zu  l  wählen,  damit  die 
Kraft  im  ganzen  Rohre  wenigstens  angenähert  konstant  sei.  Bei  den  Versuchen 
.Jensens  war  dies  nicht  der  i^'uH;  er  hat  niimlicli  a  ;=  8,  l  =  \2  gewählt.  Daher 
waren  auch  die  durch  Jensen  heim  Zentrifugieren  beobachteten  Erscheinungen 
verhältnismäßig  kompliziert. 
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Für  die  Konkavität  eines  Kurvenstückes  ist  /"(xXü,  Jiir  die  Konvexität /"!x)  >Ü 
eine  notwendige  und  hinreicliende  Bedingung,  dagegen  ist  für  einen  Wende- 
punkt die  Bedingung  f"(x)  =  0  nur  notwendig,  aber  nicht  ii  in  reichend.  Es 
ist  nämlich  möglich,  daß  die  zweite  Ableitung  /"(x)  an  einer  Stelle,  wo  sie  ver- 
schwindet, von  positiven  wiederum  zu  positiven  (oder  von  negatiyen  zu  negativen) 
Werten  geht;  dann  ist  die  Kurve  sowohl  vor,  wie  nach  der  betrefffnden  Stelle  konvex 
bzw.  konkav.  Z.  B.  ist  für  ij  =  t(x)  =  x'  /"(x)  =  4.3-x'^  =  12x-  =  al8o  /'"(0)=0:  trotz- 
dem ist  die  Kurve  überall  nach  unten  konvex,  weil  ja  /■"(x)  =  12x-  nirgends  negativ 
wird.     Allerdings  ist  in  einem  Falle,  wo  f"\.r)  verschwindet,  ohne  das  Vorzeichen  zu 

wechseln,  auch  ^  /"(x)  = /'"(x)  =  0.     Ist  aber  an  einer  Stelle  x  =  Xo  f''{^)=0  und 

gleichzeitig  /"'"(x)  4=0,  so  wechselt  dort  /"(x)  gewiß  ihr  Vorzeichen  und  x=Xo  liefert 
dann  bestimmt  einen  Wendepunkt. 

Manche  Autoren  bezeichnen  als  Wendepunkt  jeden  Punkt,  in  dem  die  zweite 
Ableitung  /'"(x)  verschwindet,  ohne  Rücksicht  darauf,  ob  sie  dort  ihr  Vorzeichen 
wechselt  oder  nicht,  und  unterscheiden  dann  eigentliche  und  uneigentliche 
Wendepunkte.  Ein  eigentlicher  Wendepunkt  ist  ein  Wendepunkt  im  Sinne  unserer 
Definition,  also  ein  Punkt,  in  dem  die  Kurve  durch  die  Tangente  durchsetzt  wird, 
während  ein  uneigentlicher  Wendepunkt  ein  Punkt  ist,  in  dem  /'"(x)  verschwindet, 
ohne  das  Vorzeichen  zu  wechseln.*)  In  Hinkunft  wollen  wir  unter  einem  Wende- 
punkte stets  einen  eigentlichen  Wendepunkt  verstehen. 


UebuDffen. 


5.  Uebiing,  Die  Kurve  ij  =  f{x)  =  tg  aj  ist  auf  Konkavität  und 
Konvexität   zu   untersuchen.  —  Lösung.     Es  ist   f\x)  =  — „      und 

f\x)  =  T-  (cos  x)—^  =  —  2  (cos  x)-^'-,—  cos  X  =  2  — g-  .    Beschränken 
(tx  (tx  cos  X 

(7t  7C\ 

—  ^,  +9"    (^'§^^-  ^^^-  ^^)-    ^°  demselben 

ist  für  —  ^  <  x  <  0  f"{x)  <  0,  für  0<x<^  f"{x)  >  0.  Die  Tangens- 
kurve   ist   daher  im  Intervalle    —  .^,  OJ    nach     unten     konkav,     im 

Intervalle  10,  „I  nach  unten  konvex.    Im  Punkte  x  =  0  hat  sie  einen 

Wendepunkt. 

6.  Uebung.     y  = /(x)  =  arc  tg  a; ;  Konkavität,  Konvexität.  Wende- 

1  -Ix 

punkte?  —  Lösung.    Es  ist /'(»)=  ^    -^2 ,    ^"^^)^  —  l\j^^-iyi^    ^™ 

Intervalle  (—00,  0)  ist  /"(»)>0,  im  Intervalle  (0,  +  00)  dagegen  /"(x)<0. 
Daher  ist  die  Kurve  y=  arctgx  im  Intervalle  (—  00,  Üi  nach  unten 
konvex,  im  Intervalle  (0,  +00)  nach  unten  konkav;  im  Punkte  x  =  0 
hat  sie  einen  Wendepunkt  (vgl.  Fig.  48). 

7.  Uebung.  //  =  /(x)  =  x^  —  \x-^  Konkavität,  Konvexität,  Wende- 
punkte? —  Lösung  Es  ist  f{x)  =  3a;-  — 4,  \'\x)  =  üx;  tur  negatives  a- 
ist  /"(x)  negativ,  für  positivus  positiv.  Die  Kurve  ij=i:^  —  \x  ist 
also  im  Intervalle  (—==0,  0)  nach  unten  konkav,  im  Intervalle  (0.  +<») 


*)  Auf  diese  Frage  kouinuii  wir  imcli  in  einem  siiiitcren  Kapitel  zurück. 
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iKuli  iinttMi  koincx:  im  Punkte  .(•  =  ()  hat  sie  einen  Wendepunkt  (vgl. 
Kiir.  10  S.  IS.  wo  die  Funktion  j^niphiscli  dargestellt  ist). 

S.  robung.  1/ =  f{x)  ^- x'-'  —  6a;- +  IIa;  —  6;  Konkavität,  Kon- 
vexität. Wendepunkte?  —  Lösung.  Ks  ist  /'(x)  =  Ha;-— 12a;  +  11, 
/"(.r)  =  6  .r  —  12  =  6(.r  —  2) ;  für  a;  <  2  ist  f"{x)  <  o,  fiir  a;  >  2  ist  f"{x)>  o 
und  schließlich  ist  f"{2)  =  0.  Somit  ist  im  Intervalle  (—  oo,  2)  die 
Kurve  nach  unten  konkav,  im  Intervalle  (2,  +  oo)  nach  unten  konvex, 
im  l^unkte  x  =  2  hat  sie  einen  Wendei)unkt. 

\K  Uebung.  ?/ = /(a;)  =  a;"*  —  4 a;^' ;  Konkavität,  Konvexität.  Wende- 
punkte? —  Lösung.  Ks  ist  /'(a;)  =  4a;='  — 12a;-,  /"(a)  =  12a;- —  24a;= 
=  12  a;  (a;  —  2).  Im  Intervalle  (— oo,  0)  sind  beide  Faktoren  des  Pro- 
duktes a;(ar  — 2)  negativ,  daher  das  Produkt  —  und  somit  f"{x)  — 
positiv;  dort  ist  die  Kurve  nach  unten  konvex.  Im  Intervalle  (0,  2) 
ist  X  positiv,  dagegen  a;— 2  negativ,  somit  /"(a;)  =  12 a;(a;— 2)  negativ: 
die  Kurve  ist  dort  nach  unten  konkav.  Im  Intervalle  (2,  +  oo)  sind 
beide  P^iktoren  des  Produktes  x(x~2)  positiv,  daher  f'{x)  positiv  und 
die  Kurve  konvex.  In  den  Punkten  x  =  0  und  a;=2  hat  die  Kurve 
Wenilepunkte. 

10.  Uebung.     ^lan  suche  die  Wendepunkte  der  Kurve  y  =  f{x)  = 
=  [x-iy   ~  Lösung.     Es  ist  f(x)  =  j^^^j  ,  f'{x)  = 

x—l)       ■f/a;(a;-i)"""~^"(a;— i)=" 

.^    (^ — 1)'^  —  a;.3(a;— 1)-       ^  2a;+l      ...       .,    .,,.  s      t\      .    , 
/"( X)  =  —  2  •  ^ ^ —  , ,  '  =  2  • ,       -.77  •    Damit  f"{x)  =  0  wird. 

'    '  {x—\Y  (aj— 1) 

muß  der  Zähler  2a;+l  gleich  Null  werden;  x  =  — \  ist  somit 
die  einzige  Wurzel  der  Gleichung  /"(a;)  =  0.  Da  an  der  Stelle 
a;  =  — -W"(^)  das  Vorzeichen  wechselt,  so  liefert  diese  Stelle 
einen  feigentlichen)  Wendepunkt.  Andere  Wendepunkte  besitzt  die 
Kurve  nicht. 


Konkavität  und  Konvexität  sind  rein  (lualitative  Eigenschaften 
einer  Kurve.  Wir  wollen  dieselben  durch  den  P>egriff  der  „Krümmung" 
einei-  Kurve,  der  eine  (juantitativc  Eigenschaft  definiert,  ergänzen. 
Die  Kedearten:  „stark  (schwacii)  gekiiimmte  Kurve  (Bahn)"  sind  aus 
dem  täglichen  Leben  geläufig;  eine  G(;rade  ist  gar  nicht  gekrümmt, 
ihre  Krümmung  ist  gleich  Null;  ein  kleiner  Kreis  ist  stärker  ge- 
krümmt als  ein  großer;  bei  einer  Parabel  ist  die  Krümmung  im 
Scheitel  am  größten;  u.  dgl.  Uns  kommt  es  darauf  an,  die  Krümmung 
einer  Kurve  derart  zu  definieren,  daß  sie  meßbar,  also  durch  eine 
Zahl  ausdrückbar  wird.     Dies  geschieht  nun  folgendermaßen. 

Es  seien  l\  P'  zwei  Nachbarpunkte  einer  Kurve  y  =  fix)  (Fig.  49j; 
ihre  .\bszissen  seien  x  und  a; -|- zl  a;.  Konstruieren  wir  in  denselben 
Tangenten  an  die  Kurve,  so  schließen  sie  mit  der  a;-Achse  die 
Winkel  aix).  bzw.  a(a;  +  zl  a;)  ein;  der  Winkel,  den  sie  miteinander 
einschließen  ist  gleich  Aa^  a'x  -\-  Ax)  —  (j.{x).    Sei  nun  As  die  Länge 

Arx 

des  Bogens  PP',   so  wird   das  Verhältnis    .      als    die    „mittlere 


VII.    Höhere  Ableitnngen. 
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Krümm  Uli":"  des  Kurven  Stückes  PP'  detiiiiert.'j     Lassen   wir   den 
Punkt  P'  gegen  P  heranrücken,  so  wird  dieses  Verhältnis  gegen  einen 

Grenzwert   konvergieren   und  dieser  Grenzwert  lim  -.-  wird  als  die 

,.Krümmung"  (schlechthin)  der  Kurve  im  Punkt  P  definiert.     Wir 
wollen  nun  diesen  Grenzwert  berechnen.     Es  ist 

^"=  _  A^        -  ^^  Sehne  PP' 

Äs      Bogen  PP'  ~  Sehne  PP' '  Bo^en  PP''         -  •  ■  ^^> 


Fiff.  49. 


Nun  ist  der   Grenzwert  von 


Sehne  PP' 


für    verschwindendes    As 


Bogen  PP' 
gleich  1 '•"*);  daher  ist  nach  Satz  2  vorigen  Kapitels: 

Aa  _    y  Aa  ,.       Sehne  PP'  _     .  Aa 

^s_^^s~  ^s^O Sehne  PP'    ^^^q  Bogen  PP'~  _;s_^o Sehne  PP'  ' 
Die  Sehne  PP'  ist  —  nach  dem  Pj'thagoräischen  Lehrsatz  —  gleich 
i{Ax}-  +  {Aijy^,   wenn    unter    Ay    die   Diiferenz    der    Ordinaten    der 

Aa         ^ 

Sehne  PP~ 
wenn  man  Zähler  und  Nenner  des  letzteren 


Punkte   P,  P'    verstanden    wird   (Fig.  49);    daher    ist 

Aa  , 

=   _  oder 

l/{Axf  +  {Ayy' 
Bruches     durch     Ax     dividiert    — 

_  Aa  ,  i{Axf  +  {AW^  _  Aa  _ 


Aa 


Aa 


Ax 


Ax 


Ax 


f  +  (lf)- 


Sehne  PP'     -^(Axy  -{-  (Ay)' 
und 


Ja 


*)   Man    wäre    vielleicht    geneigt    einfach    das    Verhältnis      ,"     als    ..mittlere 

Krümmung"   des  Kurvenstückes  PF'  zu   definieren.      Indessen   bedenke   man.   daT 

dieses  Verhältnis     ,     vom  Koordinatensystem  nicht  unabhänsii;  wäre.     In  der  Tat 

würde  es  genügen,  die  Kurve  gegenüber  den  Koordinatenachsen  irgendwie  zu  ver- 
drehen, damit  dieses  Verhältnis  für  da.-<selbe  Kiirveiistück  l'P'  einen  anderen  Wert 
annähme.  Dagegen  ist  die  „Krümmung"'  einer  Kurve  eine  Eigenschaft,  die  der 
Kurve  selbst  anhaftet,  unabhängig  davon,  auf  was  für  ein  Koordinatensystem  dieselbe 
bezogen  ist. 

Sehne  PP' 
**)  Diesen  Satz :  lim  >,  ,  ,.         1    entnehmen    wir    der   geometrischen    An- 

^8->oßogen  Pi" 

schauung. 
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lim  -^«  =    lim  1-^  :   1/7+  (^\'j  ...  (2) 

Da   ferner  mit   Js  auch   Jx  geg-en  Null   konvergiert,   so   ist  —  mit 
Benützung  des  Satzes  3  des  V.  Kapitels  — 


ii!io]/^+(z^r=^M/^+(ir  •■■(3) 


lim  ^=  lim    -^" 
Js-^  ^S       ^x->0  ^x       Ax- 

Nun  ist  \,ga{x)  =  ^\x\  also  a(a;)  =  arc  tg /'(a;)  und  dalier 

eZx       1  +  \f'{x)Y   '  dx^^'^'        1  +  [nx)Y      ^      idyV'      1  +  r"^  •  ■  '  ^  '^ 
Somit  ist  die  „Krümmung"  gleich: 


^,^oJs       dx    ^     ^^         1  +  y"    ^     ^-^ 

y"  y" 


{i  +  y'jn  +  y"     (i  +  ,/2)4 


(5) 


Eine  anschaulichere  Deutung  findet  der  Begrift"  der  Krümmung 
durch  den  sog.  „Krtimmungskreis"'.  Mau  konstruiere  nämlich  in  den 
Punkten  P,  P'  Normale  zu  den  Tangenten,  so  schneiden  sich  dieselben 
in  einem  Punkte  M'.  Rückt  der  Punkt  P'  gegen  den  Punkt  P  heran, 
so  strebt  die  Normale  P'M'  gegen  die  (fix  gedachte)  Normale  PM' 
und  der  Schnittpunkt  beider  M'  konvergiert  gegen  einen  gewissen 
Grenzpunkt  M.*)  Diesen  Grenzpunkt  nennt  man  den  „Krümmungs- 
mittelpunkt"  der  Kurve  y  =  f[x)  im  Punkte  P,  die  Strecke  MP=p 
den  „Krümmungsradius"  und  den  Kreis  mit  dem  Zentrum  in  M 
und  dem  Radius  ß  =  MP  den  „Krümmungskreis"  derselben.  Nun 
ist  es  sehr  natürlich  die  Kurve  um  so  stärker  gekrümmt  zu  nennen, 
je  kleiner  der  Krümmungsradius  q  ist  und  wir  wollen  zeigen,  daß  die 
vorhin  definierte  „Krümmung"  gleich  ist  dem  reziproken  Werte   des 

Krümmungsradius:  „Krümmung"  =     • 

Q 

Fällen  wir  vom  Punkte  P  aus  eine  Normale  auf  M'P'  und  es  sei 
T  der  Fußpunkt  dieser  Normalen,  so  ist  PT  parallel  zur  Tangente 
in  P'  und  schließt  daher  mit  der  Strecke  Jx  den  Winkel  a-\-  Ja  ein. 
Es  ist  daher 

PT=z/a;.cos(a  +  ^a)  +  z/?/.sin(a  +  .^a)  •  .  •  (ß) 

und 

PT Jx .  cos  ja  +  Ja)  +  Jy  •  sin  (a  +  Ja)  „ 

Sehne  PP'  ~  ^  jx^  +  Jy^ 

Lassen  wir  P'  gegen  P  konvergieren,  so  wird 

*)  Natürlich  erreicht  der  (variable)  Punkt  M'  den  Greuzpunkt  M  nicht;  denn 
solange  P'  nicht  mit  P  zusammenfällt,  ist  der  Punkt  M'  von  M  verschieden;  fällt 
aber  F'  auf  F.  so  fallen  auch  die  Normalen  FM',  F'M  zusammen  und  es  kaun  dann 
von  einem  „Schnittpunkt"  keine  Rede  sein.  Der  Punkt  M  ist  eben  in  der  unend 
liehen  Folge  der  Schnittpunkte  M'  nicht  enthalten. 
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,  dy   . 

Dm  cosa  +  j     sina 

li™    cn: TPn  = .  .  .  f8 1 

p,^P  Sehne  PP'         l/j  ,   /<^y\' 

Nun  ist  aber    ,^  =  tga,    somit    die    rechte    Seite    von    (8)    gleich 

cos a  +  tga  •  sina      ,        j  j  u 

-         =1  und  daher 

yi  +  tg^a 

PT 

l"-^l>  Sehne  PP' 

Da  wir  bereits  anoenommen  haben: 


so  folgt  aus  (9) 


Sehne  PP'  _ 
iSo  Bogen  PP'  " 


Pr /       Pr        Sehne  PP\ 

j]^  Bogen  PP~Ji^\SehnePP'*  Bogen  PP^^ 

-  y  P^  ,.      Sehne  PP' 

~  j^Q  Sehne  PP' '  i'^o  Bogen  PP' 
=  1  ...  (10) 

Nun  können  wir  den  angekündigten  Beweis  leicht  führen.  Da 
die  Normalen  PM'  und  P'M'  senkrecht  zu  den  Tangenten  in  P,  P' 
stehen,  so  schließen  sie  miteinander  ebenfalls  den  Winkel  Ja  ein. 
Nun  ist 

PT=  PM'.sinz/a  .  .  .  (11) 

Dividieren  wir  beide  Seiten  von  (11)  durch  PT  PM'.  so  erhalten  wir 

sin  -^g  _     1  ,l«^ 

PT         PM'  '  '  '  ^     ' 
und  nach  Grenzübergang 

.      sin  Ja              1  ..g 

PT  PT 

Wegen  des  soeben  bewiesenen  Satzes:  lim  r,  , dd.  =  ^m         =1 

p/_^pSehne  PP      js-^-o  ^* 

sin  .Ja      ^   ,  ..  i.  ^*  1-      sin  Ja  -7a 

und  wegen  hm       -       =  1  können  anstatt  lim      „^     setzen  lini     ^ 

und  wir  erhalten  so: 

„Krümmung"  =  lim        =  pV/^"«'  •  •  •  ^^^^ 

was  eben  zu  beweisen  war.*) 


*)  Wir  haben  so  im  „Krümmungsradius"  eine  anschauliche  Deutung  fiir  den 
absoluten  Betrag  des  Grenzwertes  lim  -j—  gefunden,  während  das  positive  oder  neija- 
tive  Vorzeichen  dieses  Grenzwertes  auf  Konvexität  bzw.  Konkavität  hinwei.st. 
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Uebungen. 

11    Uebung.     Man    bestimme    die    Krümmung    einer    Geraden 

y^f^x)  =  lx  +  c.  —  Lösung.    Es  ist  f'{x)  =  h,  f"{x)  =  0,  daher  ist  die 

1  y" 

Krummung  =  ^=^^pp^^ 


=  0. 


12.  Uebung.  Man  bestimme  die  Krümmung  der  Parabel  y=f{x)=2x^. 
—  Lösung.  Es  ist  y'  =  4a;,  y"  =  4  daher,  -  =  jy^^^,-  Für  x  =  0 
ist  die  Krümmung  am  größten,  der  Krümmungsradius   am   kleinsten, 

i        '  ' i    ist    ^=4:(yv)'  =  llf 

und  ß  =  m  =  lTys.  —  Man  vergleiche  Fig.  50,  wo 
der  Krümmungskreis  im  Scheitelpunkte  der  Parabel 
yz=2x''  eingezeichnet  ist. 

18.  Uebung.  Aus  der  Definition  des  Krümraungs- 


u.  zw.  ist   dort      =4,  q  =  \.      Für    x  =  \   ist 


radius  folgt,  daß  für  einen  Kreis  x'^fy^  =  > 


Fig.  50. 


sein 
eigener  Radius  der  Krümmungsradius  ist.  Wir 
wollen  dies  durch  Rechnung  verifizieren  u.  zw. 
für  den  unteren  Halbkreis  y 

den  ist  ^'=^r^T^-=  und 


—  ]/«■-  —  x^.    Für 


X 


'{a'—xjl' 

«8  .,1 

:--; 5757,    somit 


d 

dx  y^2zr^ 
;  ferner  ist  1  +  y'- 
y" 


y^^Tr^2  _  X  •  \{a-  —  x'r'^-  •  ( —  2a;)  ^ 


«2 — 352     a^  —  x- 

a"                a»  1         , 

= ^ — '.T-^ s-v==      und  Q=^a. 


X' 


y 


{i+y"P^ 

14.  Uebung.  Man  bestimme  die  Krümmung  der  Ellipse  ^^  +  ^^2=1- 

—  Lösung.    Gehen  wir   von   der  Parameterdarstellung  der  Ellipse 

aus :   a;  =  a  cos  ^,   y  =  h  sin  t,  *)    so   ist    -^=  —  a  sint,    -^-  =  h  cos  t, 

h    .     .  d-'y       d  du        d  I      b  \       d  1      h  \    dt  _ 

-  dx{-  a  '^'-')=  dt\-l.   ''^r  dx- 

dx  b 


dy^_b.^  d^y^^d  dl 
dx  a  dx'^      dx  dx 


a^  sin^  t  +  6^  cos'^  t 


r  ■> 

,  — .■   .K/,  ferner  ist  l  +  2/'-  =  l+    .,ctg''«  = 

dt  a~  sin'r  o, 


a'^  sin'^  t 


',  und  (l  +  2/'T''  = 


a'  sin'^  t  +  b'^  cos'^  t 


a'^  sin"^  t 


r- 


Jfa^^nH  +  VcosHY    daher  M  1=^^-^:^=- 
a^sin**«  '  Q      (l+y^)'" 


a6 


«■^   sin"*^  ■ 

^ -     ---         7-    und  0  = 

{■]/a'smH+b^'CosHy 

Für  « =  0   (also  x  =  a,   y  =  0)   ist  q  = 


iia^  sin^  <  +  6'cos-^<)^ 
a^sin^« 
_  _  (ya'-sin-'<  +  &-cos-0=^ 
a6 

*)  Dies  ist  dieselbe  Darstellung,  wie  in  Ueb.  25  vorisren  Kapitels,  nur  ist  to=l 
gesetzt  worden. 


VII.  Höhere  Ableitangen. 
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=  -ah=-  a  '  ^'"'  '=2  '^^'^  ^  =  Ö'  y=^^  i^t  ^  =  -a\=-  fe- 
ist z.  B.  a  =  2,  6  =  1,  so  ist  tür  <  =  0  (»  =^.  für<  =  -^  (>  =4.  — 
Für  a  =  6  geht  die  Ellipse  in  einen  Kreis  über  und  es  wird  o  =n. 
15.  Uebung.  Man  bestimme  die  Krümmnng  der  gleichseUigen 
Hyperbel  ?/  =  /(a;)  =  -.   —    Lösung.     Es    ist   y'  =  —\^   l  +  y'-  = 


1 


y 


j- ,  y"  =  ~-^  daher       =  ,,        -_ 
^'  Q       (1  +  rT' 


(1  +  x^)-^ 


-'    Für  x  =  l  ist  z.  B.  q 


lu  Fig.  51  sind  die  Krümm ungskreise  der 
Hyperbel  iu  den  Punkten  (1.  1)  und  (—1.  —l) 
eingezeichnet.  Die  Konstruktion  derselben  ist 
sehr  einfach.  Im  Punkte  P{\.  1)  ist  nämlich 
/•'(x)  =  — 1,  also  a(l)  =  — 45»:  daher  ist  die 
Gerade  OP  —  wenn  0  den  Koordinatenursprunir 
bedeutet  —  die  Normale  im  Punkte  P.  Ferner 
ist  —  nach   dem  Pythagoräischen  Lehrsätze  — 


Fig.  öl. 


Fisr.  52. 


OF^  =  r-  +  1^  =  2,   also  OP  =  n  und  o  =  \2  =  OP.  —  Analoges  gilt  für  den  Punkt 

—  1,  -1). 

16.   Uebung.     Man    bestimme    die    Krümmung    der    Sinuskurve 
!J= fix)  =  sinx.  —   Lösung.     Es    ist   y'  =  cosx,   //"  =  — sinx,    somit 


y 


sin  X 


Im  Punkte  x  =  -    ist   beispiels- 


l  _ 

o  ~  (1  +  y'T^  ~~~  [l  +  cos-xf!^      ""-—  2 

weise  —  =  — 1;  man  vergleiche  die  Fig.  52,  wo  die  Krümmungskreise 

der  Sinuslinie  in  den  Punkten  a;^+ -^  und  x  =  — -^    eingezeichnet 

sind.   -  Im  Punkte  x  =  0  (oder  x  =  7t,  27t,  .  .  .)  ist      =0,  lim   g  =oo 

Q  j-->o 


1  V 

Aus   der  Formel        =-—-^——-  folgt,  daß  in  jedem  Wendepunkte 

einer  Kurve  (sowolil  in  einem   eigentlichen,  wie   in   einem  uneiffent- 
lichen)  die  Krümmung  Null  ist. 


Salpeter.  Miitheiiiatik,    J.  Aufl. 


VIII.  Maxima  und  Minima. 


Wir  definieren:  Die  Funktion  /(»)  hat  an  einer  Stelle  x  =  X(f  ein 
„absolute»  Maximum",  sobald  es  eine  derartige  Umgebung  der 
Stelle  a^o  gibt  (x^  —  h,  x^-^-h),  innerhalb  deren /(iCo)  den  größten  Wert 
von  f{x)  darstellt,  mit  anderen  Worten :  /(»")  ist  ein  absolutes  Maximum 
von  f(x),  wenn  für  jedes  x,  das  im  Intervalle  (Xf^—h,  X(^-\-h)  liegt, 
/(cc)</(iCo)  ist.  Analog  wird  definiert:  Die  Funktion  f{x)  hat  an  einer 
Stelle  Xq  ein  „absolutes  Minimum",  sobald  es  eine  Umgebung 
(xq  —  h,  XQ-\-h)  gibt,  innerhalb  deren  durchwegs /(a;)>/(a;o)  ist.*)  Die 
Funktion,  die  durch  die  Fig.  53  dargestellt  ist,  besitzt  an  der  Stelle 

a;  =  a;i  ein  absolutes  Maximum, 
an  der  Stelle  a;  =  ajg  ein  absolutes 
Minimum. 

Von  den  absoluten  Maximis 
und  Minimis  sind  die  rela- 
tiven Maxima  und  Minima 
zu  unterscheiden.  Ist  eine  Funk- 
tion y=f{x)  in  einem  Intervalle 
(a,  h)  definiert,  so  wird  der  größte 
Wert,  den  die  Funktion  in  diesem 
ganzen  Intervalle  annimmt,  das 
relative  Maximum,  der  kleinste 
—  das  relative  Minimum  genannt.  Die  Begriffe  „absolutes"  und 
„relatives"  Maximum  bzw.  Minimum,  fallen  nicht  immer  zusammen. 
In  einem  gegebenen  Intervalle  (a,  h)  kann  eine  Funktion  nur  einen 
größten  und  nur  einen  kleinsten  AVert,  folglich  nur  ein  relatives 
Maximum  und  ein  relatives  Minimum  besitzen,  dagegen  kann  sie  in  diesem 
Intervalle  mehrere  voneinander  verschiedene  oder  aber  auch  keine  ab- 
solute Maxima  oder  Minima  aufweisen.  Die  Funktion,  deren  Bildkurve  in 
Fig.  54  gezeichnet  ist,  besitzt  zwei  absolute  Maxima  {x=Xy  und  x=x^) 
und  zwei  absolute  Minima  (»  =  »2  und  x^=x^)•,  dabei  ist  das  absolute 
Maximum  /(a^J  kleiner  als  das  absolute  Minimum  f{x^).    Das  relative 


Fisf.  b'i. 


*)  Unter  der  „Umgebung"  einer  Stelle  x  =  x^  versteht  man  ein  (beliebi 
Intervall  [x^  —  /t,  Xa-{-'k),  das  diese  Stelle  umfaßt;  jedoch  zählt  die  Stelle  x- 
selbst  nicht  zu  ihrer  Ume;ebung.  Man  nennt  noch  das  Intervall  (x©  —  h,  Xa) 
linksiiegende,  das  Intervall  (xo,  Xo-\-k)  die  rechtsliegende  Umgebung  von  XqX 
wohnlich  wählt  man  /(  =  k,  was  auch  im  Texte  geschehen  ist. 


ges) 

=  rz'o 

die 

ge- 
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Maximum  dieser  Funktion  ist/(a;3);  dagegen  fällt  das  relative  Minimum 
derselben  mit  keinem  absoluten  Minimum  zusammen,  denn  der  kleinste 

y 


Fig.  54. 

Wert,  den  f{x)  im  Intervalle  (a,  h)  annimmt,  ist  i{a).  Die  Funktion, 
die  in  der  Fig.  55  grapliisch  dargestellt  ist.  besitzt  weder  ein  absolutes 
Maximum  noch  ein  absolutes  Minimum, 
wohl  aber  ein  relatives  Maximum  /(6)  und 
ein  relatives  Minimum  /(a). 

Ein  Maximum  oder  Minimum  be- 
zeichnet man  noch  der  Kürze  halber 
mit  ^.Extremwert"  oder  ..Extrem".  Wir 
haben  demnach  absolute  und  relative 
Extremwerte  zu  unterscheiden.  Im  Nach- 
stehenden werden  die  Methoden  zum 
Aufsuchen  von  absoluten  Extremwerten 
von  Funktionen  dargelegt.  Fig.  55. 

Die  geometrische  Anschauung  lehrt,  daß  subald  /ixi  an  einer 
•Stelle  x^=x,^  ein  absolutes  Maximum  oder  Minimum  hat,  die  Tangente 
an  die  Bildkurve  der  Funktion  an  der  betreffenden  Stelle  zur  a;-Achse 
parallel  ist  (vgl.  Fig.  53).  An  der  Stelle,  wo  die  Funktion  ein  Extrem 
aufweist,  schließt  also  die  Tangente  an  die  Bildkurve  mit  der  x-Achse 
einen  Winkel  «  =  0  ein;  da  nun  tga  =  /'(x)  ist.  so  ist  an  einer  Stelle, 
wo  f{x)  ein  absolutes  Maximum  oder  Minimum  hat.  i\x)^0.  Ueber- 
dies  sieht  man.  daß  im  Falle  eines  Maximums  die  Kurve  in  der 
Umgebung  der  betreffenden  Stelle  nach  unten  konkav,  im  Falle  eines 
Minimums  konvex  ist.  Nun  haben  wir  im  vorigen  Kapitel  die 
Kriterien  für  die  Konkavität  und  Konvexität  einer  Kurve  abgeleitet : 
/"(i;)<0  für  die  Konkavität,  f'\x)>i)  für  die  Konvexität.  Somit 
lauten  die  hinreichenden  Bedingungen  für  ein 
]\1  a  X  i  m  u  m  Mini  m  u  m 

f'{x)  =  0,  /'"(./')  <  0  /'(.r)  =  0    r'(J-)  >  0 

Hiermit  ist  auch  eine  praktische  Kegel  für  die  Auffindung  von  abso- 
luten P^xtremwerten  gegeben.  Liegt  die  Aufgabe  vor,  die  absoluten 
Maxima  und  Minima  einer  gegebenen  Funktion  /(x)  zu  finden,  so 
sucht  man  zunächst  diejenigen  Werte  von  x  auf.  für  die  f\x)  ver- 
schwindet, mit  anderen  Worten:  man  löst  die  (-Jleicliung  f\x)  =  Q  auf. 
Sind  Xj,  x.i,  «3,  .  .  .  Xn  die  ^^'urzeln   )  dieser  Gleichung,  so  bildet  man 

*)  Unter  den  Wurzeln  einer  Gleichung  mit  einer  rnbekannten  .i-  versteht  man 
<iiejenigen  Werte  von  r,  die  die  Gieichnng  befriedigen. 
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der  Reihe  nach  die  Werte  f"{x,\  f"(x^\  . . .  /"(««)■  Diejenigen  dieser 
AVurzeln,  für  die  die  zweiten  Ableitungen  t(x)  negativ  sind,  liefern 
absolute  Maxima,  die  anderen  dagegen,  für  die  die  zweiten  Ableitungen 
positiv  sind,  absolute  Minima. 

Ist  für  eine  Wurzel  die  zweite  Ableitung-  f"{x)  =  0,  so  liefert  dieselbe  einen 
Wendepunkt,  u  zw.  einen  eigentlichen  oder  uneigentlichen.  Ist  der  Wendepunkt 
ein  eiijentlicher,  so  liegt  kein  Extrem  vor,  ist  dageeen  der  Wendepunkt  ein  uu- 
eio-entficher,  so  liefert  er  ein  Maximum  oder  ein  Minimum.  Mit  diesem  Falle 
werden  wir  uns  noch  in  einem  späteren  Kapitel  näher  befassen.  Man  sieht  hier- 
aus iedenfalls,  daß  die  soeben  aufgestellten  Kriterien :  /"'(x)  =  0,  /"(a^XO  für  ein 
Maximum  f'{x)  =  f'\x)<,0  für  ein  Minimum  eben  nur  hinreichende  aber 
keine  notwendige  Bedingungen  darstellen.  Es  ist  ja  möglich,  daü  ein 
Maximum  bzw.  Minimum  stattfindet,  trotzdem  die  zweite  Ableitung  f"{x)  weder 
positiv  noch  negativ  ist,  sondern  gleich  Null  (uneigentlicher  Wendepunkt). 

Einige  Beispiele  mögen  die  Methode  des  Auffindens  von  Extrem- 
werten erläutern. 

1.  Beispiel.     Gegeben  ist  die  Funktion 

f{x)  =  x''  —  6x--^nx  —  Q. 
Es  ist  zu  untersuchen,  ob  und  an  welchen  Stellen   sie  ein  absolutes- 
Maximum  oder  Minimum  hat. 

Hierzu  bilden  wir  die  erste  Ableitung 

f'{x)  =  Sx-'  — 12x^11 
und  setzen  dieselbe  gleich  Null: 

3x-  — 12a; +11  =  0 

oder       x'^—   Ax-i-^^^O 

Die  Auflösung  derselben  gibt 


x==.2±U—\' 

also  zwei  Wurzeln  x,  =  2  +  ^in,  x.,  =  2  —  ^iS.  An  jeder  dieser 
Stellen  kann  ein  absolutes  Maximum  oder  Minimum  stattfinden.  Lm 
die  nähere  Entscheidung  zu  treffen,  bilden  wir  noch  die  zweite  Ab- 
leitung der  Funktion  fix)  i 

f"(x)  =  Qx-12 

und  setzen  für  x  der  Reihe  nach  die  beiden  Wurzeln  x^  und  x^  ein. 
Es  ist :  f"(x^)  =  2  y  3  >  0  und  f"{x^)  =  —  2  ]/  3  <  0.  Folglich  liefert  die 
Stelle  a;,  =2  =  ^1/3  ein  absolutes  Minimum,  die  Stelle  a;2  =  2— ^y3 
ein  absolutes  Maximum. 

XTm  noch  die  Frage  nach  den  relativen  Extremwerten  der 
Funktion  zu  erledigen,  wollen  wir  zunächst  ihre  Bildkurve  zeichnen. 

Hierzu  formen  wir  noch  um: 

f{x)  =  x''  —  Qx-'-{-nx  —  Q  =  {x—l){x  —  2){x  —  n), 

woraus  man  ersieht,  daß  /(l)  =  /(2)  =  /(3)  =  0  ist,  daß  also  die  Kurve 
y  =  f(x)  die  X-Achse  in  den  Punkten  a;  =  l,  a;  =  2,  a;  =  3  schneidet. 
Ist  x<l,  so  ist  x  —  KO,  a;-2<0,  a;-3<0,  daher  f{x)  = 
(a;_l)(a;--2)(a;  — 3)<0;  zwischen  1  und  2  ist  x— 1>0,  a?  — 2<0, 
a;  — 3<0  daher  /(a;)>0;  zwischen  2  und  3  ist  a;— 1>0,  a;  — 2>0, 
a;_3<0,  daher  f(x)<0  und  ist  schließlich  x  größer  als  3,  so  ist 
a;_l>0,  x  — 2>0,  a;  — 3>0  daher /(x)>0.  Daraus  ergibt  sich  das 
beiläufige  Bild  der  Kurve,  wie  sie  in  Fig.  56  gezeichnet  ist. 

Betrachten  wir  nun  die  Funktion  etwa  im  Intervalle  (0,  1),  so  ist 
ihr  relatives  Maximum  /(1)  =  0  an  der  Stelle  a;=l,  ihr  relatives 
Minimum  (/(0)=  —  6  an  der  Stelle  a;  =  0;  absolute  Extremwerte  besitzt 
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tler  Funktion  in  diesem  Intervalle  nicht.  Betracliteii  wir  sie  im 
Intervalle  (1,  2),  so  liegt  ihr  relatives  Maximum  /f2  — 1}/3)  =  ;^  f  3 
an  der  Stelle  x  =  2  —  -j/S;  dasselbe  ist 
gleichzeitig  ein  absolutes  Maximum.  Da- 
gegen ist  das  relative  Minimum  /(l  )=/(2)=0 
kein  absolutes  Extrem.  Beschränken  wir 
die  Funktion  auf  das  Intervall  (1,  H),  so 
sind  das  absolute  Maximum  /(2 — \^'6)  und 
das  absolute  Minimum  /(2  +  -^l/3)  beide 
gleichzeitig  auch  relative  Extreme.  Ziehen 
wir  noch  etwa  das  Intervall  (0,  4)  in  Be- 
tracht, so  ist  in  demselben  /(4)  das  relative 
Maximum,  /(O)  das  relative  Minimum ;  keines 
von   den   beiden  relativen  Extremen   fällt  j,.     ,^ 

hier  mit  einem  absoluten  zusammen.    Der  ^^'  '^ 

Leser   untersuche   noch    die   relativen   Extreme   in    den   Intervallen 
(0,  2),  (0,  3)  und  (1,  4). 

An  diesem  Beispiele  sieht  man  klar,  woher  die  Bezeichnung 
„absolut"  und  „relativ"  herrührt.  Das  relative  Maximum  oder 
Minimum  hängt  vom  Intervalle  ab,  in  welchem  die  Funktion  betrachtet 
wird,  das  absolute  dagegen  nicht.  /(2)  ist  ein  relatives  Minimum  im 
Intervalle  (1*5,  2),  ist  aber  keines  im  Intervalle  (0,2),  Dagegen  ist 
/(2  +  -^}/3)  immer  ein  absolutes  Minimum,  sofern  nur  die  Stelle 
x  =  2  -{-  \y'S  im  betrachteten  Intervalle  überhaupt  enthalten  ist. 

In  der  Praxis  kommt  es  häufig  auf  die  relativen  Extreme  an, 
denn  es  ward  ja  oft  nach  dem  größten,  bzw.  kleinsten  Werte  gefragt, 
den  eine  gegebene  Funktion  in  einem  gegebenen  Intervalle  (a,  b) 
annimmt.  Unsere  Kriterien  liefern  uns  aber  bloß  die  absoluten 
Extreme.  Daher  ist  es  wächtig,  sich  folgende  Sätze  zu  merken, 
welche  aus  der  geometrischen  Anschauung  —  an  Hand  des  obigen 
Beispieles  —  unmittelbar  hervorgehen. 

Liegt  das  relative  Maximum  bzw.  Minimum  im  Innern  (und 
nicht  in  den  Endpunkten)  des  Intervalles,  so  fällt  es  gewiß  mit  einem 
absoluten  Extrem  zusammen,  und  zwar  mit  dem  grüßten  der  absoluten 
Maxima,  bzw.  dem  kleinsten  der  absoluten  Minima,  falls  mehrere 
absolute  Extreme  vorhanden  sind.  Liegt  es  dagegen  in  einem  End- 
punkte des  Intervalles,  z.  B.  in  a.  oiine  daß  dort  die  Tangente  an 
die  Bildkurve  parallel  zur  x-Achse  verläuft,  ohne  daß  also  f'{a)  =  0 
ist,  so  ist  dies  nur  so  möglich,  daß  entweder  die  Funktion  im  be- 
treitenden Intervalle  kein  absolutes  Maximum  bzw.  Minimum  besitzt, 
oder  aber,  daß  zwischen  dem  Endpunkte  und  dem  nächstliegenden 
absoluten  Maximum  ein  absolutes  Minimum,  bzw.  zwischen  dem  End- 
punkte und  dem  nächstliegenden  absoluten  Minimum  ein  ab.solutes 
Maximum  liegt  (z.  B.  die  Funktion  f(x)  =  x^  —  (rx-+nx  —  6  im 
Intervalle  (0,4)).  Wenn  wir  also  in  einem  Intervalle  nur  ein  absolutes 
Extrem  finden,  so  ist  es  gewiß  gleichzeitig  auch  ein  relatives.^  Wenn 
dagegen  in  einem  Intervalle  entweder  gar  keine  absoluten  Extreme 
oder  aber  mehrere  vorhanden  sind,  so  ist  eine  nähere  Untersuchung 
bezüglich  der  relativen  Extreme  notwendig. 

2.  Beispiel.  Das  Rechteck  vom  größten  i*Mäciieninhalt  bei  ge- 
gebenem Umfange  a? 
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Wird  eine  Seite  des  Rechteckes  mit  x  benannt,  so  ist  die  andere 
Funktion 


gleich     ~Z     .    Der  Flächeninhalt  y  ist  somit  gleich  ^-      o     •    ^^^^^ 


hat,  ihrer  geometrischen  Bedeutung  nach,    bloß  im  Intervalle  (o,  ^^i 
einen  Sinn.  Um  das  Maximum  zu  finden,  bilden  wir  die  erste  Ableitung 

/'(x)=2--2x 

und  setzen  dieselbe  gleich  Null: 

woraus  sich  x=  -  ergibt.    Bilden  wir  noch  die  zweite  Ableitung 

fix)  =^-2 

so  ist  dieselbe  konstant  gleich  ^-2,  folglich  auch  an  der  Stelle  x=^  ,^ 

Somit  sind  an  dieser  Stelle  die  Bedingungen  für  ein  absolutes  Maximum 
erfüllt.    Daß   dasselbe  gleichzeitig  ein  relatives  ist,  erhellt  daraus, 

daß   im    betrachteten   Intervalle    JO,  ^,  j  nur  ein  einziges   absolutes 

Extrem  vorhanden  ist.  —  Von  allen  Rechtecken  mit  dem  Umfange  a 

hat  also  das  Quadrat  (mit  der  Seite      j   den  grüßten  Flächeninhalt. 

3.  Beispiel.    Das  Rechteck  zu  finden,  daß  bei  gegebenem  Flächen- 
inhalte a'~  den  kleinsten  Umfang  besitzt. 

Sei  wiederum  mit  x  die  eine  Seite  bezeichnet,  so  ist  die  andere 

gleich  *  .  und   der  Umfang  w  =  2(a;+  ^   ).    Diese  Funktion 

y  =  fix)  =  2[x+^^) 

ist  ihrer  geometrischen  Bedeutung  nach  auf  das  Intervall  (0,  +  co) 
beschränkt.     Um  das  Minimum  derselben  zu  finden,  setzen  wir 

/■(x)=2(i-»:)=o 

woraus  sich  x=±a  ergibt.  Da  unser  x  laut  Voraussetzung  auf 
positive  Werte  beschränkt  ist,  wählen  wir  das  positive  Vorzeichen: 
x  =  a.  Um  zu  entscheiden,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  vorliegt, 
bilden  wir  die  zweite  Ableitung 

und  setzen  x  =  a;  es  ist 

An  der  Stelle  x  =  a  hat  also  die  untersuchte  Funktion  ein  absolutes 
Minimum,   das  gleichzeitig  —  aus  demselben  (^runde  wie  in  obigem 


I 


I 
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Beispiel  —  ein  relatives  ist.  Das  Rechteck,  das  beim  Flächen- 
inhalte a-  eine  Seite  a  hat,  ist  aber  ein  Quadrat.  Das  Quadrat  hat 
somit  die  Eigenschaft  bei  gegebenem  Umfange  den  größten  Flächen- 
inhalt, bei  gegebenem  Flächeninhalte  den  kleinsten  Umfang  zu  be- 
sitzen.   Es   ist  —   sozusagen  —  das   ökonomischeste   der  Rechtecke. 

4.  Beispiel.    Die  Funktion 

x^  1 

ist  auf  die  Existenz  von  Extremwerten  zu  untersuchen.  Die  Aus- 
führung dieser  Aufgabe  wird  dem  Leser  überlassen.  Resultat:  Für 
x  =  0  findet  ein  absolutes  Maximum,  für  x  =  2  ein  absolutes  Mini- 
mum statt. 

Der  Leser  zeichne  die  Bildkurve  der  Funktion 

rr^  1 

fix)=''^--x^  +  f, 

indem  er  etwa  die  Werte  /(-2),  /(— 1),  AO),  /(l),  /(2),  /(3),  /(4)  berechnet, 
die  entsprechenden  Punkte  aufzeichnet  und  sie  verbindet.     Man  unter- 
suche die  relativen  Extreme  in  den 
Intervallen  (—2,  3),  (—  1,  3),  (—1,  4). 

5,  Beispiel.  Aus  einem  gegebenen 
quadratischen  Blechstück  (von  der 
Seitenlänge  a)  sind  an  den  Ecken 
vier  gleiche  Quadrate  herauszu- 
schneiden (Fig.  57),  die  übrigge- 
bliebenen Rechtecke  (1),  (2),  (3) 
und  (4)  umzubiegen  und  so  eine 
(ofiene)  Schachtel  herzustellen.  Die 
Schachtel  vom  größten  Volumen? 

Nennen  wir  die  Seite  der  heraus- 
zuschneidenden Quadrate  x,  so  ist 
das  Volumen  y  der  Schachtel  gleich 
x{a  —  2x)-.  Das  Intervall  dieser 
Funktion 

f(x)  =  xia  —  2  xf  =  a-x  —  4 ax-  -f  4  a;^ 
ist  naturgemäß  (o.   ^).     Um  das  Maximum  zu  finden,  setzen  wir 


(3) 

(4) 

(2) 

il) 

Fig. 


oder 

woraus  sich  ergibt; 


f>{x)  =  fl  -  —  8  ax  +  12  o;-  =  0 
X-  — lax  +  u-g  =0, 


a       a 
^  =  3=^6 


Die  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  sind  somit  x,  =  ^,  ^■■'  =  2-    ^'^^*^" 
wir  /-(a;)  =  -8a  +  24x 

und  setzen  für  x  der  Reihe  nach  die  beiden  Wurzeln  ein: 
/"(xj  =  — 4a<0,  /"(X2)  =  4a>0, 
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80  linden   wir  ein   absolutes  Maximum   für  x  =  y7   und    ein   absolutes 

b 

Minimum   für  a;  =  ^,.     Da  das  Minimum /(,-,- j  im  Endpunkte  des  Inter- 

valles  (o,  V\  liegt,  so  ist  im  Inneren  des  Intervalles  (0,     j  bloß  ein 

absolutes  Extrem  vorhanden,  welches  daher  gleichzeitig  ein  relatives 

ist.    Ebenso   leicht  sieht  man  ein,  daß  /(0)  =  /u|  =  0    das   relative 

Minimum  ist. 

6.  Beispiel.    Aus  einem   gegebenen  Dreieck  ABC  ist  durch  Ab- 
schneiden der  Spitzen  (Fig.  58)  ein  möglichst  großes  Rechteck  heraus- 


zuschneiden.    Ist   h=^CK   die   Höhe   des   gegebenen   Dreiecks  ABC, 
x  =  CH  die  des  abzuschneidenden  DEC,  so  ist 

DE.AB  =  x:h,    DE  =  ^.x 

h 

und  der  Flächeninhalt  y  des  Rechteckes  DEFG  ist  gleich 

AB  /  r2  V 

y  =  f{x)  =  BE.DF  =  -^.x  .  {h-x)  =  AB\x—Y\ 
wobei  X  auf  das  Intervall  (0,  h)  beschränkt  erscheint.     Aus 

ergibt  sich  x  =  ^-.    Die  zweite  Ableitung  ist  konstant  negativ: 

folglich  hat  f{x)  an  der  Stelle  a;^      ein   absolutes    Maximum,    das 

gleichzeitig  ein  relatives  ist,  weil  im  Intervalle  (0,  h)  nur  ein  einziges 
absolutes  Extrem  existiert. 
7.  Beispiel.    Die  Funktion 

y  =  /(a;)  =  -^2_5^  +  9 
ist  auf  die  Existenz  von  absoluten  Extremen  zu  untersuchen. 
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Anstatt  die  Funktion 


/(x)  = 


a;-  —  5  X  +  9 
direkt  zu  untersuchen,  können  wir  auch  der  Betrachtung  die  reziproke 


(p{x) 


1 

'-fix)' 


a;-  — 5x4-9 


=  x  —  o  + 


X  X 

zu<;ruude  legen.  Hat  an  einer  Stelle  die  Funktion  f{x)  ein  Maximum. 
so  hat  dort  die  Funktion  (p[x)  ein  Minimum  und  umgekehrt.  \N'ir 
.setzen  nun 

(p\x)=  1  —     .,  =0 
X- 

und  bekommen  so  zwei  Wurzeln  x^  =  3,  x.^  =  —  .S,    Es  ist  ferner 


<0. 


Es  liefern  also  die  Stellen 
x  =  — .3 
Maximum 
Minimum 


5x  +  9 


und  somit  </'"(^i)  =  -|  >0.  f/-"(x.,)  =  — 

x  =  3 
für  (f[x)  ein  Minimum 
für   /(x)  ein  Maximum 
Der  Leser  m(>ge  die  Funktion 

diiekt  untersuchen. 

8.  Beispiel.  Im  Punkte  A  eines  Schwimmbassins  (Fig.  59j  befindet 
sich  ein  Badender;  im  Punkte  B  am  Ufer  liegen  seine  Kleider. 
Plötzlich  beginnt  es  zu 
regnen,  der  Badende  will 
seine  Kleider  möglichst 
schnell  erreichen,  welchen 
Weg  soll  er   einschlagen? 

Um  das  Problem  ge- 
nauer zu  formulieren, 
nehmen  wir  an,  der  Badende 
schwimmt     mit     der     Ge- 


B 


schwindigkeiti'i  von.-l  bis  C 

und  läuft  dann  am  Ufer  mit 

der  Geschwindigkeit  v^  von  Fig.  59. 

C  bis  jB  —   wobei   v.,  >  v^ 

sein  soll.     Sei  ferner "ö   der  Fußpunkt   der  Normalen   von  Ä  aus  an 

das  Ufer  und  x  die  Distanz  CD.    Wir  fragen  sodann,  bei  welchem  x 

hat   die   Zeit  t.  die   der  Badende   braucht,   um   den  W  eg  AC  -f  CB 

zurückzulegen,  einen  kleinsten  Wert? 

Es  ist  bekanntlich: 

Weg 

7pit  — 

—  (^e<^^.|i\vindigkeit 
daiier 


V., 
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wenn  der  Kürze  halber  ÄD  =  a,  BD  =  b  gesetzt  wird.  Wohlgemerkt 
ist  letztere  Formel  nur  so  lange  richtig,  als  x  <  6  ist.  Würde  nämlich 
der  Punkt  C  links  von  B  zu  liegen  kommen,  so  wäre  BC  =  x  —  b  zu 
setzen;  an  Stelle  der  Formel  (1)  müßte  die  Formel 

treten.  Indem  wir  nun  x  auf  das  Intervall  (0,  b)  beschränken,  kommen 
wir  mit  der  Formel  (1)  aus.  Oftenbar  wird  ja  der  Badende  bloß  über- 
legen, auf  welchem  Punkt  zwischen  B  und  D  er  losschwimmen  soll, 
um  B  am  raschesten  zu  erreichen.  Das  Minimum  der  hierzu  erforder- 
lichen Zeit  finden  wir,  indem  wir 

dx      "-  ^      v^   ya-2  +  x-i      ^2  ^  ^ 


setzen.    Hieraus  bestimmt  sich 

hl 

Wegen  der  Einschränkung  des  x  auf  das  Intervall  (0,  b)  wählen  wir 
das  positive  Vorzeichen: 

x=+     ,_A •••(5) 


^©- 


Die  Wurzel  (5)  kann   nur   dann   für  uns  in  Betracht  kommen,  wenn 
sie  noch  innerhalb  des  Intervalles  (0,  b)  liegt,  wenn  also 

^    ^    <b  ...(6) 


W 


oder 


Nehmen  wir  zunächst  an,  die  Punkte  A  und  B  liegen  so,  daß  die 
Ungleichung  (7)  erfüllt  ist.  Alsdann  liefert  (5)  ein  absolutes  Extrem, 
und  zwar  ein  Minimum,  denn  es  ist 

nx)='''  — pi^-  ...  (8) 

Dieser  Ausdruck  ist  für  jedes  x,  folglich  auch  für  (5)  positiv.  Daß 
dieses  absolute  Maximum  gleichzeitig  auch  ein  relatives  ist,  folgt 
aus  dem  Umstände,  daß  es  im  Intervalle  (0,  b)  das  einzige  absolute 
Extrem  ist. 

Nicht  ohne  Interesse  ist  noch  der  Fall,  wo  die  Ungleichung  (7) 
nicht  erfüllt  ist,  wo  also: 

Um  die  Bedeutung  dieser  Ungleichung  einzusehen,  legen  wirjvon  B 
aus  eine  Gerade,  die  mit  dem  Bassinufer  einen  Winkel 
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«o=arctg|/|^2J  _■^^ 

einschließt.    Der  Tangens  des  Winkel.s  a,  den   die  Verbindungslinie 

AB  mit   dem  Bassinufer  einschließt,   ist  gleich  ^  also  a  =  arc  tg  ?• 

6  h 


Aus  Ungleichung  (7)  folgt  arc  tg' 


V.A- 


—  1,   oder   a  <a(y; 


Fig.  HO. 


,  <  arc  tg 

aus  Ungleichung  (9)  analog  a>ao.  Bezeichnet  man  daher  das  Gebiet, 
das  im  spitzen  Winkel  MBN  liegt  (Fig.  HO),  mit  (li  das  andere  Gebiet, 
das  im  stumpfen  Winkel  MBR  liegt,  mit 
(77),  so  liegt  ein  Punkt  A,  der  die  Un- 
gleichung (7)  erfüllt,  im  Gebiete  (7),  dagegen 
ein  Punkt  A',  der  der  Ungleichung  (9) 
genügt,  im  Gebiete  (77).  Die  Aufgabe  für 
die  Punkte  des  Gebietes  (7)  haben  wir 
bereits  erledigt,  nun  wollen  wir  uns  noch 
mit  den  Punkten  des  Gebietes  (77)  befassen. 
Die  Werte  (4)  waren  die  einzigen  Wurzeln 
der  Gleichung  (8).  Die  negative  kommt 
—  weil  wir  das  x  auf  das  Intervall  (0,  b) 

beschränken  —  nicht  in  Betracht;  aber  auch  die  andere  fällt  —  eben 
wegen  der  Ungleichung  (9)  —  außerhalb  des  Intervalles  (0,  b).  Alsdann 
liegen  im  Intervalle  (0,  b)  keine  Wurzeln  der  Gleichung  (3),  es  gibt  also 
in  diesem  Falle  kein  absolutes  Extrem.  Nichtsdestoweniger  wird 
die  Funktion  (1)  einen  kleinsten  Wert  (ein  relatives  Minimum)  im 
Intervalle  (0,  b)  besitzen,  und  zwar  ist  dies  der  Wert  der  Funktion  für 
x  =  b.  Um  dies  einzusehen,  bedenke  man  erstens,  daß  eine  stetige 
Funktion  von  negativen  zu  positiven  Werten  nicht  übergehen  kann, 
ohne  die  Null  zu  passieren,  zweitens,  daß  f'{x)  im  Intervalle  (0,  6) 
nirgends  gleich  Null  wird,  drittens,  daß  f'(x)  für  a;  =  0  negativ  ist. 
Daraus  folgt,  daß  f'{x)  im  ganzen  Intervalle  (0,  b)  negativ  bleiben  muß. 
Ist  aber  die  Ableitung  einer  Funktion  beständig  negativ,  so  bedeutet 
das,  daß  die  Funktion  selbst  beständig  abnimmt:  sie  erreicht  also  im 
Kndpunkte  des  Intervalles  einen  kleinsten  Wert.  Daher  ist  f(b)  der 
kleinste  Wert,  den  die  Funktion  f^x)  im  Intervalle  (0,  b)  annimmt.  — 
Befindet  sich  also  der  Badende  im  Momente,  wo  es  zu  regnen  beginnt, 
im  Gebiete  (77),  so  wird  er  am  besten  tun,  wenn  er  direkt  gradaus 
auf  seine  Kleider  B  losschwimmt. 

9.  Beispiel.    Maximale  Arbeitsleistung  eines  Muskels. 

Unter  „Arbeit"  im  physikalischen  Sinne  des  Wortes  versteht 
man  das  Produkt  aus  Kraft  und  Weg,  längs  dessen  die  Kraft  gewirkt 
hat.  Wird  z.  B.  ein  Gewicht  von  zwei  Kilogramm  fünf  Meter  hoch 
gehoben,  so  ist  die  hierbei  (entgegen  die  Schwerkraft)  geleistete  Arbeit 
gleich  2  kg-5  m  =  10  kg  m. 

Nehmen  wir  an,  wir  hätten  eine  Maschine,  die  ein  gewisses,  ganz 
bestimmtes  Quantum  c  von  Arbeit  liefern  kann.  Wir  wollen  die  in 
der  Maschine  steckende  P^nergiemengc  zur  Hebung  eines  Gewichtes 
benützen.  Sei  das  zu  liebende  Gewicht  gleich  x.  so  wird  die  Höhe 
!f,  auf  die  dasselbe  durch  die  Maschine  gehoben  werden  kann,  gleich 

^   sein;  die  Hubhöhe  .y  ist  dem  gehob(Mien  Gewichte  umgekehrt  pro- 
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portional.     Stellt  man  die  Funktion  y  =     graphisch  dar,  so  resultiert 

*c 

eine  gleichseitige  Hyperbel  (vgl.  Fig.  63). 

Eine  Maschine,  die  zum  Heben  von  Lasten  dienen  kann,  ist  auch 
der  tierische  oder  menschliche  Muskel.  Jedoch  ist  die  Energie,  die 
er  hierbei  liefert,  keine  Konstante,  wie  dies  bei  der  physikalischen 
Maschine  der  Fall  war,  sondern  vom  Gewichte  x  abhängig.  Das 
Produkt  xy  aus  Gewicht  und  Hubhöhe  ist  bei  kleinen  Gewichten 
verhältnismäßig  klein,  wird  mit  wachsendem  x  größer,  um  dann  bei 
großen  Gewichten  wiederum  abzunehmen.  Das  Optimum  liegt  bei 
den  mittleren  Gewichten. 

Denken  wir  uns  die  Hubhöhe  y  als  Funktion  von  x  experimentell 
bestimmt  und  es  sei  y  =  (p{x),  dann  ist  die  bei  Hebung  eines  Ge- 
wichtes X  auf  die  Höhe  y  geleistete  Arbeit  z  =  x-y  ^x-cp{x).  Wir 
fragen  nun  nach  demjenigen  A\'erte  von  x,  für  den  die  durch  den 
Muskel  geleistete  Arbeit  ein  Maximum  erreicht.  Hierzu  bilden  wir  den 
Ditferentialquotienten  von  z  nach  x  und  setzen  denselben  gleich  Null  : 
dz 


dx 


Fio-.  61. 


Ist  der  analytische  Ausdruck  für 
die  Funktion  y  =  (f{x)  gegeben, 
so  ist  es  ein  leichtes  die  Gleichung 
(1)  nach  X  aufzulösen.  Nehmen 
wir  beispielsweise  an,  die  experi- 
mentell erhaltene  Kurve  y  ==  (p{x) 
wäre  eine  Gerade.  Schreiben  wir 
die  Gleichung  der  Geraden  in  der 
Form : 


a        h 


■  (2) 


so  bedeuten  «,  h   die  Strecken,   die   die  Gerade   von   der  Abszissen- 
bzw. Ordinatenachse  abschneidet  (vgl.  Fig.  61).*)     Es  ist  dann  ferner 


y  =  r/>(a;)  =  6(l  — ^) 

z  =  x(p{x)=hx\^l  —  ^^^'^=h[x  —  ^^ 


und 


dz 
dx 


=  6   1 


2x 


ix\ 
a  J 


dz  2x 

Setzt  man  ,    ^0,   so  resultiert  — 
dx  a 


1  oder  x^ 


■  •  .  (3) 

...  (4) 

•  •  .  (5) 
Um  die  P'nt- 


scheidung  zu  treffen,  ob  ein  Maximum  oder  Minimum  vorliegt,  bilden 
wir  den  zweiten  Differentialquotienten 

dh  26  ,,., 

dx^  =  -a  '--^^'^ 

der   konstant   negativ   ist.     Folglich   liefert   die    Wurzel   x  =  ^    ein 

Maxiraum.    Die  Konstruktion  des  Punktes  M  der  Geraden,  für   den 


*)   Setzt    man   nämlich  ,/  =  0,  s-o  wird  y  =  l:   setzt  man  y  =  0,  so  wird  x  =  a. 
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das  Maximum  der  Arbeit  eintritt,  ergibt  sich  liierdiiirli  auf  eine  sehr 
einfache  Weise.  Seien  nämlich  A,  B  die  Schnitt[)unkte  der  (Geraden 
mit  den  Koordinatenachsen  und  C  der  Fußpunkt,  der  von  M  aus  auf 

die  X-Achse  «gefällten  Normalen,  so  ist  OA  =  a,  und  0C  =  ^  =  /  .  daher 


SiVLchMÄ  =  MB  = 


AB 


es  genügt  also  das  zwischen  den  Koordinaten- 


achsen enthaltene  Stück  der  Geraden  zu  halbieren,  um  den  Maximal- 
punkt der  Arbeit  zu  erhalten. 

In  Wirklichkeit  ist  aber  die  Kurve  >/  =  (p(x)  keine  Gerade.  Da 
es  mühevoll  wäre  jedesmal  für  die  experimentell  gefundene  Kurve 
einen  analytischen  Ausdruck  zu  linden,  so  ist  es  nützlich  ein  Ver- 
fahren kennen  zu  lernen,  mittels  dessen  man  den  Maximalpunkt  der 
Arbeit  ohne  Rechnung  an  Hand  der  gezeichneten  Kurve  >j  =  (fix) 
finden  kann.  Sei  die  Kurve  der  Fig.  62  die  experimentell  bestimmte 
Kurve  ij  =  (p{x)  und  M{x,  y)  der  ge- 
suchte Maximalpunkt.  Konstruieren 
wir  in  M  die  Tangente  an  die  Kurve 
und  seien  A,  B  die  Schnittpunkte 
derselben  mit  den  Koordinatenachsen: 
sei  ferner  C  der  Fußpunkt  der  von  M 
aus  gefällten  Normalen  und  benennen 
wir  den  stumpfen  Winkel  A  mit  o. 
den  spitzen  Winkel  A  mit  ß,  und  den 
durch  die  Verbindungsgerade  OM  mit 

der  a:;-Achse  eingeschlossenen  Winkel  7  •  u 

(vgl.  Fig.  62).  Die  Koordinaten  des  Punktes  M  müssen  die  Gleichung  (D 
befriedigen ;  es  muß  also  xfp'{x)  +  y  =  0  sein,  woraus  sich  ergibt : 


-^P'{^)='i 


(7) 


Nun  ist  f/)'(a;)  =  tga;  da  ferner  a-hß  =  ^  ist,  so  ist  tg /?  =  tg (/r  —  a) 
=  -  rp'ix).  Sodann  ist  ^  =  ^=  tg/';  setzt  man  dies  in  Gleicliung  (7) 
ein.  so  ergibt  sich : 


tgß  =  {gy  oder  ß  =  y 
ist   somit    ein   gleichschenkliges. 
P^    und   aus  der  Aehnlichkeit 
AB 


ist    daher 
der  Dreiecke 


es 


Der  Maxinullpunkt  M 


Das    Dreieck   OMA 

OM  =  AM,  OC  =  AC—   2 

ACM  und  AOB  folgt  auch  BM  =  AM=  ^^ 
hat  also  die  Eigenschaft,  daß  er  das  zwischen  den  Koordinatenachsen 
enthaltene  Tangentenstück  halbiert.  Durcli  Verschieben  eines  l^i"^;i'^ 
längs  der  Kurve  kann  man  leicht  (mit  Hilfe  eines  Zirkels)  die  1  unkte 
finden,  die  diese  Bedingung  erfüllen.  Für  das  Stattfinden  eines  Maxi- 
mums (oder  Minimums)  ist  aber  diese  Bedingung  noch  keine  hin- 
reichende.    Bilden  wir  die  zweite  Ableitung  von  z  =  x.-(f[x) 


dx 


\,  =  x-<f^\x)  +  2(p\x:) 


(9> 
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und  setzen  darin  nach  Gleichung  (7)  (p'{x)  =  —    ,  so  wird 


dx 


2u      1 
1  =  x<p"{x)  —  -f  =  ^  {x-(f"{x)  -  2y) 


(10) 


Beaclitet  mau.  daß  für  uns  bloß  positive  Werte  von  x  und  y  in  Be- 
tracht kommen,  so  sieht  man  ohne  weiteres  ein,  daß  an  Stellen,  wo 
die  Kurve  y  =  (p{x)  nach  unten  konkav  ist  (wo  also  fp"{x)  negativ  ist), 

die  zweite  Ableitung  ,  .,  negativ  sein  wird.   Krfüllt  also  ein  Punkt  M 

die  Bedingung  (1)  und  ist  an  dieser  Stelle  die  Kurve  y  =  (p(x)  nach 
unten  konkav,  so  liefert  dieser  Punkt  ein  Maximum  der  Arbeit  z. 
Ist  aber  an  der  betreffenden  Stelle  die  Kurve  y  =  (p{x)  nach  unten 
konvex,  so  ist  noch  eine  weitere  Untersuchung  notwendig;  es  kann 
dann  nämlich  ein  Maximum,  Minimum  oder  ein  Wendepunkt  von  z{x) 
vorliegen. 

Sei  nun  Pq  (a;«?  ^o)  ^i"  Punkt  der  Kurve  y  =  (p{x),  der  der  Be- 
dingung (1)  genügt,  in  dem  aber  die  Kurve  nach  unten  konvex  ist. 
Um  zu  entscheiden,  ob  er  ein  Maximum  oder  Minimum  liefert,  ziehen 

wir  durch  ihn  eine  gleichseitige  Hyperbel  ?/=     (wo  also  c  =  XQyQ  ist) 

Eine  gleichseitige  Hj'perbel  hat  folgende  Eigenschaften.    Erstens  ist 

für  jeden  ihrer  Punkte  das  Produkt  xy 
aus  Abszisse  und  Ordinate  (also  aus 
Gewicht  und  Hubhöhe)  konstant  gleich  c; 
das  Pi'odukt  xy  bedeutet  aber  gleich- 
zeitig den  Flächeninhalt  des  Rechteckes 
OCPD  mit  den  Seiten  x  =  OC  y  =  CP- 
die  gleichseitige  Hyperbel  xy=^c  ist  also 
der  geometrische  Ort  der  Eckpunkte  P 
aller  derjenigen  Rechtecke OCPZ),  die  den- 
selben Flächeninhalt  c  haben.  Zweitens 
trennt  die  Hyperbel  xy  =  c  diejenigen 
Punkte  der  x  yy-Ebene,  für  die  das  Pro- 
dukt X  •  y  größer  ist  als  c,  von  denen,  für 
die  xy<c  ist.  Liegt  nämlich  ein  Punkt 
^li^i^Vi)  oberhalb  der  Hyperbel  xy  =  c 
(vgl.  Fig.  63),  so  ist  für  ihn  offenbar  x^yj^>c;  liegt  dagegen  ein 
Punkt  ^2(^2»  y-i)  unterlialb  der  Hyperbel,  so  ist  a;.,^.^  <c.  Daraus  er- 
hellt folgendes.    Liegt  der  den  Punkt  P^,{x^),  ?/„)  enthaltende  Zweig  der 

X  v 
Kurve  y  =  (f{x)  unterhalb  der  Hyperbel  ?/=   "  ",  so  liegt  ein  Maximum 

vor;  liegt  er  oberhalb  der  Hyperbel,  so  liefert  P^  ein  Minimum;  wird 
schließlich  die  Hyperbel  durch  den  Kurvenzweig  y=cp{x)  im  Punkte  P^ 
durchsetzt,  so  haben  Avir  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum. 

Es   ist   nicht   ohne  Interesse  zu  bemerken,  daß  im  Punkte  PoC^o»  ?yo),  der  der 


\  '^ 

\ 

p. 

\ 

\ 

{ 

w 

\ 

Vt, 

^ 

^^-=-_ 

Fi^.  63. 


Gleichung  (1)  genügt,  die  Kurve  y  =  qp(x)  und  die  Hyperbel  y= 
same  Tangente  haben.     Ks   ist  dort  nämlich  für  die  Hyperbel 


^0  2/0 


eine  gemein- 


a-0- 


*)  Das  Zeichen  (-,^1  bedeutet  den  Wert  von    ,     kn  der  Stelle  x  =  Xo. 


I 
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=  —  '^°  a  =  —       ,  während  sich  für  y  =  ^(.x)  aus  (1)  ebenfalls  ergibt:  ^'(xo)  =  —  ^•. 

Beschränken  wir  uns  ferner  auf  Intervalle,  wo  y  =  qp(x)  nach  unten  konvex  ist  ^wo 
also  q3"(x)  >  0  ist),  so  können  wir  folgendes  zeigen:  Ist  an  einer  Stelle  x=Xo,  wo  die 
Gleichung   (1)    erfüllt   ist,    die   Krümmung  der  Kurve  y=ffix)  kleiner  als  diejenige 

der  gleichseitigen  Hyperbel  y  =  "",80  findet  dort  ein  Maximum  der  Arbeit  z  statt; 
ist  sie  größer,  so  liegt  ein  Arbeitsminimum  vor.  Bezeichnen  wir  mit  die  Krümmung 
you  II -=  (p{x),   mit  ö  diejenige    der    Hyperbel    und    mit       .    ,^    die  Werte  derselben 

-«■  Qo     -tio 

an    der    Stelle   x  =  Xo.      Alsdann   ist        =  ,,   .     !,    ,  „  :    für  x  =  x,,   ist  nach  (li 

Q        (1  +  (p(x)^)  It  ■  ^  ' 

^(x.,  =  - 1»,  daher  1  +  ^W'  =  1  +  Vf,  =  SL+f ,  [1  +  ^.(.,)T,  =  ÖS^^M' 

und  somit 

1   ^      x^y[Xp) 

Für  die  Hyperbel  ist  ij' =  -  '    y"  =    ';^,  also  {y')^_^  =  -  |"  und  [1  +  (t/'y       Vi.  = 

Xo*  [{1  +  y'yi2\x=.a:o         Xo»  X«'  U^V+J/o'^ 

1    _        2xoyo 

Ro "  (V  v+^^r  •  •  •  '^^' 

Ist  nun  —  kleiner  als    „  ,  .so  ist d~<^0,  oder  —  nach  (11)  und  (12)  — 

^0  -^0  Qo       -tio 

Xo'(p"{xo)  2xo2/o        /^)  ^jj^ 


Die  Ungleichung  (13)  kann  auch  geschrieben  werden: 

,„~^,,.  W^Vo)  -  2z/o}  <  0  ...  a3a  I 

(Vxo"^  +2/0") 

Da  der  Ausdruck  ,  "     ^-,  positiv  ist,  so  folgt  aus  (13a) 

(V  sCo*  +  Ho') 

XoV(afo)  — 2«/o<0 

oder  mit  Berücksichtigung  der  Gleichung  (10) 

Da  die  durch  Xq,  y^  erfüllte  Gleichung  (1)  nichts  anderes  aussagt,  als  daß  (^^)      ^  =0 

ist,  so  liefert  die  Stelle  x  =  Xn  ein  Maximum  von  z. 

11. 
Ganz  analog  beweist  man,  daß  ein  Minimum  der  Arbeit  vorliegt,  wenn       >       ist. 
*  '  (?o      ^»o 

Ist  aber       =  ^  ,  so  liefert  die  Stelle  .»  =  .ro  einen  eigentlichen  oder  uneigent- 
Qo      xCo 
liehen  Wendepunkt  für  z{x). 

10.  Beispiel.  Oekouomie  der  Hieneii/el  len.  Kiiie  Bieuen- 
zelle  kann  aus  einem  sechsseitigen  Prisma  foloend ermaßen  entstanden 
gedacht  werden.  Auf  einer  Basis  des  Prisma  (Fig.  64)  ziehe  mau 
die  Gerade  AC.  Durch  diese  (^erade  lege  man  eine  Ebene,  die  mit 
der  Basisebene  ABCDEFA  einen  Winkel  a  eiu.schließt.^  Dieselbe 
schneidet  von  unserem  Prisma  eine  kleine  Pyramide  .1 /^(Yr  ab:  diese 
Pyramide    drehe    man    um    die   Gerade  AC  so  lange  liinauf.    bis  das 
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Fig.  (55. 


Dreieck  ACB  auf  das  Dreieck  ACO  fällt.    Ebenso  lege  man  durch  GE 
und  EÄ  P^benen   unter   demselben  Winkel  «   hindurch   und  verfahre 

mit  den  abofeschnittenen  Pyramiden 
analog  wie  mit  der  Pyramide  ABCG. 
Die  drei  umgekippten  kleinen  Pyra- 
miden setzen  sich  dann  zu  einer  zu- 
sammen, deren  Spitze  wir  mit  S  be- 
zeichnen wollen.  Das  so  entstehende 
Gebilde  (vgl.  Fig.  65)  ist  dann  einer 
Bienenzelle  ähnlich.  Durch  das  Ab- 
schneiden der  drei  Pyramiden  und  das 
Umkippen  derselben  hat  sich  das 
Volumen  des  Körpers  oifenbar  nicht 
geändert;  es  haben  also  die  Körper 
der  Fig.  (34  und  65  das  gleiche  Volumen. 
Wohl  aber  ist  die  Oberfläche  ver- 
mindert worden,  denn  es  sind  zwar 
zur  Oberfläche  die  drei  Rhomben  {AGCS  und  die  zwei  analogen)  neu 
hinzugekommen,  weggefallen  ist  aber  das  Sechseck  ABCDEF  und 
sechs  Dreiecke  {ABG,  CBG  und  die  vier  analogen). 

Es  fragt  sich  nun,  unter  welchem  Winkel  a  sollen  wir  die  drei 
Ebenen  legen,  damit  die  Oberfläche  des  entstehenden  Gebildes  ein 
Minimum  wird;  dann  werden  oifenbar  die  Bienen  am  wenigsten  Wachs 
verwenden  müssen,  um  eine  gegebene  Menge  Honig  in  den  Zellen 
deponieren  zu  können.  Anstatt  nach  dem  Winkel  a  können  wir  auch 
nach  der  Größe  x  =  BG  fragen,  denn  auch  durch  die  Größe  BG  ist 
die  Gestalt  der  Zelle  gegeben.  Bevor  wir  zur  eigentlichen  Rechnung 
übergehen,  wollen  wir  noch  einige  Formeln  aus  der  elementaren 
Planimetrie  in  Erinnerung  bringen.  Verbindet  man  den  Mittelpunkt 
eines  gleichseitigen  Sechsecks  von  der  Seitenlänge  a  mit  den  Eck- 
punkten derselben,  so  entstehen  6  gleichseitige  Dreiecke  (vgl.  Fig.  66). 
Die  Höhe  h  eines  solchen  ist  gleich 


Daher  ist 

AC  =  2-AH  =  2h  =  a^?i 
Der  Flächeninhalt  des  gleichseitigen  Dreiecks  ist  gleich 

ah       a^    I  ^ 
2  =4  »'3 
daher  der  Flächeninhalt  des  Sechsecks  ABCDEF  gleich 

6.^}/3  =  |a-^y3 

Ferner  ist  (vgl.  Fig.  64) 

GC''  =  a'-{-x' 
Der  Flächeninhalt  des  Rhombus  AGCS  ist  gleich  (Fig.  67) 


..(1) 

.  .  (2) 


und 


^AC.GS  =  AC.GH 


GH  =  yGC^  —  CH'' 


(4) 

(5) 

(6) 
(7) 


VIII.    Maxima  und  Minima. 

daher  nach  (5j  und  (2) 

folglich  nach  (6).  (2)  und  (8) 

AGCS  =  at6-y  x-'  +  ~ 

F         E 


11:5 

■  <«) 
(9> 


Beim  üebergang-  vom  Prisma  Fig.  Ö4  zum  Gebilde  Fig.  65  sind  weg- 
gefallen : 

1  Sechseck  ABCDEF  =  ^a']'6 
6  Dreiecke,  wie  .456'  =  H-    ^  . 
hinzugekommen: 

3  Rhomben,  wie  AGCS=^^  •  a^S  ■  ]/«-  + j- 

Die  gesamte  Oberflächen  Verringerung  beträgt  somit 


f(x)  =  ^a']^  S  -\-  '^ax  —  SafS  ■  l/a^'+j 


(10) 


Für  welchen  Wert  von  x  erreicht  nun   die  Oberflächenverminderung 
ihr  Maximum?     Um  dies  zu  beantworten,  setzen  wir 


f'{x)  =  Sa  —  Sa^'6 


woraus  sich 


P'^i 


=  =  0 


(11) 


(12) 


ergibt.  Die  zweite  Ableitung  gibt  für  U2)  —  wie  der  Leser  leicht 
[1  nachrechnen  kann  —  einen  negativen  Wert,  woraus  erhellt,  daß  (12) 
l|    ein  absolutes  Maximum  liefert,  welches,  wie  man  leicht  sieht,  gleich- 

I    zeitig  auch  ein  relatives  ist.     Für  x=      ^2  hat  also  die  Oberfläche 

4 


des  Gebildes  Fig.  65  einen  kleinsten  Wert.     Aus  x 
den  Winkel  ß  des  Rhombus  (vgl.  Fig.  67): 


}'H  folgt  für 


sin|  =  ÄC:ÖC  =  4^:  |/(-^}^)-^  +  «-=iy6. 
Hieraus  berechnet  man  mittels  der  Logarithmentafeln  /:^=  109'>28'14". 

Saliieter,  Mathematik.    2.  AtiM.  ^ 
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Wood  erzählt  in  seiner  (1867  erschienenen)  Schrift  „Ueber  die 
Nester  der  Tiere"  folgende  Geschichte.*)  Maraldi  sei  die  große 
Regelmäßigkeit  der  Bienenzellen  aufgefallen:  er  maß  die  Winkel  der 
begrenzenden  Rhomben  und  fand  unser  /:?  =  109^28'.  Später  hat  der 
Mathematiker  König  über  Aufforderung  Reaumurs  die  zweck- 
mäßigste Form  der  Bienenzelle  mit  Hilfe  der  Differentialrechnung 
ausgerechnet  und  fand  ß  =  109^26'.  Maclaurin  —  mit  diesen 
Resultaten  unbefriedigt  —  wiederholte  die  Messung  von  Maraldi  und 
fand  sie  richtig:  dagegen  ergab  eine  Wiederholung  der  Rechnung 
Königs  einen  Fehler  in  den  von  König  benützten  Logarithmentafeln. 
Also  hätten  die  Bienen  zur  Auffindung  eines  Rechenfehlers  verholfen ! 

Die  Woodsche  Geschichte  ist  jedoch  als  ein  frommes  Märchen 
anzusehen,  schon  deshalb,  weil  man  die  Winkel  an  einer  Bienenzelle 
nicht  auf  Minuten  genau  messen  kann.  Neuere  Untersuchungen  von 
Vogt,**)  der  ca.  4000  Messungen  an  Bienenzellen  vornahm,  haben 
ergeben,  daß  der  AVinkel  ß  durchschnittlich  gleich  ist  lOT*',  also  ab- 
weichend vom  Werte  109°,  den  wir  gefunden  haben.  Vogt  glaubt 
aus  seinen  Beobachtungen  schließen  zu  können,  daß  die  Wachsersparnis 
für  die  Biene  überhaupt  nicht  als  formbestimmend  in  Betracht  kommt : 
jedoch  fällt  diese  Frage  bereits  außerhalb  der  mathematischen  Theorie 
der  Maxima  und  Minima. 


*)   Zitiert  nach   Mach,   Mechanik  in   ihrer  Entwicklung  kritisch-historisch 
dargestellt. 

**)  Heinrich  Vogt,  Geometrie  und  Oekonomie  der  Bienenzellen,  Breslau  1911. 


IX.  Der  natürliche  Logai'itliinus  und  die 
Exponentialfunktion. 

All  die  Spitze  dieses  Kapitels  stellen  wir  drei  weitere  Sätze 
aus  der  Lehre  von  den  Grenzwerten. 

5.  Satz.  Sind  die  Zalilen  einer  Zahlenfolge  mit 
lauter  positiven  Zahlen  fi^,  u.^,  u.^,  u^,  ...  so  beschaffen, 
daß  für  jedes  n  ersten  s  »/„-u,  >  w„.  zweitens  u„  <  A  ist, 
wo  A  eine  bestimmte  positive  Zahl  bedeutet,  so  be- 
sitzt diese  Zahlen folj?e  einen  Grenzwert*^,  der  nicht 
größer  ist  als  A^  ii  <  A. 

In  Worten:  Wenn  die  Zahlen  w,,  w...  w..,  .  .  .  mit  wachsendem  n 
beständig  zunehmen,  dabei  aber  endlich  bleiben,  so  streben  sie  gewiß 
einem  (bestimmten,  endlichen)  Grenzwerte  u  zu. 

Analoges  gilt,  wenn  für  jedes  n  u„+i<u„  und  u„>A  ist;  auch 
dann  besitzt  die  Zahlenfolge  einen  Grenzwert  u.  der  nicht  kleiner 
als  A  ist:  u  y  A. 

Wir  haben  bereits  im  I.  Kapitel  erwähnt,  daß  es  Zahlen fol<?en  j^ibt.  die  keinen 
(bestimmten,  endlichen)  Grenzwert  besitzen,  deren  Zahlen  also  mit  waclisendem  »i 
entweder  zwischen  endlichen  oder  unendlichen  Grenzen  hin  und  her  oszillieren,  oder 
aber  bestimmt  ins  positive  oder  negative  Unendliche  gehen.  Der  vorliegende  Satz  (fi) 
liefert  hinreichende  Bedingungen  für  die  Existenz  des  Grenzwertes  einer  Zahlen- 
folge. In  der  Tat  ist  durch  die  Ungleichung  u„+t  <  ii,i  ein  Oszillieren,  durch  die 
Ungleichung  Un<iÄ  das  Unendlichwerden  ausgeschlossen.  —  Notwendig  sind  die 
Btdingnngen  des  Satzes  5  nicht,  denn  es  gil)t  ja  Zahlenfolgen,  deren  Zahlen  bald 
zn-  bald  abnehmen  und  trotzdem  einem  Grenzwerte  zustreben,  wie  z.  B.  die  Zalilen- 

(—1)« 

folge  »n  =  -^ —  ■ 

n 

6.  Satz.  Ist  ^/  der  Grenzwert  einer  Zahlen  folgt'  *#,, 
n.,,  tt-i,  1^4,  ...  und  bildet  man  eine  andere  Zahlenfolge 
r,V  vi,  Vg,  i\.  ...  derart,  daß  r,  =»/i"'.  *•;,  =  */...'".  r,^  =  u^''. 
v^=^üi'",  .  .  .  so  ist  der  Grenzwert  derselben  *•—*/'". 

Dieser  Satz  ist  ein  spezieller  Fall  folgenden  allgemeinereu 
"Satzes. 

7.  Satz.  Ist  u  der  Grenzwert  einer  Zahlenfolge  u^, 
*r,.  »/g.  if.i,  ...  und  bildet  man  eine  andere  Zahlenfolge 
'"i<  r^.'  Tg,  ?'4,  .  .  .  derart,  daß  r,  =/(*<,).  r,  =/\»/...).  r^=f\u^), 
v^=f{u^\  .  .  .,  wo /■(?«„)  eine  stetige  Funktion  von  n„  be- 
<ieutet,  so  ist  der  Grenzwert  derselben  v=f\u). 

8* 
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Z.  B.  ist  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge 

37t   bn   97t    M7t  [i  +  (  ^  r 


8  '   16'    32-  64' 


o-leich      ,  daher  der  Grenzwert  der  Zahlenfolge 

^      37t      ^       b7t      ^       9tI       ,        ll7t  /l     ,     /  1  \'Y 

*^-8"'   *^  16'    *^  32'    ^^    64  "  •  •  *^  V'^\2  I  14'  '  '  ' 
gleich   tg  "^=1- 

Wird  1  K  in  eine  Sparkasse  zur  Verzinsung  eingelegt  und  ist 
der  Zinsfuß  4"/o,  so  wächst  die  Krone  nach  Ablauf  eines  Jahres  auf 
104  K.  Allgemein:  werden  ä;^  Kronen  eingelegt  und  ist  der  Zins- 
fuß p%,  so   ist  nach   Ablauf  eines   Jahres   der   Wert  des   Kapitals 

samt  Zinsen  gleich  k, -{-  \'qq  =K  (^  +  iw)'  ^^^^  ™^''  ^^""' 
Schluß  des  Jahres  die  Zinsen  zum  Kapital  hinzufügen  („kapitali- 
sieren"), so  werden  nächstes  Jahr  dieselben  mit  verzinst;  das  Kapital 

k^  =  kQ  (l  +  Torf)  ^^^^^^  ^^^  Anfangskapital  zu  Beginn  des  zweiten 
Jahres  und  es  ist  daher  nach  Ablauf  des  zweiten  Jahres  der  Wert 
des  Kapitals  samt  Zinsen  gleich 

Mi  +  iSo)=*»^+.oo)(i  +  -ioö)=*"(i+ioor- 

Nach  Ablauf  von  3  Jahren  ist  der  Wert  des  Kapitals  samt  Zinsen 
gleich  ^3  =  ^2(l  +  y^)=^o(l+  ilo)    """"^   allgemein  ist  nach  >* 

Jahren  k=kQ  (1  +  tqq  )  • 

Nun  nehmen  wir  an,  daß  die  Zinsen  bereits  nach  jedem  halben 
Jahre  kapitalisiert  werden.  Wie  groß  ist  unter  dieser  Voraussetzung 
der  Wert  des  Kapitals  samt  Zinsen  nach  t  Jahren?  Die  Sache  ver- 
hält sich  dann  genau  so,  als  ob  der  Zinsfuß  bloß  ^«/o,  dafür  aber 
die  Anzahl  der  Jahre  eine  doppelte,  also  gleich  2t  wäre:  ki,^i,= 
jc^^.ll^  ^  .^^V[  Werden  die  Zinsen  nach  jedem  Vs  Jahre  kapi- 
talisiert, so  ist  Ä;,vi3  =  Ä;o(l+  3  •  loo) '•  ^"!?^"^^i"=  ^^^  ^-jähriger 
Kapitalisierung  wächst  das  Kapital  k„  nach  Verlauf  von  t  Jahren 
auf^,.=Ä;o(l+^.  ^Q^)    . 

Sei  nun  k,  =  l,  7>  =  100,  t  =  l,  so  ist  k^,  ;  =(l+  ^);  dies  ist 
der  Wert   einer  Krone   bei      -jähriger  Kapitalisierung  und  Zinsfuß 


I 
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jr) 'Vo  =  100  "/o  nach  Ablauf  eines  .Jahres.  Lassen  wir  n  e^egeu  Un- 
endlich streben,  indem  wir  es  der  Reihe  nach  gleich  1,  2,  H,  4,  5,  .  .  . 
werden   lassen,  so  durchläuft  hierbei  A-,,  i    die  Zahlenfolge 

Wir  fragen  nun,  ob  sich  die  Zahlen  dieser  Zahlenfolge  einem  (be- 
stimmten, endlichen)  Grenzwerte  nähern. 

Hierzu  konstatieren  wir  erstens,  daß   die.selben  sämtlich  positiv 
sind   und   daß   sie   mit  wachsendem  n  beständig  zunehmen,   daß  also 

u„j^t>u„  ist,  wenn  jl  +     \  =u„  gesetzt  wird.  Daß  die  Zahlen  jl  +     | 

mit  wachsendem  n  beständig  zunehmen,  erhellt  schon  aus  der  Be- 
deutung derselben:  der  Wert  einer  Krone  samt  Zinsen  nach  Ablauf 
eines  Jahres  ist  um  so  größer,  in  je  kürzeren  Zwischenräumen  die 
Zinsen  kapitalisiert  werden.  Wir  wollen  dies  aber  rein  rechnerisch 
beweisen.    Aus  dem  binomischen  Lehrsatze:*) 

.,^M"=a.  +  (;)a.-6+(^)».-6=+...  +  (^:iJa6.-.  +  (;;)6.. 
ergibt  sich  —  indem  man  a=l.  h^      .^etzt  — : 

+(;)(^r+---+Ci)(r'-(::)-(i)"  . 

~         1  '  w  "^      1-2      '  n-  1.2.3        'n^^--' 

w(n— 1)  (n-2)  ...  3  .2         1        w(w-l)  (w— 2)  ...  3^2.1    1 


1-2.3  .  .  .  (n— 2)-(n— 1)     n"-'  1.2.3  ...  (n—l)-;*        n" 

L  (y^-1)        1    (n-lKn— 2) 
2!'      n     "'"3!'  n^ 


=  1^1+^-^^^'  +  ^''      ^--"-+---  + 


1        (n— l)(w-2)...3.2       1    (n-l)(n-2)...3.2.1 

„        .     ,               1        [n—l)(n—2)...{n—k-{-2) 
Das  k-te  Glied  dieser  Entwicklung  /irrfr] ~n*-8 

1         n—1    n-2           n—k-i-2 
kann   auch   geschrieben    werden     -f — rr| •  ... , 

(A/^~"l ) .         1%  71  f» 

woraus  man  sieht,  daß  mit  wachsendem  n  jedes  Glied  der  Entwick- 
lung wächst.**)     Ueberdies   wächst   die  Anzahl   der  Glieder:   da   sie 
ferner  alle  positiv  sind,  so  erhellt  daraus,  daß  für  jedes  » 
/  1     \"+'     /         1  \" 


*)  Vgl.  S.  50. 

**)  Der  i-te  Faktor  des   Produktes  "~     •  "~"-  ..."  ■  kann  geschrieben 

71  n  n 

werden:    ""~*  =  1  —  *      Es  ist  nun  klar,  daß  mit  wachsendem  >i       ab- und  1  — 

n  n  "  " 

zunimmt.      Da  dies    für   alle  Faktoren   gilt,   so  gilt  dies  um  s,.  melir  für  das  i^inze 
Produkt. 


hnf-'- 
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So  ist  u,  =  (1  +  }y  =  2,  u,  =  (1  +  ^)-  =  2i,  %  =  (1  +  if  =  2^^. 
W4-a+ir  =  "2  +  iii  usw. 

Nun  wollen  wir  zweitens  zeigen,  daß  die  Zahlen  der  Zahlenfolge 
(1  +  {)\  (1  +  ^)-,  (1  +  i)^  .  .  .  alle  endlich  bleiben.  Wir  haben  be- 
rechnet ; 

1     n — 1        1     n—1    n—2        1    n — 1    n— 2    n — 3 
2 ! '     n  ;M       n  n  4 !       w  n  n 

\    n-1  n—2  2    J. 

■  ■       n!       n         n       '  '  '  n    n 
Die  rechte  Seite  letzterer  Gleichung  wird  nur  vergrößert,  wenn  man 

,  ^,  n — 1    n  —  1   n—2    n—1   n—2  n — 3  .    .  ,     . 

anstatt ,  •         ,  ,   .  .  .  ledesmal     1     setzt: 

n         n        n         n         n         n 

daher  ist 

/         1\"  111  1 

Kn)   <2+  2!+  3!+  4!+  •••+.» 

Ferner   ist  3!  =  1.2.3>  2-2  =  2^,    4!  =  1.2.3.4  >  2.2-2 -=2", 
5!  =  l•2.3.4.5>2•2.2.2=-2^  .  .  .  daher 
1       J^    1       1^    1      J 
3!"^. 2^'  4!  "^2*'  5!  ^2*'  "  *  * 
und  somit 

2  +  2!  +  3!  +  il  +  ■  •  ■  +  «T <  2  +  2  +  2=  +  ¥^  +  •  ■  ■  +    2"-.- 

Nun  ist  aber  ^  +  i^)'^  +  (i)*  +  . . .  +  (^)"~'  eine  geometrische  Pro- 
gression mit  dem  Anfangsgliede  \,  Quotienten  \,  Gliederanzahl  n — 1, 
deren  Summe  daher  gleich  ist 

1  (\  \n-l  1  1  \\n—\ 

^"  -r  "  1     — T  I        — ^      y'^)     • 

Somit  ist 

111  1  /l\"-i 

Da  ferner  3  —  (i)"~'<3  ist,  so  ist  —  wenn  wir  die  bisherigen  Un- 
gleichungen zusammenfassen  — 

{i  +  \)'  <^  +  ^  +  l  +  l,  +  -  +  l<-i+\  +  ^i  +  l+  ■■■  + 

Es  ist  also  für  jedes  n 


1  / 1  \"  ' 

+  2._,<3-(,)      <3. 


[^^li<-^ 


Die  Bedingungen  des  Satzes  5  sind  somit  erfüllt;   daher  steht 

die  Existenz  des  Grenzwertes  der  Zahlenfolge  w„:=ll-i — |  fest  und 

wir   wissen   zugleich,   daß    derselbe  nicht  größer   sein  kann    als   3. 
Diesen  Grenzwert  bezeichnet  man  mit  dem  Buchstaben  e. 


lim  (l+l)"=e; 
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wir  werden  später  Methoden  kennen  lernen,  um  .seinen  Wert  ra.sch 
zu  berechnen.     Die  ersten  Dezimalen  sind: 

e  =  2-718281828459045  .  .  . 
Die  Zahl  e  spielt  in  der  höheren  Mathematik  eine  sehr  wichtige 
Rolle.  Nach  unserer  Herleitung  bedeutet  sie  den  Wert  einer  Krone 
samt  Zinsen  nach  einem  Jahre  bei  einem  Zinsfuße  p  =  100  "  „,  wenn 
die  Zin.sen  nicht  sprungweise  jeden  Monat,  oder  jeden  Tag  etwa, 
sondern  beständig,  kontinuierlich  kapitalisiert  werden. 

Wir  haben  soeben  bewiesen,  daß  (1+  j  gegen  einen  (Grenz- 
wert e  konvergiert,  sobald  n  die  Folge  der  ganzen  positiven 
Zahlen :  1,  2,  3.  4,  5,  .  .  .  durchläuft  und  wir  wollen  nun  zeigen,  daß 

1  \" 
In —      demselben    Grenzwerte   zustrebt,    wenn    n    die   Folge    der 

ganzen  negativen  Zahlen,  ausgenommen  die  Zahl  — 1,  also  die 
Zahlenfolge:  — 2,  —3,  — 4,  —5,  — 6,  .  .  .  durchläuft. 'i  Wir  wollen 
also  m.  a.  W.  beweisen,  daß  die  Zahlenfolge: 

(1  _.)-..  (l-^)-^  (l-i)-^ .  .  . 

oder 

denselben  Grenzwert  besitzt,  wie  die  Zahlenfolge: 
oder 

1-  (Ir-  (i)  •  (-4 

Versteht  man  unter  n  eine  ganze  negative  Zahl  und  setzt  w  =  — n, 
so  ist  m  eine  ganze  positive  Zahl.  Das  allgemeine  Glied  der 
untersuchten  Zahlenfolge  (1  —  ^)--,  (1  —  1)''^,  .  .  .  wird 

I         1  \" I  1  \-"'      im—l\"'      i    m    \-^"'      im — 1+1 


n  I         \         m  '  \    m     '  'm 


i  •  "• im — i-t-i  j  • 

T'      ~"  '    m— 1  "'    ~ 

/  1         \"*  /  1         v'"— '-^'  /  1         \"'    ^      I  1  V 


Nun  ist 


lim 

-oc 


/  1      \'"~'  i  1  l'"  /  1     i 

m      1+     --        =    lim      1-f         =e    und    lim      1  +  — ,  =1, 

/          1  ;"                   /             1     y"'~'  /  1      V 

daher    lim      1  +  —    =    lim     H ,  lim      1 -r  ,     =  «• 

1   l" 

Somit   haben   wir   bewiesen,   daß   ll—      j     sich   einem   (^renzwert  e 

nähert,  wenn  n  entweder  die  Folge  der  positiven  ganzen  Zahlen 
durchlaufend  gegen  +  oo,  oder  die  Folge  der  negativen  ganzen  Zahlen 
durchlaufend  gegen  —  cx>  konvergiert.    Nun  soll  noch  gezeigt  werden. 

daß  (l+     1" demselben  Grenzwerte  e  auch  dann  noch  zustrebt,  wenn 


*)  Die  Zahl  —1  muß  ausgenommen  werden,  weil  der  .\usdrnck  (1  —1)-»  ^  j_j 
keinen  Sinn  hat. 
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die  durch  n  durch  lanfene  Zahlenfolge  zwar  gegen  +00  oder  — oc 
konvergiert,  jedoch  nicht  aus  lauter  ganzen  Zahlen  besteht,  wie 
z.  B.  die  Zahlenfolge  |,  §,  |,  i,  t.  •  ■  •  oder  die  Zahlenfolge*)  —  |, 
—  ^.  — 7.^  — t,  •  •  •,  ni.  a.  W.  daß  auch  beispielsweise  die  Zahlenfolge 

oder  

beziehungsweise  die  Zahlenfolge: 

oder 


'^.Hi)-ya)'-. 


ebenfalls  dem  Grenzwerte  e  =  2"718  .  .  .  zustrebt. 

Sei   also  a,,  «.>,  «3,  «4,  «5,   .  .  .   eine    gegen  +  00  konvergierende   Zahlenfolge 
und  bilden  wir  die  "Zahlenfolge 

'+<,',r-('-+a7r-('+»7r-('+i)'''--- 

Um    zu   beweisen,   dali  lim  (l  -\ )  "  =  limll  H — )  ,    bemerken    wir,     dali    jede 

Z&hl  un  zwischen  zwei  ganzen  Zahlen  liegt;   z.  ß.  ist  für  die  Zahlenfolge  ^^   |,  |. 

0<i<l,    l<f<2,    2<t<3,    3<1<4,  .  .  . 
Allgemein  gibt  es  zu  jedem  a»  zwei  ganze  Zahlen  m  und  m  +  l  derart,  dalJ 

m  <  a,(  <  m  +  1 . 
Aus  letzterer  Ungleichung  folgt  ferner: 

m      an      w  + 1 

1+  ^  >1+    ^  >1+— ^, 
VI.  a„  m  + 1 


m/        \         mj  '  \         an)        \        m  +  l)           '\        m+ij 
Da   aber   lim   (1  H V"  ^  lim  (1  +  ,Y  =  <^    uh'I    lim   (l  H 1  =   li"i 

(1  +        I  1 )  ~  1  iät,  SO  ist  nach  Satz  4  Kap.  V  _ 


lim     1  +    -       =  lim    1  H 1     :-^e. 

™->oo\  '^'i  /         m-s-oo\ 


Ganz  analog  wird  der  Beweis  durchgeführt,  wenn  o,,  a^,  03,  .  .  .  eine  gegen  — 00 
konvergierende  Zahlenfolge  bedeutet.  Somit  haben  wir  den  für  das  Nachstehende 
sehr  wichtigen  Satz  gewonnen : 


*)    Die  Zahl  — |  muß  weggelassen  werden,  weil  der  Ausdruck  11 — 2)    ^  =1^ — 1 


keinen  reellen  Sinn  hat 
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Ist    aj.    «o.    r/.;,  ...eine    gegen    +^    oder    — cx3    kuii- 
vergfierende  Zahlenfolge,  so  ist  lim  (l  +      T"  =  e,   oder  in 

Zeichen:*)  l.st  lim  |<f„|  =  cc,  so  ist  lim  (l  +      ]^"  =  e. 

Sei   nun   x   irgendeine    positive    oder   negative,    ganze   oder   ge- 
brochene Zahl  und  bilden  wir  die  Zahlenfolge- 

(1+:)'.  (i+^r.  (i^if.  ii. :)'.... 

Welchem  Grenzwerte  strebt  dieselbe  zu? 

Setzen  wir        =a„,  so  ist 
X  ' 

^  w  /         \         w/x/  \          a„  /  l  \         a„  /     I 

Da    lim  \a„\  =  lim 


=  00,    so    ist    lim  (iH \^"  =  e   und  —  nach 

Satz    6     am     P^iugange     dieses     Kapitels     —     lim   IIh \^"y  = 

„^00  n  a„  I    \ 

)  ,.      /          1  \<^n\x 
=  ,  hm    iH /   =e'.    bomit  haben  wir  die  Formel  gewonnen: 

,.->oo\         n  I 

Wenn  wir  noch  für  einen  Augenblick  zu  unserer  Zinseszinsenaufgabe  zurück- 
kehren, 80  sehen  wir  leicht  ein,  daß  der  Wert  einer  Krone  bei  einem  Zinsfuße  p"  ^  und 
kontinuierlicher  Kapitalisierung  nach  Ablauf  von  t  Jahren  (wobei  aber  t  auch  eine 
beliebige  gebrochene  Zahl  sein  darf)  gleich  ist 

lim(l  +  i.4f  =  e--' 
Setzt  man  nämlich   r^,,  =  A.   so   ist  ia  lim  ( 1  +      •,,,.)    =  lim  ( 1  H =  e    und 


h\t         ht 

=  e    . 


Wir  erinnern  an  die  Definition  des  Logarithmus,  l'nter  dem 
Logarithmus  einer  Zahl  N  in  Bezug  auf  die  Basis  b  ver- 
steht man  diejenige  Zahl  m,  mit  der  man  die  Basis  b  potenzieren  muß. 
damit  als  Potenz  A''  resultiert:  m.  a.  W.  ist  b"'  =  N,  so  ist  m  der 
Logarithmus  von  iV  in  Bezug  auf  die  l^asis  6,  in  Zeichen:  m  =  log6iV: 
So  ist  z.  B.  der  Logarithmus  vou  100  in  Bezug  auf  die  Basis  10  gleich  2. 
weil  10"^  =  100  ist;  analog  folgt 

aus  10=^=1000    3  =  log,„  100(» 

aus  }/l00  =  100^=10 l  =  log,„„  10 

aus  5*  =  ()2ö 4  --  log-,  02;') 

*)  Es  sei  daran  erinnert,  daß  das  Zeichiii  „Ia«}"  den  absoluten  Hetni«  vou 
Oh  bedeutet  (vgl.  Fußnote  S.  22). 


122  Erster  Teil.     Differentialrechnung. 

aus  }^27  =  27i  =  3     i  =  log,,  3 

aus  10-- =  0-01 -2  =  logio0-01 

aus  9"^=  ,    =^    .......  .  -i=log9i 


t8 


aas       8"^=^  =  i    -i  =  log8i 


usw. 

Da  tür  jede  Zalil  b  b^ ^=h  ist,  so  ist  \oghb  =  l.  Ferner  wisseu 
wir,  daß  für  jedes  b  &"  =  1  ist,  woraus  folgt:  logt  1=0,  d.  h.  der 
Logarithmus  von  1  in  Bezug  auf  eine  beliebige  Basis  b  ist  gleich  Null. 
—  Erhebt  man  eine  positive  Zahl  b  zu  irgendeiner  (positiven  oder 
negativen)  Potenz,  so  resultiert  stets  eine  positive  Zahl;  daraus  folgt: 
der  Logarithmus  einer  negativen  Zahl  in  Bezug  auf 
eine  positive  Basis  existiert  nicht. 

Bekanntlich  ist,  wenn  2V,  =6"'»,  N^  =  b"'-^,   das  Produkt  iVjiV.,  = 

Aus  der  Gleichung  iVi=6"*'        folgt        mi^logöNi 

aus N<i  =  b'"'     m.2=logöNo 

aus N^No=b"'^+"'-^         m^+m.^  =  logö{N^N^). 

Andererseits  erhält  man  durch  Addition  beider  Seiten  der  Gleichungen 

mj  =]ogbNi 

m^  =  logfciVq 
die  Beziehung  m^  +  m.^  =  logiiV^  +  log/^iV, 

Durch  Vergleich  mit      m^ +m,  =log6(iVjiV.2) 
resultiert  daher:       XQ^oiNiN^S^XQ^o^i  +  lo^oNo, 

in  Worten:   der  Logarithmus  eines  Produktes  ist  gleich   der  Summe 

der  Logarithmen  der  Faktoren. 

N 
Ganz  analog  erhält  man  die  Formel  log(  .^^logft3''i — log<,3''2, 

die  besagt,  daß  der  Logarithmus  eines  Bruches  gleich  ist  der  Differenz 
der  Logarithmen  des  Zählers  und  des  Nenners. 

Ni=l,  iVg^iV,  so  resultiert,  da  ja  logt  1  =  0  ist,  log6  „^— log/,JV. 

Bekanntlich    ist,   wenn   6'"  =  iV    ist,   iV"  =(&'")« =6"'".     Aus    der 

Gleichung b"'  =  N      folgt      m  =  log6iV 

aus 6'""  =  iV"     ....    mw  =  log/,(iV''). 

Multipliziert    man     andererseits    die    beiden    Seiten    der    Gleichung 

w  =  log6A''  mit  n,  so  erhält  man  mn  =  n-\ogbN 
und  durch  Vergleich  mit    ....   mM^logi(N") 

resultiert  logt  (N")  =  n  •  logt  N.  ■ 

"/  -  -       1 

Analog  wird  die  Formel  bewiesen:   logyiV  =  logiV"  =  — -logiV. 

Wir  stellen  uns  noch  folgende  Aufgabe.  Ist  m  der  Logarithmus 
von  N  in  Bezug  auf  die  Basis  &,  wie  groß  ist  der  Logarithmus  der- 
selben Zahl  N  in  Bezug  auf  eine  andere  Basis  /?? 


Setzt  man  in  der  Formel  log6^  =  log/;iVi  —  log^iVg 


IX.    Der  natürliche  Logarithujus  und  «lie  Exponentialfunktion.  123 

Nennen  wir  den  gesuchten  Logarithmus  n,  so  folgt 

aus     m=z\ogf,N    .  .   b"'  =  N 

aus    ;M  =  \ogiN   .  .   /S"  =r  N 

also  ist 6'»  =  ßf. 

Nimmt  man  in  letzterer  Gleichung   beiderseits   den  Logarithmus 
in  Bezug  auf  die  Basis  ß,  so  ist 

m'\og;ib  = /LI -log  iß 
oder  (da  ja  \ogiß=l  ist)  .  .  .  ju  =  ni-\ogib 
d.  i log:?  JV=  logfc  N  ■  \ogib. 

So  ist  z.  B.  logio  10000  =  4  und  log^oo  10000  =  logio  100(X).logn,o  10  = 


Es  sei  nun  y  als  P\inktion  von  x  mittels  der  Formel  y  =f(x)  =  \ogbX 
definiert.  Wir  wollen  die  Ableitung  dieser  Funktion  berechnen. 
Hierzu  bilden  wir  zunächst  den  Diöerenzenquotienten 

Jy       f(x  +  h)  —  f(x)_\ogö(x-^h)  —  \ogbX       1  ix-rh^ 

^-  h  -  h  =Ä^^^M     x)  = 

1  1 

\x-\-h 


lo..(^)'  =  ..g.(l+*-) 


und  lassen  darin  h  gegen  Null  konvergieren,  indem  wir  es  die  Zahlen- 
folge M„=        durchlaufen  lassen.    Es  ist  dann 


dy^ 
dx 


Nun    ist,    wie    wir    früher   abgeleitet    haben,   lim   1 -f      \   =  e' 

11"-  I  1  1    v"l 

und   daher  lim  (l+       •      1  =e%    folglich    log.  ,lim(l+       • 


1 


=  log,,e-'=       -logfte.     Es  ist  somit: 

Wählt  man   als  Basis   der  Logarithmen   die  Zahl  e,  setzt    man   also 

b  =  e,  so  ist  logt e  =  log, e=  1   und  Ä=  ^-    Die  Logarithmen  mit  der 

Basis  e  nennt  man    „natürliche  Logarithmen"    und  bezeichnet 

sie  mit  In  .r   (mitunter   auch    mit   ..log  nat  x"    oder   ganz   kurz  ..1  x). 

Somit  haben  wir  die  Formel  gewonnen: 

d    ,  1 

"    In  ar  = 
(Ix  jr 
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Wir  wollen  noch   die  Kurve  y  =  f(x)  =  \nx  graphisch  darstellen. 
Da  der  Logarithmus  einer  negativen  Zahl  in  Bezug  auf  eine  positive 

Basis  nicht  existiert, 
so  ist  die  Funktion 
/(x)  =  In  a;  nur  für 
positive  Werte  von  x 
definiert.       Um      sie 

graphisch  darzu- 
stellen, berechnen  wir 
etwa  die  Werte 

/(l)=/(0-368)=-l, 

/(1)  =  0,  f{e)  = 
/(2-718)  =  l,  f(e^)  = 
/(7-389)=2,  Ke'):= 
/( 20085)-=  3,    ferner 
/'(1)=1,  alsoa(l)=45" 
(vgl  Fig.  68).  —  Be- 
achtenswert   ist    der 

Umstand,  daß 
lim  In  X  :=oo,  während 


Fig.  68. 


lim 


\dx         j 


lim  — 


=  0   ist;    die   Ordinate   der  Kurve   ij  =  ]nx  geht    also   ins 


Unendliche,  trotzdem  die  Kurve  selbst  immer  flacher  und  flacher  wird 
und  ihre  Steigung  gegen  Null  konvergiert. 


Uebungen. 

1.  Uebung.     Man  untersuche  die  Kurve  y  =  In  a;  auf  Konkavität 
und  Konvexität,   und  bestimme   ihre  Krümmung 

dy 1     d'^x 1 

dx        a; '  dx'^  x' 

jedes   (sowohl   negatives,   wie   positives)   x   negativ, 

Kurve  überall   (also   im  Intervalle  ( — 0°,  4-°°))   nach 


Lösung.     Es   ist 

Der  zweite  Differentialquotient  von  lu  x  ist  für 

daher   ist   die 
unten  konkav. 


1 


V 


Ferner  ist    ^-^_^^..)., 


1 


1  + 


(i)' 


(yi+a^T 


und 


So  ist  z.  B.  für  a;  =  1  |e|  =  (l^"^  )  =  2|^ü  .  Der  zugehörige  Krümmuugskreis  ist 
sehr  leicht  zu  konstruieren.  Im  I'unkte  x  =  1  schließt  die  Tangeute  an  die  Kurve 
mit  der  x-Achse  einen  Winkel  von  45"  ein;  verbindet  man  daher  den  Kurvenpunkt 
P(l,  0)  mit  dem  Punkte  A  (U,l)  der  Ordinatenachse  durch  eine  Gerade  AP,  so  ist  sie 
die  Normale  im  Punkte  P.  Ueberdies  istXP=  Vl^TT'  =1^2,  also  |ß|  =  2->tP^  Daraus 
ergibt  sich  die  Konstruktion  des  Krümmungskreises  im  Punkte  P^l,  U)  —  vgl.  Fig.  68. 

In   welchem    Punkte   der   Kurve   y  =  \vLx   ist   die 


2.  Uebung. 
Krümmung  am  größten  ? 


Lösung.  Es  ist 


(yi+a:^K 


Um  das 


Maximum  vou 
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e\ 


zu  ündeii.  bilden  wir  die  erste  Ableitung 


d  I  1  |_(]/l+x^)«— a;.f.(l+g--f'~'-2c 
dx\Q\  (l  +  «y 

und  setzen  dieselbe  gleich  Null: 


d  +  x-')      -(l—2x-') 


(1  +  a;-)    ^•(l-2x--^)  =  0. 

>  -|             1 
Da  (1  +  X-)      =    für  keinen  Wert   von  x  verschwindet,   .so 

(yi + x-'Y 

muß  1 — 2a;-  =  0  sein,  woraus  sich  a;=±       — -i-^y2.  Die  negative 

)  2 

Wurzel  x  =  —  ^]^2  ist  auszuschließen,  weil  ja  die  Funktion  /(x)  =  ln  x 
bloß  für  positive  Werte  von  x  definiert  ist.  Es  kommt  daher  nur 
die  Wurzel  x  =  ^]'2  in  Betracht.  Um  noch  die  Entscheidung  zu 
treffen,    ob    ein   Maximum    oder  Minimum    vorliegt,    bilden    wir    die 

zweite  Ableitung  von 


dx~  I  Q 


d  S. 


.>y 


=  ^\\-^x'-)    2  .(1  — 2^2)/=— f.(l  +  a;-)    2.2x.(l— 2x-^)+ 


dx 


+  (l  +  x-^)    ''.{—^x)  = 


3» 


Setzt   man   darin  a;  =  4^y2   so  wird 


d""  I  1 


dx- 1  o 


.(2x2  —  3). 
1 


=  \n- 


m' 


(1  —  3)  = 


=  — ^y3,  also  liefert  die  Stelle  x=^y2  ein  Maximum   der  Krüm- 


mung 


dy 


cos 


3.  Uebung.    y  =  /(x)  =  In  cos  x ;   , 

.  , du     du  du      \    , 
s  X = w,  ?/  =  In  w.  so  ist  j;^ = j^_  •  j„= ::  •  ("  sin  x )  = 


Lösung.     Setzt   man 
sin  X 


dx     du  dx     u 

X 


cos  X 


—  tgx 


4.  Uebung.    /(x)  =  lntg2;  /'(a;)  =  ":'  — Lösung.    Setzt  man  .^  =  i> 

tg  y  =  M,  In  w  =  y,  so  ist 

dy      dy  du    dv 1        1        1 1  ^    

dx~~du'  dv  '  dx~u  '  cos-  u  '  2  ~~ 2  tg  v    cos-  v 

l     cos  V        1     1  1     __     1     ^ 

~  2  '  sin  V  '  cos'^  V  ~~  2  sin  v  cos  v  ~~  sin  2t;      sin  x 

5.  Uebung.     /(x)  =  lnlnx;  f'ix)  =  ?  —  Lösung: 

1       d  ,  1 

f'(x)  =  , —  •  j    In  X  = 

'  ^  ^       ]nx    dx  xln  X 

6.  Uebung.    /(x)  =  x  In  x;  /'(a;)  =  ?  —  Lösung : 

/'(x)  =  x./^lnx  +  lnx.^^x  =  l  +  lnx. 
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7.  Uebung.    f{x)  =  ln  iigx;  /'(a;)  =  ?  —  Lösung": 

y  tg  a;    ^  cos-  X      2    tg  X    cos'-^  x 

1    cosa;        1         .  1  1 


2    sin  a;    cos^  a;      2  sin  a;  cos  x      sin  2a; 

j^ X 

8.  Uebung.    /(a;)  =  ]n    -^  ;  /'(a;)  =  ?  —  Lösung: 

i  ~r  X 

i'(  \  —  1  J-_^  (l+x){—l)  —  (1  — a;)  ^  -1  — a;  — 1+y  _ 
J\^)  —  ^_^'  (\  +  xf  {i  —  x){\  +  x) 

"~       l  —  x'~x'—l' 

9.  Uebung.     /(a;)  =  a;  (In  a;  —  1);  f'{x)  =  ?  —  Lösung": 

j  j  -1 

/'(a;)  =  a;-^-  (In  a; —  1)  +  (In  x  —  1)  ^-  a;  ^  a; h  In  a;  —  1  =  In  a; 

'  ^  '  dx  dx  X 


10.  Uebung-.    f{x)  =  In  (a;  +  ^h^  +  x'^) ;  j'{x)  =:  ?  —  Lösung: 
1 d 

X  +  ^W^x' 


fix)  = ■  ^{x-i-  ik^'  +  a;2) 

'   ^     '  ™     I      1/7.2      I      ™2      (^a;  ^         '      '  -^ 


-^-^=  (1  +  i(Ä;-^  +  x')-h  .  2x)= ^i=  .  (f  +  ^  -— 1 


_  1  ]/lP~+lg-  +  a?  _  1 


Die  Gleicliung  y/  =  In  a;  sagt  aus.  daß  man  die  Basis  der  natür- 
lichen Logarithmen  e  zur  Potenz  y  erheben  muß,  damit  x  resultiert: 
cy  =  a;;    daher    ist   x  =  g(y)  =  e^    die    zur    Funktion    ?/ = /(a;)  =  In  a; 

/7  1  '  /J 

inverse  Funktion.     Da  f'(x)=  ,    ]na;=      ist,   so  ist  n'(y)=  ,    &'■' = 

'       dx  a;        '  •'^^  '       dy 

=^  j- =  x  ^=^  e^ :  vertauscht  man  in  letzterer  Formel  x  mit  y,  so  wird 

d 
aar 

Die  Funktion  y  =  e'  ist  in  Fig.  68  graphisch  dargestellt;  sie  ent- 
steht aus  der  Kurve  y=^lnx  auf  bekannte  Weise  (durch  Spiegelung 
in  der  Geraden  y  =  x). 

Die  Funktion  y  =  e^  hat  die  bemerkenswerte  Eigenschaft,  daß 
ihi-e  Ableitung  überall  ihr  selbst  gleich  ist.  Infolgedessen  sind  auch 
alle  ihre  höheren  Ableitungen  derselben:  y",  y'".  y"",  y(^\  y^*'\  .  .  . 
gleich  e^. 

Betrachten   wir   noch   die   Funktion   y  =  f{x)  ^=  a"" .     Aus  y  =  a- 
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folfft  \n  y  =  x\na.   also  a;  =  --      In  y  und    ,  =  ,       •        dalier  ~  = 

Ina       •"  dy      Ina      y  dx 

=  In  a-y  =  In  aa^.  woraus  die  Formel  resultiert: 

dx 


Uebungen. 

11.  Uebuuir.     ?/  =  e'-^;    tj'  =  ?  —   Lösung.     Man    setze    kx-=ti 

•Ät^in^H^^   (^U  dy         du  TT, 

y  =  e":  es  ist  dann:  ,   ==  ,    •  ^=e"  .A:  =  A;-e''. 
•^  '  dx      du    dx 

12.  Uebun^.     /^a;)  =  gsinx'.  y'(a.j__y  —  Lösunj;.    /ixi  =  cosar-^"'"-^, 

13.  Uebung.    /(x)  =  ea'-csinx.  /(x)  =  ?  —  Lösung: 

f'(x)= .garcsinx 

11  —  x-^ 

14.  Uebung.    j[x)=^e^{x  —  li;  /'(x)  =  ?  —  Lösung: 

f'{x)  =  (x  —  1 )  ,-  e''  +  e*  ^  (x  —  1 )  =  (x—  1 )  e*"  +  e^  —  xe'. 
dx  dx 

15.  Uebung.    f(x)  =  ^e^  (sin  x  — cosx);  f'(x)  =  ife'  (sin  x  — cosa;)+ 
+  ^ e^  (cos  X  +  sin  x)  =^  ^e^  (sin  x  —  cos  a;  -f  cos  x  +  sin  x)  =:  sin  x •  e^. 

16.  Uebung.     f(x)  =  e''  tg ^ :  f'(x)  =  ?  —  Lösung: 


+  Äx''»2/='' 

cos^2 

Jsin^  coSg +  1 

^  sin  X  +  1  ^ 

—  €                             ) 

2  cos-  -^ 

cos  X  +  1" 

=  e" 


17.  Uebung.     y  =  /(x)  =  x^;  f\x)  =  ?   —   Lösung.     Aus   y  =  x^ 

folgt    lny  =  xlnx;     da    ferner    (lant    Definition     des     natürlichen 

Logarithmus)  e^^^  =  y  ist.  so  ist  y  =  e''"-^.    Setzt  man  nun  xlna-=!/. 

dy      dy    du     ^^       .      du       d        .       ,  i     r  i 

y  =  e",  so    st  /  =  /  •  "       Nun  ist   ,   = ;,    (x  In  x)  =  x-      +  In  x  = 
•^  '  dx      du    dx  dx      dx  x 

=  l  +  lnx,  daher  ^J^  =  e"  (1  +  lnx)  =  e'^i"^  ^jL  +  In  x)  =  x^  d  +  lnx). 
dx 

--  ,..  .  1     -' 

18.  Uebung.     /(xi  =  e   -  :  /'(xi  =  ?    -  Losung,    /ix;  =  ^j«  •'• 

1 

19.  Uebung.    Besitzt  die  Kurve  y  =  f[x)  =  e  '  Wendepunkte?  — 

11-^2       -'- 
Lösung.  Wir  bilden  die  zweite  Ableitung /"(J)=  ^..-  ^..-e  '— -«i  •  «  '  = 


*)  Es  ist  ja  cos  j=cos«  J  —  sin*  .^  =  cos*  "^  —  (l  —  «"os*  ^)  =  2  oos«  ;^    -  1 ,  .liiher 


-  ''^s*  "5"  =  cos  j •  +  1 . 


128 


Erster  Teil.     Differentialrechnung. 


^  (1  —  2x)  und  setzen  dieselbe  gleich  Null,  woraus  sich  die  Wurzel 


X 

cc  =  ^  ergibt.    An  der  Stelle  x^i^  hat  also  die  Kurve  y  =  e 
Wendepunkt. 


einen 


20.   Uebung.    f(x) 


«(e«  +  e   a);    f{x) 


f"{x) 

1 


2rt 


?  —  Lösung. 


Wir  wollen  die  Kurve  y  =  fix)  —  etwa  für  a  =  1  —  zeichnen. 
Hierzu  bemerken  erstens,  daß  /( —  x)  =  f{x)  ist,  daß  also  die  Kurve 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  y-Achse  ist;  zweitens  ist  /(O)  =  1  und 
/'(0)  =  0:  drittens  ist  für  jeden  Wert  von  x  die  zweite  Ableitung  f"{x) 
positiv,  daher  die  Kurve  überall  nach  unten  konvex.    AVenn  wir  noch 

zum  Ueberfluß  etwa  den  Wert  /(a)  =  /(l)  =  ^(e  +  M=i(2'72+0-37)= 

=  1*54  berechnen,  so  können  wir  ein  beiläufiges  Bild  der  Kurve  ent- 
werfen (vgl.  Fig.  69).  Diese  Kurve  nennt  man  die  „Kettenlinie", 
weil  —  wie  in  der  Mechanik  gezeigt  wird  —  eine  in  zwei  Punkten 
befestigte  Kette  unter  Einfluß  ihres  eigenen  Gewichtes  die  Gestalt 
dieser  Kurve  annimmt. 

21.  Uebung.    Man   berechne  den  Krümmungsradius  der  Ketten- 

;   setzt   man   für   y'  und  y' 

die  in  voriger  Uebung  berechneten  Werte  ein,  so  findet  man: 

2x  X        X  2t  2.f  2x 


linie.  —  Lösung.     Es   ist  q 


1  +  y'-^=l  +  {(e"  -2.6' 


"  +  e    «)  =  1  +  |i 


daher  (1 -\- tf'^yi-^ 


J  X 

/e»  +  e~  "V 


und  somit  q 


2  +  e     ")  = 


(1  +  y"f'^ 
y" 


«(< 


+  e 


2 


Für  x  =  0  ist  beispielsweise  Q  =  a;  der  betreffende 

Krümmungskreis  ist  in  Fig.  69  eingezeichnet. 

Die  Konstruktion  des 
Krümmungsradius  der 
Kettenlinie  in  irgendeinem 
Punkte  P  (x,  y)  ergibt  sich 
aus  Folgendem  auf  eine 
sehr  einfache  Weise.  Kon- 
struieren wir  im  Punkte  P 
die  Tangente  PT  und  die 
Normale*)  PN.  8ei  ferner 
M  der  Fußpunkt  des  von 
P  aus  auf  die  x-Achse  ge- 
lullten Lotes,  so  sieht  man 
leicht  ein,  daß  ^  MPN  = 


Fig.  69. 


*)  Unter  „Normale"  im  Punkte  P  versteht  man  die  zur  Knrventangente  in  P 
normale  Gerade. 


fl 
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.  iMTP      «ist (vgl Fig. 69 

Ks   ist    PM       PN  cos  a,   daher 

1 
cos  a 


\V  ir  wollen  nun  die  Strecke  P\  berecInifMi 
PM 

:    nun    ist    PM       //    un.l 


P\ 


t/T 


yi-^tg-a-'');    da    ferner    tg« 


// 


so      ist     PA'  yyi-fy'-'. 


Wir    haben    oben    berechnet:    1  + //' 


+_e 
2 


je»  +e 


+  e 


2 


daher    PN      y]  i  -\-  y-^ 


") 

le^-\-e 


ferner  ist   // 


-\       -        -- 


Andererseits  hat  sich  erg-eben:  o 


X 

a.\- 


+  e 


somit 


ist  Q  ---=  PN,  woraus  sich  eine  sehr  einfache  Konstruktion  des  Krüm- 
mungsradius ergibt. 

22.  Uebung.  Die  radioaktiven  Emanationen  sind  (4ase.  die  die 
Eigenschaft  haben,  daß  sie  spontan  zerfallen  und  sich  nach  und  nach 
in  feste  Stoife  umwandeln.  Bringt  ^. 
man  beispielsweise  in  ein  ge- 
schlossenes Gefäß  eine  gewisse 
Menge  von  Kadiumemanation  hinein, 
so  ist  nach  ungefähr  vier  Tagen  in 
demselben  bloß  die  Hälfte,  nach 
weiteren  vier  Tagen  ein  Alertel. 
nach  12  Tagen  ein  Achtel  usw.  der 
ursprünglichen  Menge  vorhanden; 
der  verschwundene  Teil  der  Ema- 
nation hat  sich  inzwischen  in  einen 
der  sich  an  den  Wänden  des  Gefäßes 


3Xo 

v 

V, 

4 

^ 

^v 

^ 

^0 

"^ 

■^ 

-^ 

i 

2 

eil  ( 

in  Tappn 

Fi^.  70. 


festen  Stolf  KaA  umgewandelt, 
niederschlägt.  Nennt  man  die 
jeweilig  noch  vorhandene  Emanationsmenge  x.  die  ursprünglich  vor- 
handen gewesene  x^,  und  die  Zeit  t.  so  geht  der  Zerfall  der  Emanation 
nach  dem  Gesetze:  x^-x„e-''  vor  sich  (vgl.  Fig.  70),  wo  /  eine 
Konstante  ist  (sog.  ,.Zerf allskonstante" ;  für  Kadiumemanation 
ist  beispielsweise  Ä  =  2-10  "  sec~').  —  Wie  groß  ist  die  Zerfalls- 
geschwindigkeit der  Emanation  zu  verschiedenen  Zeiten? 

Als  Zerfallsgeschwindigkeit  der  Emanation  wird  die  negativ  ge- 
nommene"  


geschwindigkeit   gleich 


**)  Ableitung  von  x  nach  t  definiert;  es  ist  also  die  Zerfalls- 

U/JC 

r=  —x^-e  '■'■{— Ä)  Xx„e-''.  Die  Zer- 
fallsgeschwindigkeit nimmt  also  ebenfalls  nach  einem  E.xponential- 
gesetze  ab. 

Bei  dieser  Gelegenheit  wcdlen  wir  erwähnen,  auf  welche  .\rt  eine  experimentell 
gewonnene  Kurve  am  bequemsten  daraufhin  ijeprüft  werden  kann,  ob  sie  durch  ein 
exponentielles  Gesetz  dargestelt  werden  kann  oder  nicht.     Ans 


^,   „     .  ,    .     ,  ,,  .    ,  sin^a       sin' ß  H- cos»  a  1 

*)   Es   ist    la  1  +  tg^  «  =  1  +       .,     == —^ =  — -     .   dalier 

,1  '       n  COS'k  COS-C:  COS*<i  l-()Si. 

=  V 1  -f-  tg*  cc. 

**)   Die  „Zerfalls"-geschwindigkeit  ist  jmsitiv.    wenn   .;■  abnimmt,   während    '^' 

dt 
positiv  ist,  wenn  x  zunimmt. 

Salpeter,  Mathematik.     .'.  Autl.  1) 
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x  =  .Vo-e  ...  (1) 

folgt  durch  Logarithmieren : 

In  a;  =  In  .r„  —  7,-t  ...  (2) 

Setzen  wir  In  a-  =  y,  In  «o  =  !/o>  so  folgt  aus 

y  =  yo  —  '^-'t  ...  (3) 

Gl  ■  (o)  ist  die  Gleichung  einer  Geraden.  Mit  anderen  Worten:  stellen  wir  als 
Funktion  der  Zeit  f  nicht  direkt  die  Größe  x,  sondern  deren  Logarithmus  \nx  gra- 
phisch dar.  so  resultiert  —  falls  der  Beziehung  zwischen  x  und  t  ein  Exponenitial- 
gesetz  zugrunde  liegt  —  eine  Gerade.  Während  man  einer  Kurve  in  der  Art  der 
Fig.  70  nicht  sofort  ansieht,  ob  sie  eine  Exponentialkurve  ist  (oder  nicht  etwa  ein 
Stück  einer  Parabel  oder  Hyperbel),  überzeugt  man  sich  leicht  mittels  eines  Lineals, 
ob  eine  gezeichnet  vorliegende  Kurve  eine  Gerade  ist  oder  nicht.  —  Aus  der  Neigung 
der  Geraden  kann  man  graphisch  die  Konstante  P.  bestimmen. 

28.  üebunji'.  Bekanntlich  nimmt  der  Druck  der  Atmosphäre  mit 
der  Erhebung"  über  das  Meeresniveau  ab.  Nennt  man  den  Druck  7). 
die  absolute  Höhe  h,  den  Druck  am  Meeresniveau  f^,  so  erfolgt  diese 
Abnahme  nach  dem  Gesetze:  p  Vo^~^^\  wo  l  eine  Konstante  ist 
(u.  zw.  gleich  18  400  m-').  —  Wie  groß  ist  das  Druckgefälle  in 
verschiedenen  Höhen  ? 

Als  Druckgefälle  wird  der  negativ  genommene  Differentialquotient 
von   j)    nach    h   verstanden;    es    ist    daher   das    Druckgefälle    gleicii 

Gelegentlich  der  Ueb.  22  haben  wir  bereits  erwähnt,  auf  welche  Weise  man  sich 
am  bequemsten  davon  ül)erzeugt.  ob  eine  experimentell  gewonnene  Kurve  durch  eine 
Exponentialkurve  wiedergegeben  werden  kann  oder  nicht.  Es  ist  für  die  Praxis  des 
Naturforschers  oft  von  Wichtigkeit,  für  eine  experimentell  aufgenommene  Kurve  einen 
analytischen  Ausdruck  zu  finden.  Allgemeine  Regeln  gibt  es  hierfür  nicht;  hat  man 
aber"  aus  theoretischen  Gründen  Anhaltspunkte  dafür,  welche  Art  Funktion  in  gege- 
benem Falle  zu  erwarten  ist,  so  ist  es  meistens  nicht  schwer,  sich  davon  zu  über- 
zeugen, ob  die  erhaltene  Kurve  der  erwarteten  Funktion  entspricht  oder  nicht. 

Besonders  einfach  gestaltet  sich  das  Verfahren  in  denjenigen  Fällen,  in  denen 
durch  logarithmisches  Auftragen  der  unabhängigen,  oder  der  abhängigen,  oder  beider 
Variablen  eine  Gerade  resultiert.  Den  Fall  einer  Exponentialfunktion,  wo  das  loga- 
rithmische Auftragen  der  abhängigen  Variablen  (Ordinate)  zum  Ziele  führt,  haben 
wir  bereits  in  der  Ueb.  22  diskutiert.     Erwartet  man  eine  logarithmische  Funktion: 

y  =  a-\nx  +  h, 
wo  a  und  b  Konstante  sind,   so   genügt  es  In  a;  =^  ~   zu   setzen,   woraus   eine  lineare 
Beziehung  zwischen  y  und  ~  resultiert: 

y  =  a-z  -\-b. 
In   diesem   Falle   hat   man   also   die   unabhängige  Variable   (Abszisse)   logarithmisch 
aufzutragen:  ist  die  fragliche  Kurve  durch  eine  logarithmische  Funktion  darstellbar, 
so  muß  bei  logarithmischem  Auftragen  der  Abszisse  eine  Gerade  resultieren. 

Hat  man  schließlich  eine  Potenzfunktion  zu  erwarten: 

y  =  c-a;"»,  ...  (1) 

wo  (•  und  in  Konstante  sind,  so  führt  das  logarithmische  Auftragen  sowohl  der  ab- 
hängigen, wie  der  unabhängigen  Variablen  zu  einer  Geraden.  Nimmt  man  nämlich 
in  (1)  beiderseits  den  (natürlichen  oder  Brigg'schen)  Logarithmus,  so  wird: 

\ny  =  \ü.e-\-  vi\ü.x  ...  (2) 
Setzt  man  Iny  -  h  und  In  x  =  v,  so  resultiert  aus  (2)  eine  lineare  Beziehung  zwischen 
u  und  v: 

u  =  \ac  +  m-v  ...  (3) 

Als  Beispiel  wollen  wir  die  Beziehung  zwischen  Strom  (i)  und  Spannung  (F) 
einer  evakuierten,  elektrischen  Metalldrahtglühlampe  behandeln.  Es  gilt  für  jeden 
metallischen  die  Beziehung: 

V^-tc-i,  .  .  .  (4) 

wo  "•  den  Ohm'schen  Widerstand  des  Leiters  bedeutet  (Ohni'sches  Gesetz).  Die 
lineare   Beziehung   (6)   zwischen  Strom   und  Spannung  gilt  aber  nur  bei  konstant 
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VM 


.-gehaltener  Temperatur  des  Leiters,  denn  mit  der  Temperatur  ändert  sich  auch  der 
Wert  des  Widerstandes  w.  Variiert  man  aber  die  Stromstärke  im  Drahte  der  Lampe, 
rso  variieren  wir  zugleich  seine  Temperatur.  Mis  wachsender  Temperatur  nimmt  der 
Widerstand  ?<•  zu,  u.  zw.  dürfen  wir.  wenn  wir  uns  auf  nicht  zu  groUe  Temperatur- 
intervalle beschränken,  annehmen,  daü  der  Widerstand  linear  mit  der  absoluten 
Temperatur  T  zunimmt: 

w  =  a  •  T.  .  .  .  (5i 

wo  n  eine  Konstante  bedeutet.  Zwischen  der  Tem])eratur  7'  des  Drahtes  und  den 
elektrischen  Größen  V,  i  herrscht  wiederum  folgende  Beziehung.  l)ie  dem  Drahte 
zugeführte  elektrische  Energie,  nämlich  das  Produkt  aus  .Stromstärke  und  Spannung 
t-  V.  wird  in  der  evakuierten  Lampe  nahezu  vollständig  in  Strahlung  nm<;esetzt: 
die  von  einem  glühenden  Körper  ausgestrahlte  Energie  ist  aber  proportional  einer 
Potenz  der  Temperatur,  deren  Exponent  zwisehen  4  «lud  5  liegt  (je  nachdem  sieh  der 
betreffende  Körper  mehr  wie  der  ,.schwarze  Kör])er"  oder  mehr  wie  blankes  Platin 
verhält).     Es  ist  somit: 

i-V^h-  T"\  4  <  m  <  ö,  ...  (6) 

wo  h  eine  Konstante  ist.    Unter  Berücksichtigung  von  (.'))  und  (fij  ergibt  sich  aus  (4): 


V=a 


V 


(D- 


tu  — 1 

-wo  '•  eine  ans  a  und  b  zusammengesetzte  Konstante  und  «  =      -      ist. 

7)1+1 


...  (7) 
(.ileichung 


(7)  ist  die  zn   erwartende   Beziehung   zwischen  Spannung    und  Stromstärke    einer 
Metalldrahtglühlampe.     Nehmen  wir  an.  wir  hätten  durch  Messungen  folgende  Wt-rtf- 
•paarf  von  Stromstärke  und  Spannung  an  einer  bestimmten  Lampe  erhalten : 
i  =       1,U.       1,2.       1.4.       1,6,       1.8.       2.0  Ampere 
V=  100,     133,9,  171,3:  212.1,  256,1,  303.2  Volt. 
Um   uns   zu  überzeugen,   ob  die   erhaltenen  Zahlen  eine  Darstellung  der  P>ezieliung 
zwischen    /   und   V  zulassen,   tragen   wir   auf  der  Abszissenachse   die    (Briggscheni 
Logarithmen    der   Stromstärke    log   i.   auf   der  Ordinatenachse   die  Loararithmen   der 
Spannung  log   V:  die  re.sultierenden  Punkte,  nämlich 

log  i  =  0,       0.08.  0,15,  0,20.  0,26,  0.:30 

log  V=  2,00.  2,13.  2,23.  2,33.  2,41.  2,48 

liegen   nun  tatsächlich  auf  einer  Geraden  (Fig.  71):    (in  der  Figur  ist  der  gröLeren 

Deutlichkeit  halber  für  die  Ordinaten  ein  anderer  Maßstab   benützt  worden,   als  für 


log  I 


Fii 


•die  Abszissen).  Die  Darstellung  (7)  für  die  Beziehung  zwi>cheii  i  uu.l  V  i>l  dcniu.i.l 
zulässig;  aus  der  Neigung  der  Geraden  der  Fig.  7l  ergibt  sidi  auch  der  Uert  de 
Exponenten  a  zu  1.6. 

9* 


X.  Partielle  Ableituiigeii. 

Die  Variable  z  heißt  eine  Funktion  zweier  Veränder- 
licher X,  y,  wenn  zu  jedem  Wertepaare  von  x  und  ij,  das  einem 
gewissen  Bereiche  dieser  Variablen  angehört,  ein  und  nur  ein  Wert 
von  z  zugeordnet  ist,  z  =  /(x,  ?/). 

Wird  das  //  konstant  gehalten,  so  ist  z  eine  Funktion  von  x 
allein  und  kann  nach  x  diiterentiiert  werden.  Diesen  Ditferential- 
quotienten  nennt  man  den  partiellen  Di  ff  er  en  tial  quo  tienten 
(partielle    Ableitung)    von    z    nach    x   (bei    konstant    ge- 

haltenem  y)  und  bezeichnet  ihn  mit  -^     oder    f.M\  U);     analog 

wird   der  partielle   Diiferentialquotient  von  z   nach   //   definiert  und 

bezeichnet :    ^^    oder  M-x',  !/)■     Ist  z.  B.  z  =  f  {x,  ij)  =  x'-  +  xy  +  y\ 

0?/ 
so  ist  ||  =  /.(x,i/)=  2a;+?/    und     ^^  =.  i,{x,y)  =  x  +  2y.      Der 

Druck  V  eines   Gases  ist   eine  Funktion   des  Volumens  v  und   der 

TiT 
absoluten   Temperatur   T,  f=  (wo  R  die  sog.  „Gaskonstante" 

bedeutet);  es  ist  dann   ^^  -—   ^.,    und^^=--- 

Die  partiellen  Ableitungen  ^=U(x,y)    und   '^  =  fy(x,y)   sind 

ihrerseits  Funktionen  von  a;  und  y  und  können  ihrerseits  partiell 
nach  x  und  ?/  differentiiert  werden.  Man  bezeichnet  diese  „zweiten 
partiellen  Ableitungen-'  oder  „partiellen  Ableitungen  zweiter 
Ordnung)  folgendei weise: 


ö"  91/  = '"  •"'  •"•'  '^^  '^  ■'' ''  ^  '>=»  öf  =  9.'/&  =^"'^"'  *'^' 


I 


(janz   analog  werden    die   dritten,  'vierten,   usw.   partiellen   Ab- 
leitungen definiert  und  bezeichnet. 


Uebungen. 
1.  üebung.    Erwärmt   man   einen  (festen)  Körper,   so  beginnt  er 
bei  ungefähr  500**  rot  zu  glühen.     Bei  höherer  Temperatur  emittiert  er 
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auch  Lichtstrahlen  von  kürzerer  W'elltinlänjre,  seine  Farbe  verschiebt 
sich  gegen  das  violette  Ende  des  Spektinnis:  so  beginnt  bei  1000" 
die  Gelbglut,  bei  1200^  die  Weißglut;  bei  dieser  Temperatur  ist  das 
ganze  sichtbare  iSpektrum  stark  entwickelt:  bei  1600"  besteht  intensive 
^^'eißglat. 

Es  ist  nun  sehr  natürlich  anzunehmen,  daß  bei  jeder  Temperatur 
durch  den  Körper  das  ganze  S])ektrum  emittiert  wird,  daß  aber  die 
zur  Ausstrahlung  gelangende  Energie  auf  die  einzelnen  l'arben  (bzw. 
Wellenlängen  des  Lichtes)  bei  verscliiedenen  Tempeiaturen  verschieden 
verteilt  ist.  Mit  anderen  "Worten:  die  Strahlungsintensität  ist  einer- 
seits (bei  konstanter  Temperatur)  eine  Funktion  der  Wellenlänge  /.. 
andererseits  (bei  konstanter  Wellenlänge)  eine  P'unktion  der  'iVmi)e- 
ratur  T.  oder  es  ist  die  Strahlungsintensität  eine  Funktion  von  /. 
und  T,  die  wir  mit  /  {l,  T)  bezeichnen  wollen. 

Für  diese  Funktion  hat  Willy  Wien  auf  theoretischem  \\'ege 
folgenden  analytischen  Ausdruck  gefunden: 

e 

f(k,  T)    or'  .^^^  . . .  (1) 

wo  C.  c   zwei    (durch    das   Experiment   zu   bestimmende)   Konstante 
sind.*)     Wir  fragen   nun,   auf  welche  AV ellenlange   fällt  -     bei  fest- 
gehaltener Temperatur  —  das  Maximum  der  Strahlungsintensität. 
Da  bei  konstanter  Temperatur  die  Strahlung  eine  {'"unktion  von 

/.  allein  ist,  so  ist  oifenbar  für  ein  ^laximum  die  Bedingung:    ..       0. 

,.,  <0  — für  ein  Minimum:  !,(  0.  I,.,  >0  hinreichend.  Fm  also 
(^/■-  0/  ()/.- 

das   Maximum   der   Strahlungsintensität    bei   konstanter   Temi)eratur 

zu  linden,   bilden  wir  zunächst   die  partielle  Ableitung  von  /  nach  /. 

und  setzen  dieselbe  gleich  Null: 

^^       ^  /  ^   .  /-•  _  5Ä-1  .  e-J-T  -  C  .  Ä-^  e-^V ./.--.  (^  -  öä) 


U 


H^-(- 


=  /(A,  Tj.r^j  ^-5ä)      0  ...(2) 

Da  /(/,  T)  ./.-^=  •'V'    ^   für  kein   (endliches)  /.  Null   wird,   so    muß 


«ein.  woraus  sich: 


^-ÖX      0  ...(3) 


4  •  •  •  (-i' 


-ergibt.  Um  uns  zu  überzeugen,  ob  (4)  ein  .Maximum  «nU-r  Minimum 
liefert,  bilden  wir  noch  die  zweite  partielle  Ableitung  !^.,.  Nach  i2)  ist 
0/ 


H=f^'''^^ 


c  t) 

/.•-'7'~  A 


W» 


-)  Dieses  (iesetz  bezieht  sich  iilltr.liiifjs  nur  auf  dir  Strahluni;  sog  .schwarzer 
Körper",  die.  wie  z.  B.  Ruß.  die  Eigeuscluift  haben,  alles  auf  sie  fallende  Licht  tax 
absorbieren. 
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daher 


''' 

/(>-<^')- 

•2c 

=  l{/..  T). 

c            ö 

'"'  +  /(/.  '/'). 

ö         2  c 
A-  "~//'T 

--=fß-T). 

c-         \2c    .   80 

/(/,  T) 

C       ' 

T 

^1 

.'.;.. 

+  :-3 

0/- 

lü/ 


<v-7 


an.      Hierzu 


Ins  koiniiit   es  auf  das  \'()r/eiclieii   vuu  ''/„  für  /  ^.  „, 

(V.  -  o  T 

beaeiite  mau  zunächst,  ilaß  /(A,  7')  für  jedes  W'ertepaar  l,  T  wesent- 
lich positiv  ist:  ebenso  ist  Ä*  stets  positiv;  daher  genügt  es  das  Vor- 
zeichen des  in  dei'  ( fleichiiui;-  ((>)  leciits  stehenden  Klammerausdruckes 

c 


für  /. 


«omit 


5T 


zu  untersuchen. 


c     - 
T 

-  12  • 

c 

Nun  ist 

30  Ä- 


< )' 


(8) 


und  die  Wurzel  (4)  liefert  ein  Maximum  dei-  .Strahl unj;'.  Die  W'ellen- 
läj)ge,  auf  die  das  JMaxiinum  der  Strahlung-  fällt,  ist  also  —  nach  (4) 
-  der  Temperatur  umgekehrt  proportional.  Nennen  wir  diese  Wellen- 
länge, bei  der  das  ^Maximum  stattfindet.  /.„,.  so  folgt  aus  (4): 

;.„,  T  =  constans  .  .  .  (9) 

Das  durch  Gleichung  (D)  ausgednu-kte  (besetz  ist  als  Wien'sches 
..Verschiebung-sg-ese  tz"'  bekannt.  Die  in  ihm  auftretende  Kon- 
stante ist  durch  Versuche  ermittelt  worden:  /.„,  T --=  2940 //  1"  ('. 

Die  Gleichung  (9)  kann  zur  Bestimmung  der  Temperatur  strahlen- 
der Körper  benützt  werden.  Wird  nämlich  die  Wellenlänge  /,,„,  auf  die 
das  Maximum  der  Strahlung  des  betrettenden  Körpers  fällt,  gemessen,  so 

2940 
eigibt  sich  T=    ,       (riad  Celsius.    I^'ür  die  Sonnenstrahlung  ist  nach 


Jiangley  /.„,  ^  Oö //.  daher  T 


0*0 


Allerdings  gilt  das 


Wiensche    (resetz    nui-    iür   schwaize    Kör|)ei'.      Für    blankes    Platin 
fanden  Lumnu']-  und  Piingsheim  /.,„  7'  - 2()80 ^  1  **  C;  verhält  sich  also 

die  Sfjiiue  wie  blankes  Platin,  so  ergibt  sich   7'  =  '^^'     =5260"  C. 

'  Oö 

Auf  einem  von  diesem  unabhängigen  Wege  (nämlich  aus  der 
Solarkonstante  mit  Benützung  des  Stephau-Poltzmann'schen  Gesetzes) 
hat  sich  ergeben:  T  =  (JöOO ".  Man  kann  daher  annehmen,  daß  die 
Temperatur  der  Sonne  durcii  d(;n  Wert  1'=  (>000"  der  Größen- 
ordnung nach  gegeben  ist. 
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2.  Uebung.  z  =  ^x'^  +  1/-':  l""  =  y  f  =y  _  Lösung.  '^^  = 

na:  0'/  ox 


X 


o.  Hebung,    z  =  arc  tg  ' ;    .     =-  r-    ^    =  V    —   Lösung.     ^-  = 
^  x'    öx  dy  bx 

^      1 /     y  \  y      ö2^    j^     1^     X 

1  _i_  (^ \ ■  '    ^' '       ^'  +  y""  *^y  ~  1  '  iy\' ■  3: "~  x-^  +  /y-'  ■ 

f)-2  h'-z 

L\]^h\mg.  z  =  x'^  +  x-y-{-xy-+rf-  =?  =?  — Lösung. 

oajö?/         bybx  ^ 

Es  ist  ^  =  ^x-  +  2a:y  +  y',  daher       f  =  -- (-^ \  =  2{x  +  «):    ferner 
da;  j      ^  1  bxhy      ()y\hxl  ■" 

ist  ^  =  a;-  +  2»«/  +  3?/-,  daher  .^-  = .     \~\  =  %x  +  y).  Es  ist  also 
csy  öyox      bx\byi 

ö-z  ö-z 

hier    .  -^  =  ^^ — ;.    .     Wir  werden  im  nächsten  Kapitel  beweisen,  daß 
bxby      oydx  ^ 

dies  ein  allgemeines  Gesetz  ist.  daß  also  für  jede  Funktion  z  =  f(x,y) 

die  Beziehung  stattfindet: 

Öx  Öl/      Ot/  Ox 

In  Worten  lautet  der  Satz: 

Eine   partielle   Ableitung  zweiter  Ordnung   ist  von 
der  Reihenfolge  der  Differentiationen  unabhängig. 

5.  Uebung.      Man    verifiziere    obigen    Satz    an     der    Funktion 

T  ••  T^    •  .  öz  b'-z  bz 

:  =  if  sm  x.  —  Losung.    Es  ist  ^  =y  cos  x.  ^-^—  =  cos  x,  ,    =  sin  x, 
•^  *^  öa;  bxby  by 

b'-z 
^ — r    =  cos  X.    Man  erhält  also  in  der  Tat  dasselbe  Resultat,  ob  mau 
bybx 

z  zunächst  nach  x  und  dann  nach  y,  oder  umgekehrt  zunächst  nach 

y  und  dann  nach  x  diiferentiiert. 

b-z         b-z 

6.  Uebung.     Man  verifiziere  die  Beziehung  .  -^    = .    .     an  der 

^  ^   bxby      bybx 

bz  b-z 

Funktion  z  =  e''  cos  y.   —  Lösung.     .    =  e'  cos  y. .    .     =  —  c  sm  y, 

"^  bx  bxb>/ 

bz  .  bh  .      .  •.     •  ,  m    /      ^'^  ^'"^ 

.    ^^  —  e'  sm  u, .  ^^  ^  —  e'  sin  y-  somit  in  der  Tat :  .    .    =  .    .    • 
by  bybx  ^ '  bxby       bybx 

7.  Uebung.    Seien  u{x,  y),  v(x,  y)  zwei  beliebige  Funktionen   von 
x,y.     Gibt    es    dann   stets    eine  Funktion   z   von    .r,  y   derart,    daß 

''  =zu(x,  y),  —^=^vix,  y)  wäre?  —  Lösung.     Nein.     Aus 
bx         ^  ^  -^ '  by 

bz  .        ^  bz 

-  =  u{x.  y)  .     =  v[  X.  y) 

bx         ^      ^'  by 

würde  nämlich  durch  Difierentiation  folgen: 

b'z  _bu  b-z   ^bo 

bxby      by  bybx      bx^ 

und  wegen  .    x=  n -^     müßte  dann  auch 
bxby      bybx 


>flll. 

1-, 

(1,/ 

Or 

0// 

0. 

0; 

H     - 

(l.r  " 
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du  _  9r 

9//       Ö* 

kann     also     nur     u  n  t  e  f      der     B  c  d  i  ii  o-u  iig-.      d  a  (,> 

ivi.      eine      l-'uuktiou     .v     derart      iiohcn.      daß 

(1; 

waiT. 

9// 

s.  l  el)iiiiu.     Kr.iuu'ii  diu  J<"uiiktiuiieii  u[x,  ;j)^^'   -\    In  y,  v{x,!f}  = 

■   In.'    als    |iarti(dlt'    A hielt unocn    nach    x   und    i/   einei-    dritten 

Fnnkii(Mi    -.    ijedaclit     weiden?       -    Lösunii'.      da.      Es    ist    nänilicli 

;      .  ' :    die    in    voriger    üebung    aiit]?estellte    Be- 

i)//        X         //     ()./         //         .'■ 

dinLain-^sglricliuni:  ^       -        ist  alse  liier  erfüllt. 

'.».  rebung;.  Können  die  i'^unklienen  u{x.  i/)  ^^  xeJ' ,  v(x,  y)  =  yC 
aU  partielle  Ableitnngen    einer   dritten   l^'nnktion  z  gedacht  werden? 

—   Lmsuiiit.     Nein.      Ks   ist    iianilicli   ^     =  xc",   .     =  ye\  lolglich 

dy  '  ()x 

hy  "^  i)x  ' 

10.  (  ebunu.     her  erste  Hauptsatz  der  Thermodynaniik. 

Einem  Körper  (bzw.  Körpers.ystem).  der  fähig  ist,  mechanische 
Arbeit  )  zu  verrichten,  schreiben  wir  einen  gewissen  Gehalt  an 
Energie  zu.  Eine  auf  hohem  Niveau  betindliche  Wassermenge  be- 
sitzt eine  gewisse  Energie  dank  ihrer  Erhebung  (Energie  der  Lage): 
denn  man  kann  ja  diese  W'assermenge  auf  ein  Mühlrad  herunter- 
tlieLieii  und  so  mechanische  .Arbeit  leisten  lassen.  —  Auch  Wärme  ist 
eine  Energieform:  eine  in  einem  Zylinder  (mit  beweglichem  Kolben) 
eingeschlo.ssene  J)ami)fmenge  besitzt  dank  ihrem  Wärmeinhalte  eine 
gewisse  Energie,  die  man  in  mechanische  Arbeit  umwandeln  kann, 
indem  man  den  Dampf  sich  ausdehnen  läßt  (wobei  sich  natürlicli  der 
Dampf  abkühlt).  —  \'m  di(!  Energie  eines  Körpers  (bzw.  Körper- 
systems i  exakter  zu  delinieren,  müssen  Avir  einen  beliebig  fixierten 
Zustand  desselben  als  ..Xormalznstand"  festhalten  (z.  B.  0"  C,  Atmo- 
spliärendiuck).  Es  wird  dann  die  Energie  des  Systems  in  einem  ge- 
gebenen Zustande  b(;zogen  auf  den  nach  Willkür  fixierten  Noi'mal- 
zustand  definiert  als  ..die  Summe  der  mechanischen  Aequivalente 
aller  Wiikungen.  die  außerhalb  des  Systems  hervorgebracht  wT.rden. 
wenn  dasselbe  auf  irgendeine  Weise  aus  dem  gegebenen  Zustande  in 
den  .Xoi'malycustand  übergeht."*') 

Energie  ist  unzerstörbar.  ^lan  kann  sie  weder  aus  nichts  ent- 
stehen, noch  in  nichts  vergehen  lassen.  Daher  ist  ein  perpetuuin 
mobile  iinmöglicli.  Cntei'  einem  ])e  r  p  (^,  t  u  u  ni  mobile  versteht  mau 
nämlich  eine  |M;riodisch  arbeitende  Maschine,  die  nicht  nur  sich 
selbst  beständig  im  (7ange  erhält,  sondern  auch  hierbei  äußere  Arbeit 
leistet.     Ein  perptduum  mobile  wäre  z.  P>.  ein  Mühlrad,    welches  das 

*)  UebfT  (Irii  I',(;(rrifl  iler  ..Arbeit"  v«,'!.  S.   107. 
**)  Pl;in'  k.  Till  rmodyiiiiiiiik.   !W)1.   p.  of). 
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lieruiitergeäossene  Wasser  selbst  hinaufpumpt  und  außerdem  dabei 
nocl»  äußere  Arbeit  verrichtet.  Die  Aussage,  daß  ein  perpetuum  mobile 
unmöglich  ist,  bildet  den  Inhalt  des  Energieprinzips  (..Prinzip  der 
Erhaltung  der  Energie")  oder  des  sog.  ersten  Hauptsatzes 
der  T  h  e  r  m  0  d  y  n  a  m  i  k. 

Wir  wollen  nun  dem  Energieprinzip  einen  mathematischen  Aus- 
druck verleihen.  Dieser  ist  überraschend  einfach:  er  besteht  nämlich 
in  der  Aussage:  ..Die  (innere)  Energie  U  eines  Körpers 
( K ö r p e r s y s t e m s i  ist  eine  Funktion  seiner  Zustands- 
größen."  "  Unter  den  Zustandsgrößen  versteht  man  diejenigen 
Größen,  die  den  Körper  (das  Körpersj'stem)  in  physikalisch-chemischer 
Hinsicht  charakterisieren:  dies  sind:  Temperatur,  Druck,  Volumen, 
Aggregatzustand,  elektrischer,  magnetischer  Zustand,  u.  dgl.  —  Man 
beachte,  daß  das  so  ausgedrückte  Energieprinzip  ebenfalls  ein  per- 
petuum mobile  unmöglich  macht.  Ein  perpetuum  mobile  soll  nämlich 
eine  periodisch  arbeitende  Maschine  sein,  d.  h.  vor  und  nach  Ablauf 
einer  Periode  sollen  die  Zustandsgrößen  des  Systems,  aus  dem  das 
perpetuum  mobile  besteht,  dieselben  sein.  Da  aber  die  innere  Energie 
des  Sj^stems  durch  die  Zustandsgrößen  eindeutig  bestimmt  ist,  so  hat 
sie  vor  und  nach  Ablauf  einer  Periode  denselben  Wert:  folglich 
konnte  das  System  keine  Energie  (Arbeit)  nach  außen  geliefert  haben. 

Wir  -vvolien  nun  an  einem  Beispiele  sehen,  welche  Vorteile  die 
matiiematische  Formulierung  des  Energieprinzips  bietet. 

Betrachten  wir  ein  System,  das  aus  einem  Gemisch  von  Eis  und 
Wasser  im  Gleichgewichte*)  in  der  Gesamtmenge  von  1  g  besteht. 
Zu.  jeder  Temperatur  gehört  ein  ganz  bestimmter  Druck,  bei  dem 
Eis  und  Wasser  nebeneinander  im  Gleichgewichte  bestehen  können. 
So  gehört  z.  B.  zur  Temperatur  O**  C  ein  Druck  von  1  Atmosphäre, 
zur  Temperatur  von  —  7*2 "  C  ein  Druck  von  1000  Atmosphären  usw. 
Spricht  man  daher  von  einem  Eis-Wasser-Gemische  im  Gleich- 
gewichte, so  genügt  es  zur  Charakterisierung  des  Sj'stems  die 
Temperatur  T  anzagebeu  und  denjenigen  Bruchteil  x  der  Gesamt- 
menge, der  sich  in  flüssiger  Phase  befindet.  (Der  Druck  ist  dann 
bereits  durch  die  Temperatur  und  durch  die  Angabe,  daß  das  System 
sich  im  Gleichgewichte  befindet,  eindeutig  bestimmt.)  Die  Zustands- 
größen des  Systems  ..Eis  +  Wasser  im  Gleichgewicht"  sind  daher  T 
und  X  und  die  Anwendung  des  ersten  Haui>tsatzes  ergibt,  daß  die 
innere  Energie  U  des  Systems  dui'ch  T  und  x  eindeutig  bestimmt 
ist:  U  =  f{T,x).  Welche  physikalische  Bedeutung  kommt  nun  den 
partiellen  Ableitungen  von  Ü  nach   T  und  x  zu? 

Die  Gesamtenergie  U  des  Systems  setzt  sich  aus  der  Energie  der 
festen  Phase  ^7^  und  derjenigen  der  flüssigen  U.  zusammen:  U^^L\-\-ü,2. 
Wird  die  Temperatur  von  1  g  Wasser  um  1 "  C  erhöht,  so  ist  hierzu  die 
Zufuhr  einer  gewissen  Wärmemenge  c,  nötig,  die  wir  die  spezifische 
Wärme  des  Wassers  nennen;  werden  x  g  Wasser  um  JT°  C  erwärmt, 
so  erfordert  dies  eine  Wärmemenge  =  c.,a;z/T**).    Die  zur  Erhöhung 

*)  Mau  sagt  von  zwei  PUaseu,  sie  wären  im  Gleichgewichte,  wiiin  sie  utbeu- 
einander  bestellen  können,  ohne  dali  die  eine  Phase  von  selbst  in  die  andere  überdreht. 
So  könnte  man  ja  Eis  und  Wasser  auch  bei  Zimmertemperatur  (und  atmosphärischem 
Drucke)  zusammenmischen,  jedoch  wird  dann  das  System  nicht  im  (ileichgcwichte 
sein,  weil  nach  und  nacli  die  feste  in  die  Hüssige  Phase  übergcheu  wird. 

**)  Innerhalb  kleiner  Temperaturiiitervalle  ist  die  spezifische  Wärme  merklich 
konstant  (nämlich  von  der  Temperatur  unabhängig i,  daher  die  zugefiihrtc  Wärme- 
menge der  Temperaturerhöhung  direkt  proportional. 
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(It-r  IV'iniK'raiur  /.iiiit.'niliite  W'aniienuMiiie  setzr  sich  in  innere  Energie 
des  KörptTs  um:  wird  also  die  'renii)t'ratiir  T  von  x  g-  Wasser  um 
jT   rrliölit.    SU    verniclu't    sich    dadurch    die   Kneroie    desselben    um 

jV ,        V.,[T-rJT,x)       I'aT.x)       (■.-.J'/'r.    daher    ist      ^       c.^x    und 

lim  '■'        '    ,,'■        (•;.(•.   — -    Nenn!    man    die    s|(L'zilische  Wärme  des 

_//■  .11  J  I  ' ' ' 

Kiscs  c,  und  beachtet,  dal)  in  un^erem  System  {l--x)  g  Eis  vor- 
lianib'H  sind,  so  ergibt  sicli  ^au/.  analo^i;-      „^       ^j  (1  —  x).     Da  lerner 

X  ',    -f     X  '/■  •  ^"  resultiert: 

.,         r.yC  -r  (\  (1  —  X)  ...  (1) 

Nun   uidh'ii  wir  die  pliysikalische  i^edeutung  von    .^    ermitteln. 

Ini  1  g-  Eis  in  1  g  Wasser  (bei  konstanter  Temperatur)  umzuwandeln, 
ist  eine  gewisse  Wärmemenge  (Schmelzwärme)  notwendig,  die  wir  mit 
/•  bezeichnen  wollen.  Daher  ist  die  innere  Energie  von  1  g-  Wasser 
um  r  größer,  als  diejenige  von  1  g:  Eis.  Werden  daiier  Jx  g  Eis 
zum  Schmelzen  g(d)raciit.  so  erhöht  sich  hierduicli  die  innere  Energie 
U  des  Systems  um  die  hierzu  erforderliche  Wärmemenge  d.  i.  rJx-^ 
es   ist    also    Jl'       V  [T.  x  -^  Jr\  —  V  (T.  X)      rJx.    der    Differenzeu- 

iiudtient  /•  und  der  drenzweit    lim     ,  ^     ebenialls  gleich  r: 

Jx  _/.,_.,,-/./■        rtX 

Ditteieiitiieren    wir   nun  beide  Seiten   der  Gleichung  (1)    i)artiell 
nach    '•.  der  cHeirliung  iiii  partiell  nach   T.  so  erhalten  wir 


.V7\> 


c ,  —  c 


X 


^) 


. . .  (ö) 


i)xi)T      iJT  •  •  •  ^    ' 

Da  aljer  .  „, ,         .    .  ...   sein    niul).   s(t   folat   aus  (o)    und  ('4)   die  ße- 
0/  (V'       t)xn  I 

Ziehung: 

ih- 

il  T         - 

Wir  wissen,  dalJ  man  Eis  bei  veischiedenen  Temperaturen  zum 
Schmelzen  bringen  kann  (indem  man  den  J)riick  entsprechend  ändert); 
die  Schmelzwärme  wird  aber  bei  verschiedenen  Temperaturen  eine 
verschiedene  sein.  Die  Beziehung  (01,  die  eine  unmittelbare  Konsequenz 
des  ersten  Hauptsatzes  der  Thermodynamik  in  Anwendung  auf  unser 
Eis-Wasser-System  ist,  gibt  uns  (|nalitativ  und  quantitativ  darüber 
Aulschiuli,  wie  sich  die  Sclinndzwärme  mit  der  Temperatur  ändern 
wird.     Ist  die  spezifische  Wärme  der  lliissigen  Phase  größer  als  die- 

*)  Die  Schmelzwärme  r  int  uiial>liäii}i;ig  davon,  wie  viel  Gramm  Eis  znm  Schmelzen 
^(•bracht   werden,    also   nnat)hän<(ig  von  ,x,   daher  eine  Funktion  von  7'  allein.     Aus 

r-  •         1        •  •  'i>'  <^'"  ,       •     ■ 

diesem  (irunde  hstben  wir    ,„,    anstatt     ^„,  ''eschrieben. 
'/  /  o  y 
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dr 
jenige   der  festen,  also  c.,  —  c,  >0,  so  ist  nach  (5)   ,„>0,    es   wird 

die  Schmelzwärme  mit  der  Temperatur  zunehmen  und 
zwar  um  gerade  so  viel  pro  1"  Temperaturerhöhung  als 
die  Differenz  c,  —  6*,   beträgt. 

Für    das    Eis- Wasser-System    ist    c,       1.   c^       Ob,    daher    muß 
dr 
fpr^^^'^  sein,  d.  h.  bei  einer  Erhöhung  der  Temperatur  um  einen  Grad 

muß  die  Schmelzwärme  um  die  Hälfte  ihres  Wertes  zunehmen.  Für 
die  Temperatur  von  0*^  C  ist  die  Schmelzwärme  des  Eises  r  80  cal.. 
daher  muß  sie  bei  1"  C  80      0-5-80       120  betragen. 

Die  Beziehung  (5),  die  wir  für  die  Schmelzwärme  abgeleitet  liaben, 
kann  auch  auf  die  Wärmetönung  chemischer  Reaktionen  ausgedehnt 
werden.  Denken  wir  uns,  daß  zwei  StoflFe  A  und  B  eine  chemische 
Reaktion  miteinander  eingehen  nnd  als  Reaktionsprodukt  den  Stotf  C 
ergeben,  wobei  pro  1  g-Aequivaleut  r  cal  Wärme  entwickelt  werden. 
Nennen  wir  Cj  die  spezifische  Wärme  des  Gemisches  A  +  B,  c.^  diejenige 
von  C  (beides  bezogen  auf  1  g-Aequivalent),   so  gelten  obige  Ueber- 

legungen  unverändert  und  es  ergibt  sich,  wie  früher,  ^m      c»  —  ^i- 

Der  erste  Hauptsatz  der  Thermodynamik  wird  oewölinlich  anders  formnliert, 
als  wir  es  oben  getan  haben.  Führt  man  einem  Körper  (Körpersystem)  eine  Wärme- 
menge Q  zu,  so  wandelt  isieh  dieselbe  zum  Teil  in  äußere  Arbeit  L  um.  die  der 
Körper  bei  seiner  Ausdehnung  gegen  den  äußeren  Druck  leistet,  zum  Teil  in  innere 
Energie.  War  die  Energie  des  Körpers  vor  der  Wärmezufuhr  gleich  l\.  nach  der 
Wärmezufuhr  TJ.,,  so  ist  also  AQ  =  L+  U-i —  üi  oder 

U,—  L\=AQ  —  L  ...  ,1» 

wo  A  das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme*)  bedeutet.  Dii-  durch 
(ileichung  (1)  ausgedrückte  Beziehung  wird  utt  als  der  erste  Hauptsatz  der  Thermo- 
dynamik bezeichnet.  Indessen  bedenke  man,  daß  die  Gleichung  (1)  an  und  für  sich 
liöchstens  als  Definition  (nämlich  der  EnergiediÖ'erenz  l\i —  l'i),  nicht  aber  als  ein 
Prinzip  aufgefaßt  werden  könnte.  In  der  Tat  sind  zwar  die  rechts  in  (1)  auftretenden 
Größen  (^  und  L  direkt  meßbar,  jedoch  ist  tue  links  auftretende  Differenz  i\  —  Ui 
eine  rein  abstrakte  Größe,  die  sich  einer  unmittelbaren  Beobachtung  vollkommen 
entzieht.  Von  einer  direkten  Verilikation  der  Gleichung  (1)  durch  das  Experiment 
könnte  daher  keine  Eede  sein,  solange  man  über  die  Grüßen  L\, 
U^  keine  weitereu  Aussagen  macht.  Eine  experimentelle  Prüfung 
der  Gleichung  (1)  wird  erst  dadurch  ermöglicht,  daß  man  zu  ihr 
noch  folgenden  Satz  hinzufügt:  „Die  Energiedifferenz  i,  l\ 
hängt  nur  vom  Anfangs-  und  Endzustande  der  Körjier  (des  Körper- 
systems) ab,  nicht  aber  von  den  Zwischenstadien,  die  der  Körper  ,  \  ^ 
durchläuft,  um  vom  Anfangs-  in  den  Endzustand  zu  gelangen."' 
Ein  Körper  kann  nämlich  von  einem  Zustande  1  in  einen  Zustand  2 
auf  verschiedenen  Wegen  überführt  werden  und  jedesmal  sind  (im 
allgemeinen)  die  hierzu  nötige  Wärmemenge  (^  und  die  hierbei 
geleistete  äußere  Arbeit  L  verschieden,  jedoch  muß  jedesmal  die 
Differenz  AQ  —  L  dieselbe  sein,  weil  ja  auch  l\ — T,  vom  Ueber- 
führungswege  unabhängig  sein  soll.  Zur  Erläuterung  möge 
folgendes  Beispiel  dienen. 

Denken  wir  uns  1  g  eines  idealen  Gases  in  einem  Zylinder 
mit  verschiebbarem  Stempel  eingeschlossen  und  seien  ;v, ,  c,,  7', 
die    Werte    der    Zustandsgrößen    (Druck,    Volumen,    Temperatur)  Fig.  72. 

der     betreffenden     Gasmenge.      Ist     b     der     Flächeninhalt     des 
Stempeiquerschnittes,  so  ist  die  Kraft,  die  das  Gas  auf  den  Stempel  ausübt  gleich  bpt : 
ebensoviel  möge  das  Gewicht  des  Stempels  samt  dem   auf  ilini    lastenden  Luftdruck 

*)  Das  mechanische  Aequivalent  der  Wärme  ist  diejenige  Arbeit,  die  notwendig 
isf,  um  eine  Wärmeeinheit  zu  erzeugen.  Reibungsversuche  von  Joule  und  Kuwhmd 
haben  ergeben:  A  ^^  42  700  g-Gewicht-cm  pro  g-eal,  d.  h.  die  Arbeit,  die  wir  ver- 
riditen.  um  1  g  427  m  hoch  zu  heben,  ist  in)stande  1  g-cal  zu  erzengen. 
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bftnijreu  {\gl.  Fiij.  72).  Nun  erwärmen  wir  (bei  konstantem  Knicke  j^il  das  Gas 
um  P(\  erbiihen  also  seine  Temperatur  von  Ti  auf  '/', +  1;  die  hierzu  erforderliche 
Wärmemenge  nennen  wir  c,,  (..spezifische  Wärme  bei  konstantem  Drucke"). 
Infolge  der  Temperaturerhöhung  delint  sich  das  Gas  vom  Volumen  v,  auf  das  Vo- 
lumen c,  aus,  wobei  die  Differenz  r.3  —  i'i  mit  Hille  der  Zustandsgieichung  pr  =  i?7' 
leicht  berechnet  werden  kann.     Ans  ihr  folgt  nämlich 

BT 

V  =  -^  ...  (2) 

also  c,  ^  -    ' ,  Co  -=    -   ■  und  —  da  jk  =  2h  •  T-i  —  1\  =  1  ist  — 

vo  -  n  -  -  .  •  .  (3) 

Ih 

Da  die  Basis  des  Zylinders  gleich  h  ist,  so  hat  sich  der  Stempel  wäiirend  der  Aus- 
dehnung des  Gases  um  das  Stück  h  =  -^ — -  verschoben ;  die  hierbei  durch  das  Gas 

verrichtete  Arbeit  ist  gleich  Kraft  mal  Weg  =pih-Ii  =2hb--^Tr^  =Pi{i^«  —  Vi)  imd 


nach  (3i  gleich  li.  —  Um  also  die  gegebene  Gasmenge  vom  Zustande  p,,  ih.  Tj  in 
den  Zustand  ^j.,,  v«.  Tj  (wo  p-2  =  Pi,  T2  =  'J\  +  1  ist)  zu  überführen,  haben  wir  ihf 
die  W^ärmemenge  V.  =  6>  zugeführt,  wobei  das  Gas  die  äuliere  Arbeit  L=^R  ge- 
leistet hat. 

Nun  können  wir  aber  das  Gas  vom  Zustande  1  in  den  Zustand  2  auf  einem 
anderen  Wege  überführen.  Wir  können  es  nämlich  zunächst  hei  konstantem  Vo- 
lumen r,  auf  die  Temperatur  T^  =  Ti  + 1  bringen  und  sodann  es  ohne  äiiLiere 
Arbeitsleistung  von  /'i  auf  v^  «ich  ausdehnen  lassen  (indem  wir  etwa  den  Raum 
oberhalb  des  Stempels  evakuieren  imd  den  Stempel  plötzlich  hinaufschieben).  Sei  die 
zur  Erhöhung  der  Temperatur  des  Gases  um  l'*  C  bei  konstantem  Volumen  Vi  er- 
forderliche Wärmemenge  d-  genannt  („spezifische  Wärme  bei  konstantem 
Volumen"),  so  ist  in  diesem  zweiten  Falle  Q  =  c-  und  L  =  0. 

W^ir  sehen  also,  daß  die  GröUen  Q  und  L  nicht  nur  vom  Anfangs-  und  End- 
zustände des  Körpers  sondern  auch  wesentlich  von  den  Uebergangsstadien  zwischen 
denselben  abhängen.  Dagegen  soll  t'a  —  Vi  nur  vom  Anfangs-  und  Endzustande 
des  Körpers  abhängen;  damit  dies  der  Fall  ist,  muß  jedesmal  die  Differenz  AQ  —  L 
denselben  W^ert  aufweisen,  oder  es  muiJ 

Al^,-L,^AQjj-Ljj  ...  (4) 

sein,  wenn  sich  die  angehängten  Indizes  /,  II  auf  irgend  zwei  Ueberführungswege 
von  einem  Zustand  1  in  einen  Zustand  2  beziehen.  In  unserem  Falle  ist  Qj  =  Cp, 
Aj  =  li,  (^jj  —  Cf,  Lii  =  0,  daher  muß 

Acj,  —  B  =  Acv  •••(&) 

oder 

vp  —  Vi- 
sein.      Für   Luft    ist  beispielsweise    (im   technischen  Maße)   R  =  2932,    Cp  =  0,2375, 

Cr  =  0,169,  somit  42800  g-Gewichs   pro    g-Kalorie.      Dieser  Wert  stimmt 

('/)    —  Cv 

mit  dem  aus  Reibungsversuchen  für  .1  gefundenen  Werte  (42  700)  sehr  gut  überein. 
Betrachten  wir  den  Zustand  1  (mit  den  Zustandsgrößen  2h,  '^ii  ^i)  ^^s  fix,  den 
Zustand  2  (?m,  1*2,  T<,)  als  variabel,  so  hängt  U-^  nur  von  p^,  v^,  T2  ab.  Wir  ge- 
langen so  zu  unserer  früheren  Formulierung  des  ersten  Hauptsatzes:  „U  ist  eine 
Funktion  der  Zustandsgrößen  allein."  Darin  eben,  daß  die  innere  Energie  eines 
Körpers  nur  von  seinem  momentanen  Zustande,  nicht  aber  von  seiner 
Vorgeschichte  abhängt,  liegt  der  Kern  des  ersten  Hauptsatzes. 
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Sei  1/  ^  f{x)  eine  Funktion  von  x,  die  so  beschatten  ist,  daß 
ihre  Bildkurve  die  a;-Achse  in  zwei  Punkten  x  a,  x^^h  schneidet 
(Fig-.  73),  dann  lehrt  die  Anschauung,  daß  es  zwischen  den  Punkten 
a,  b  einen  Punkt  ^  geben  muß,  in  dem  die  Kurventangente  zur  x-Achse 
parallel  ist.   w^o  also  a(^)      0   und  daher  auch  tg  a(i)      /'(^)  =^  0  ist. 


b)  eine 
so  gibt 
den  die 


Flg.  7:1 

Daraus  resultiert  der 

Satz  von  Rolle.  Ist  in  einem  Intervalle  (a, 
Funktion  //=/'(i>rO  gegeben,  und  ist /(a)rr^/'(6)=^0, 
es  einen  Wert  §  z waschen  a  und  b.  a<B<b.  für 
A b  1  e i t u n g  /'(x)  verschwindet:  /'($)  =  0. 

Der  Satz  von  Rolle  ist  ein 
Spezialfall  eines  allgemeineren 
Satzes,  zu  dessen  Formu- 
lierung wir  uns  jetzt  Avenden. 

Sei  y^f{x)  eine  im  Inter- 
valle (a,  6)  definierte  Funktion 
und  sei /(«)  4=  A^)-  Verbinden 
wir  die  Punkte  P-^ia,  f{a))  und 
Po(&,  f(b))  ihrer  Bildkurve 
(Fig.  74)  durch  eine  Sekante, 
so  ist  aus  der  geometrischen 
Anschauung  evident,  daß  es 
zwischen  a  und  h  einen  Punkt  i 
geben  muß,   in   dem   die  Kurventangente  parallel   zur  Sekante   läuft. 


AI.  ;t.  W.  es  muß  ein  Wert  i'  existieren,   für  den  /'li") 
nun  ist  aber  MP.,      f{b)  —  ({a\  P'^M^^b  —  a,  daher  /'(, 


tu" « 


MP., 

pjr 

hb)-f(a) 
b  —  n     ' 
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Daraus  ero:ibt  sich  der 

Mittelwertsatz  von  La«range.  Ist  ?/  /(.r)  eine  im 
Intervalle  (<f. />)  definierte  Funktion,  so  ^ibt  es  zwischen 

n  u  n  (1  h  einen  W  e  r  t  i,  a  <  4  <  h,   f  ü  r  d  e  n  /*(§)  —  '    '^^  _^l'  . 

Der  (Quotient        ,  ist   nichts   anderes,    als    die   „mittlere 

■Steigung"  der  Kurve  y  fix)  im  Intervalle  («.  6).  Der  Mittelwertsatz 
sapt  also  aus.  daß  es  im  Intervalle  {a,  b)  einen  Punkt  o^ibt,  in  dem 
die  ..SteiRuno"  (schlechthin)  der  „mittleren  Steigung?"  genau  j?leicli 
ist.     Daher  die  Benennung':  ..Mittelwertsatz". 

Man  sieht  .sofort,  daß  im  Falle:  f{a)^  f{k)  0  der  Lagrange'sche 
Satz  in  den  von  Rolle  übergeht. 

Der  Mittelwertsatz  kann  auch  geschrieben  werden: 

Setzt  man  x  anstatt  a  und  x-\-h  anstatt  6,  so  ist  b  —  a  h, 
i'  r^-x+  M  (wo  i9-  einen  echten  Bruch  bedeutet)  und  der  Mittelwertsatz 
nimmt  die  Form  an: 

/(.#•  +  h)  — /'(.r)      h  ■  /'(.*•  +  ^li) 
oder  ■  f(x  +  h)  =  f{x)  +  h  ■  f'{x  +  M). 


Als  erste  Anwendung  des  Mittelwertsatzes  wollen  wir  folgenden 
für  die  Integralrechnung  sehr  wichtigen  Satz  beweisen : 

Ist  die  Ableitung  einer  Funktion  //=/(•>•'•)  füi'  alle 
Werte  von  .r  eines  gewissen  Intei'vaUes  gleich  Null, 
so  hat  die  Funktion  in  diesem  Intervalle  einen  kon- 
,s  tauten  W  e  r  t.*) 

In  der  Tat,  seien  x,.  x.  zwei  beliebige  Punkte  des  betreifenden 
Intervalles.  so  ist  nach  dem  ]jagrange'sclien  Satze  f{x^) — f(Xy)  ^ 
{x.,  —  a;j)/(i'),  wo  i'  einen  Wert  zwischen  Xy  und  a;.^  bedeutet.  Nun 
ist  aber  laut  Voraussetzung /'(a:;)  für  jeden  Wert  von  a;  im  betreffenden 
Intervalle  gleich  Null,  daher  auch  f'(^)  0,  somit  f{x.2)—f{Xy)  0 
d.  h.  fix.y)  f{Xi).  Da  Xy  X.2  zwei  beliebige  Stellen  des  Intervalles 
waren,  so  hat  f{x)  im  ganzen  Intervalle  denselben  (konstanten)  Wert, 
w.  z.  b.  w. 

Beispiel.     Wir  haben  gesehen,  daß 

d 

,     arc  sin  x 
dx 

d^ 

-^     arc  cos  x 
dx 


daher:  -7-  (arc  sin  x  +  arc  cos  x)  -- 

dx  ' 


*)  Man  wird  vielleicht  <j;euei^t  sein, .  diesen  Satz  als  „selbstverständlich"  (also 
keines  Beweises  bedürftigj  anzusehen,  nachdem  wir  bereits  wissen,  daß  die  Ableitung 
einer  Konstante   Null    ist.    oliifi^er   Satz    aber  nichts    anderes  ist,  als  dio  Umkehrunsi' 
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Die  P'uiiktion  /(oj)  -   arc sin  x  4- arc  cos  a:   muß   daliei    konstant   sein: 
j{x)^=c.    Den  Wert  dieser  Konstanten  ermitteln  wir.  indem  wir  etwa 

/(O)  berechnen;  es  ist  arc  sin  0      0  und  arc  cos  0      '^^  (weil  ja  sin  0      0. 

7t  7t 

COS  ,j  ~- 0  ist),  daher /(O)      c      arc  sin  0 -r  arc  cos  0  =  ^.     Mithin   ist 

TT 

für  jeden  N\'ert  von  x  f{x)       arc  sin  x  +  arc  cos  a;       ^^. 


Dieses  Eesultat    kann   man   auch  auf  elementarem  Wege  herleiten.     Es  ist  ja 

bekanntlich  sin  y  =  cos  |  '    — y\:  setzt  man  x  =  sin  ?/  =  cos  I  '    —  yy  so  ist 

y  =  arc  sin  x 
ir 
n  -^—y  =  arc  cos  x 


sonnt 


Zusatz.  Haben  zwei  Funktion  en /',(.#•), /oU')  in  einem 
Intervalle  gleiche  Ableitungen/; '{jc) ^--- /o'(;>').  so  ist  ihre 
Differenz /'i(i^) — /o(.r)  in  diesem  Intervalle  konstant. 

In  der  Tat.  bildet  man  die  Funktion  rp{x)  r-^  f,{x)  —  f^{x),  so  ist 
(f\x)  =  fi'(x)  —  f.-,'(x)—zO  daher  nach  letzterem  Satze  fjr(x)  —  constans. 


Eine  andere  Anwendung-  findet   der  Mittelwertsatz   in  der  Aus- 
weitung von  Ausdrücken,  die  für  gewisse  Werte  der  unabhängigen 

w  (x ) 
Veränderlichen  in  unbestimmter  Form  erscheinen.   Sei /(x  1  ^= -^^^ 

-"      ip{x) 

ein  Quotient  zweier  Funktionen  fp(x).  j//(x).  die  beide  für  x^  x^,  ver- 
schwinden:  9"(Xo)^  »/'(»o-^O:  f{x,^)    erscheint   dann    in    der    nichts- 

0  fcix) 

•sagenden  Form    ^ .     Es  ist  aber  möglich,  daß  sich  der  Quotient  '-^^ 

U  ii'[x) 

einem   gewissen   Grenzwerte   nähert,   wenn  x  gegen   x„   konvergiert. 

m.  a.  \\'.   daß  lim  fix)  -   lim  4V^^    existiert.    Diesen  Grenzwert  nennt 

man  —  falls  er  existiert  —  den  ..wahren  Wert  von  fix-o)''*)  Es 
handelt  sich  nun  darum,  Methoden  zur  Bestimmung  des  ..wahren 
Wertes"  solcher  in  unbestimmter  Form  erscheinenden  Ausdrücke 
zu  finden. 


des  Satzes:      ,     C  =  0.      Indessen  bedenke   man.    daß  nicht  jede  Umkehrang  eine^J 

Satzes  richtig  sein  mnlj.  Wenn  eine  Tatsache  A  stets  eine  Tatsache  B  zur  Folge 
hat,  so  kann  man  aus  dem  Eintreffen  von  B  noch  nicht  mit  Sicherheit  schlielien,  daU 
auch  A  stattgefunden  hat:  denn  es  könnte  ja  B  vielleicht  infolge  einer  anderen 
Tatsache  ('  eingetreten  sein,  ohne  daß  A  stattgefunden  hätte. 

*)  Die  Bezeichnung  ..wahrer  Wert  von  /\.r)  an  der  Stelle  x^Xo^  ist  nicht 
besonders  glücklich  gewählt.  Sie  erweckt  nämlich  den  Anschein,  als  ob  ^  der 
..scheinbare"  Wert  von  /(.x")  wäre.  Indessen  ist  aber  ^  überhaupt  kein  Wert,  und 
der  .,wahre  Wert  von  /(.ro)"  ist  ja  auch  nicht  der  Wert,  den  f'\x)  an  der  Stelle 
X  =  X(f  annimmt,  sondern  der  Wert,  dem  f{x)  zustrebt,  wenn  .»-  gegen  die  Stelle 
■a- =  Jq  konvergiert.  Daher  halte  man  sich  nur  an  die  Definition:  „wahrer  Wert 
von  /"(x)"  =  lim  f{x). 
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Ha  '/(X'o)       fl'i^o)      ^  i^t?  ^<^  kann  man  auch  schreiben: 

^^    '       ,'ix)         ip{x}-if>{x,)  • 

I  >a  nacli  dem  Mittelwertsatze  (f{x) — 'cp(xq) -^  (x  —  x^y^'i^y),  i^){x)  — 
—  '/'(^•o)  (-^  —  -^o )'/''( ^2)5  wo  ^1  uiid  i',  zAvischen  x  und  .r,,  liegen,  so 
kann  man  weiter  schreiben: 

f(x)    ^(^  — ^o)y'(gi)   __^l) 

^^  ^       (a;-a;.,)./;'(^J       nQ' 
Konvergiert  nun  x  gegen  a^o,   so  konvergieren  auch  t,   und  ^.^  S^S^n 
x,„  es  ist  also 

lim   ^-^  =  hm  Vi-^x 

und   daher 

Somit  haben  wir  folgenden  Satz  gewonnen. 

1.    Satz   von   L' Hospital.     Konvergieren   zwei    Funk- 
tionen (fix),  y.1  {jf')  für  oc-^oCff   gegen  Null  und  konvergiert 

das  V'  e  r  h  ä  1 1  n  i  s   der   Ableitungen   derselben  -     ,   ;      f  ü  r 

1'/  (a?) 

x-^Xq  gegen  einen  (endlichen,   bestimmten)  Grenzwert. 

so   konvergiert   das   Verhältnis    der   Funktionen   selbst 

./-\   gf'gßn  denselben  Grenzwert:  hm    ^^^  =  lim  V,   ,    • 
Ist  j/^'(a^o)  4.  0,  so  ist  lim  '-^l  .^ '^4'^-  und  daher 
lim  '^'^^^  —  ^'^'^"^ 
Ist  aber  f/)'(xo)  =  (/''(^o)  ~  0,   so   kann  man    auf  den  Quotienten   ^ , 

ff)  (  T*  I  f/)  "1  '3™  1 

wiederum  die  L'Hospital'sche  Regel  anwenden:  lim  ^^,f4=^liin     „,  ,. 

Hat  man  allgemein 

fp(x^)  =  0,  rp'ix^)  -=  0,  r/)"(a;,) .-  0,  .  .  .  7.""  (a;^  -=  0 

ipix,)  =  0,  VA^o)  =  0,  ^/'"(x,)  =  0,  .  .  .  i/^^M-O,  aber./' «+i)(xo)  4.0, 

so  ist  lim  '^ J^l  -.  hm  ^:(^^  ^  hm  '^  =  . .  .  =  hm  ^;i^  =-  ^^^^^^ 


Uebungen. 

Sin   33 

1.  Uebung.     Wir  wissen  bereits,  daß  lim ^^  1.    Wir  können 

dies  Resultat  mit  Hilfe  des  L'Hospital'schen  Satzes  verifizieren ;  nach 
diesem  Satze  ist  nämlich  lim -  lim      z. —  =  1. 

.r—>(\         X  x^i^t)  J- 
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2.  Uebung.     Was   ist   der   (Trenzwert   der  Ableitunj;   von  f{x) 

sin  X  X'  ,,  ,  .      r>        T  ,,     . 
,  wenn  x  gegen  ^iill  kon vergiert  .-*  —  Lösung,    P.s  ist 


fix) 


X  cos  X  —  sin  X 


0 


für  a;  =  0  nimmt  dieser  Ausdruck  die  unbestimmte  Form    ^  an.   Um 

seinen  „wahren  Wert"  zu  linden,   bilden  wir  das  Verhältnis  der  Ab- 
leitungen des  Zählers  und  des  Nenners: 

—  X  sin  X  +  cos  X  —  cos  x  ,    . 
:t —  —  isino: 

2x  '■ 

und  da   dieses  Verhältnis  mit  x^O  gegen  Null  konvergiert,  so  ist 


lim  ny)  =  0. 


In  Fig.  75  ist   die   Funktion   ,y 


sin  X 


graphisch 


»0  '  X 

dargestellt;   zum   Vergleich   sind    dort   auch   die   Kurven   y~l   und 


Fig.  75. 

/y  =  cos  x    gezeichnet,     wodurch    die    S,   55     benützte    Ungleichung 
cos  X  < <  1  ad  oculos  demonstriert  wird. 

X 

o    TT  1  /    -       sin  j^  —  xdO'^'X    -.      ,,         _        ....  -, 

3.  Uebung,    fix)   -  .,  :  lim/(x)r=?  —  Losung.     Setzt 

ff)  i  Oß] 

man  sin  a;  —  a;cosx  =  r/)(a;),  x'^^^ü){x),  so  ist  f(x)^^—, — ,  w'(x)^^xsmx, 

,,.  ,       „   .,       ,  ,.      .,   ,       ,.     x  sin  a;       1    ..       sin  x        1 
>p\x)  =  3x-  und  hm  ]{x)  =  lim     .^  .,    =^  -^    lim       —  =      • 

4,  Uebung.    f(x)  r--=  ^^      ;  lim  f{x)  ^  ?  — 

x~  —  J.      / — >j 

3a;-         3 
Lösung,  lim  f{x)  =  lim  -,^ —  =  ^  • 

f   elen 

;    für    vT  =  1    nimmt    dieser    Bruch   den 


Dasselbe  Resultat  erhält  man   auch   auf   elementarem  Wege.      Es  ist  nämlich 

./■_^J.  _  (j'^  +  .c  +  l)  (J  — 1)        X'^  +  X  +  1 
Jc'—  1  ~        {x+  1)  (X—  1)       ^ 


Wert  f  an. 

5.  Uebung.    I(x) 


x  +  l 
a  —  I  a-  —  x- 


-  ;   lim  f{x)  =  ?  —  Lösung.     Man 

(fix) 


setze« — ]a'^  —  x-  =  fp(x),  b  —  )6-  —  x-       ip{x),   so    ist   /(x) — 

(p'{x)  =  ^r- ,   ip'{x)  —  ~^,  unil    hm /(j;)       hm  ^7==    - 

\a'-  —  x'^  I  6-  —  x-  j--*i  r-»)  ] a-  —  x-        '* 


Salpetei.  .Mathematik.     >.  .\ut1. 
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(i-f 5"^ 

(i.  Uebiuiy-.     f[x):=— — -,-;  lim/(a;)--^?  —  Lösung: 

lufl-fl'  —  In  6 -6^       Ina  —  In  & 
.r^o  .r-^d   In  c  •  c  —  In  ^ •  d'    ~  In  c  —  In  d 

fit: 2  />; B~  '^ 

7.  Uebung.    f{x)^ -. —      :  lim /(a;)  r^  ?— Lösung.     Setzt 

3/  —  Sin  2/  .r— >0 

man    ^ '  —  2  a;  —  e-«'  ^  f/)(a;) ,    a;  —  sin  a;  =  ip{x) ,    so    ist    f(x)  ^  ~- ' , 

(p'(^x)  =  c-^  —  2  +  e--'\    \p'{x)  — - 1  —  cos  X ;   jedoch    erscheint   für    a;  r=  () 

(f'ixS        e^  -\-  e~^ 2  0 

auch  das  Verhältnis     ,-^  .,  in    der    Form   ^ .     Wir 

i/;'(a;)  1  —  cos  x  0 

wenden   daher  der  Reihe   nach   aucli   auf  den   Ausdruck  ^.  .     den 

x\)\x) 

L'Hospital'schen  Satz  an.  und  bilden  den  Quotienten    . ,  ,  \  = — -. : 

*  i/;"(a;)         sin  x 

aber  dieser  erscheint  wiederum  in  unbestimmter  Form.    Erst  die  zum 

drittenmal  wiederholte  Anwendung  des  L'Hospital'schen  Satzes  führt 

zum  Ziele ;  es  ist  nämlich  ip'"{x)  —  e'  +  e-^,  ip"'(x)  -^  cos  x  und 

,.       (fix)      '    .      cp"'ix)       ,.      e^  +  e-^ 

lim    ^  '  =  hm   '^  -  -  ^  =^  lim =  2. 

i/^(a;)        ^_^o  1/^  (ic)       ^->()     cos  x 


.r— >ii 


8.  Uebung.    fyx) -~    ^  —  ctg-a;;   lim  /(a;)  =::  ?   —   Lösung.     Der 

Ausdruck /(a;)  =      — ctg^  a;  erscheint  zunächst  für  x-=0  in  der  un- 

bestimmten  Form  oc  — oo.    Wir  formen  ihn  nun  folgendermaßen  um: 
,,  .        1  ^   .,  1        cos-a;      sin-K — a;'^cos^a; 

f{x)=      .,  —  ctg-X^r-^.,  —    .    .r  -^ 


X-  X-       siu-a;  aj-^sin-'a; 

(sin  a;  +  a;  cos  a;)  (sin  x  —  x  cos  x) sin  a;  +  a;  cos  x    sin  x  —  x  cos  x 

sin  a; •  a;- sin  x  sina;  aj^sina; 

.    ,      X  ,  sin  a;  —  xcosa;      x        ^^        ■  j.  ■,-         x         .        , 

=:  (1  +    .       •  cos  a;) r. —       •   . — .    Nun   ist  hm     . —  =  1  und 

sin  X  '  x'^  sin  x  .,.^„  sin  x 

.    r.  .          Ol-     sina;  —  a^cosa;       1     ,   , 
nach  Uebung  3  hm ^ =  „,  daher 

!• 1/  \      !•      /«i      •''  \i-      Sin  X  —  X  cos  X  ..        X         dl 

hm  t{x)  —  hm  (1  +    .—   •  cos  x)  ■  hm  = —       hm  - —  =  7,  • 

j^„  .r^(,  Sin  a;  i._>„  a;'*  ^.^o  sin  x      6 


Man  nennt  eine  (variablej  Größe  ,,un endlich  klein",  wenn 
sie  gegen  Null  konvergiert.  Konvergieren  zwei  Funktionen  (p{x), 
ip(x)  für  a;-^a;„  gegen  Null:   lim  fp{x)---0,  lim  i//(a;)  =  0  und  ist  der 

Grenzwert  von    "—^   für  x-^Xr.   endlich   und   von  Null   verschieden. 

ip(x)  " 

so  sagt  man:   die  Größen  (p(x),   xp{x)  werden   in   der  Umgebung   von 
X -^  x^    „unendlich    klein    von    derselben    Ordnung".      Ist 
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aber  dieser  Grenzwert  gleich  Null,  so  sagt  mau:  ,//(aj)  wird  un- 
endlich klein  von  höherer  Ordnung  als  ip{x)." 

Setzen  wir  speziell  a;„  0  und  benützen  als  V'ergleichsfunktion 
t/;(a;)  =  x.  Alsdann  definiert  man:  (f(x)  wird  in  der  Umgebung  von 
a;  :=  «o   „unendlich   klein   von   der   u-ten  Ordnung",  wenn 

lim  -^     endlich  und  von  Null  verschieden  ist.    Ist  aber  lim       ^^0, 

so  sagt  man:  (p{x)  wird  „unendlich  klein  von  höherer  als 
>*-ter  Ordnung"  (oder:  „ff{x)  verschwindet  von  höherer  als  w-ter 
Ordnung"). 

Ganz  analog  wird   die  Ordnung  des   „unendlich  gi'oß"'- Werdens 

definiert.  Ist  lim  (p{x)=^oo,  lim  \p{x)--oo  und  gleichzeitig  lim  '^-~=^A, 

wo  A  endlich  und  von  Null  verschieden  ist,  so  sagt  man:  (p{x)  und 
i^(x)  werden  in  der  Umgebung  von  x-—Xt,  „unendlich  groß  von 
derselben  0 r d n  u  u  g".  Ist  aber  ^  =  0,  so  sagt  man :  ,,(p\x)  wird 
unendlich  groß  von  niederer  Ordnung,  als  ip{x\". 

Wählen  wir  wiederum  x^,  ^  0  und  ip{x)  —    .  Alsdann  wird  definiert : 

Qu 

(p\ x)  wird  iu  der  Umgebung  von  x  ^^  x^  „unendlich  groß  von 
der   yj-ten   Ordnung",   wenn  lim  x"fp{x)^^A  und  A  endlich  und 

von  Null  verschieden  ist;  ist  aber  ^  =  0,  so  sagt  man:  ,,fp{x)  wird 
unendlich  groß  von  niederer  als  ^i-ter  Ordnung". 


Uebungen. 

9.  Uebung.     Von  welcher  Ordnung  wird  sin  x  für  x^>{)  unendlich 
klein?  —  Lösung.     Da  lim  =list,  so  wird  sin  x  unendlich  klein 

./^►o       X 

von  erster  Ordnung. 

10.  Uebung.     Von  Avelcher  Ordnung  verschwindet  tg  x  für  a;->0'? 

tö"  X 

—  Lösung.    Von   erster  Ordnung,   weil  lim  ---  =  1. 

11.  Uebung.     f(x)  =  x  —  sina;:    Ordnung    des    „Unendlichklein- 
werdens" y  —  Lösung.   Wir  untersuchen  zunächst,  welchem  Grenzwerte 

i—siua;                            ^    i .      n     i-      a^— sin»            /        sin  xv 
lur   x^-O  zustrebt.     Da  lim  —  =  lim   1 1=^ 

X  x-^O  X  x->0  \  X      I 

-  1  —  lim  "        ;^  1  —  1  ^^0  ist.  so  verscliwindet  x  —  sin  x  von  höherer 

.1-^0      X 

als  erster  Ordnung.  Nun  berechnen  wir  den  Grenzwert  lim 


-^  lim =-^  lim     ^         0;  da  dieser  Null  ist,  so  verschwindet 

X  —  sin  X    von     höherer     als     zweiter     Ordnung.       Schließlich     ist 

Qß sin  3/        1 

lim  ^ ^=  ,. .  daher  wild  x  —  sin  x  unendlich  klein  von  dritter 

r^O  x^  b 

Ordnung. 
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12.  Uebnng:.     Von    welcher   Ordnung   wird  1  —  cos  a;  für  x->(} 

,  ,  .               ^                 ^      ■  .    , .      1  —  cos  a;      , .      sin  0? 
unendlich    klein?    —    Lösung.     Es    ist    hm  ^ —  =  lim    ^     = 

.,•-^1)  X  r-^o       ■^X 

==    lim  ?15.^=      daher  wird  1  —  cos  a;  unendlich  klein  von  zweiter 
Ordnung. 

13.  Uebung.      Von     welcher    Ordnung    verschwindet    \gx  —  x 

x^     •  .   T      tg  —  X      ,.      sin  05  —  xcosa? 
für   x-^O?  —  Lösung.    Es   ist   lim  ^-3— =  lim  ^^r^^^ = 

,.     sin  x  —  a;  cos  a;  ,.        1         1      ,  ,         t      r\  ^i  ^       -t-^ 

=  lim 3 lim  =ö,    daher    die    Ordnung    des    \  er- 

.r— ^0  «^  j— >()  COS  3/         O 

Schwindens  gleich  3. 

14.  Uebung.     Von  welcher  Ordnung  wird  ctg  a;  für  a;-^0  unend- 

»cosx     ,.        X 
lieh   groß?  —  Lösung.     Es   ist   lim  a;  ctg  a;  =  lim    --. =lim-.~-. 

-c-^o  x->(»    sm  X      .,-^0  sm  a; 

•  lim  cos  a;^  1-1  =  1,  daher  wird  ctg  x  für  a;->0  unendlich  groß  von 

.r-*0 

erster  Ordnung. 

Obwohl  die  „Inf initesjmalrechnung"  ihren  Namen  dem  Begriffe  des^ 
„unendlich  Kleineu"  („Infinitesimalen")  verdankt,  so  ist  dieser  Begriff  nach  dem  heutigen 
Stande  der  mathematischen  Wissenschaft  überflüssig.  In  der  Tat  haben  wir  ja  die 
Grundlagen  der  Difterentialreehnung  entwickelt,  ohne  von  ihm  irgendwie  Gebrauch 
zu  machen,  allein  mit  Zuhilfenahme  des  Begriffes  des  Grenzwertes.  Daß  wir  das 
„unendlich  Kleine"  überhaupt  hier  einführen,  geschieht  einerseits  aus  traditionellen 
Gründen,  andererseits  deshalb,  weil  man  diesen  Bezeichnungen  in  der  Literatur 
(namentlich  in  der  mathematisch-naturwissenschaftlichen)  häutig  begegnet. 

Für  den  Anfänger  ist  das  Wort  „unendlich  klein"  in  der  ßegel  irreführend. 
Eine  „kleine",  „sehr  kleine"  Größe  hat  stets  einen  bestimmten  Zahlenwert ; 
z.  B.  ist  die  Wellenlänge  der  ultravioletten  Strahlen  „sehr  klein"  (natürlich  im 
Vergleich  mit  den  Dimensionen  sichtbarer  Körper),  sie  beträgt  ca.  0000018  cm. 
Häutig  wird  daher  der  Anfänger  die  Frage  stellen :  „Wie  klein  muß  eine  Größe  sein, 
damit  man  sie  bereits  ,unendlich  klein'  nennen  darf?"  Auf  Grund  der  oben  angegebenen 
Definition  wird  man  einsehen,  daß  diese  Fragestellung  überhaupt  sinnlos  ist.  Die 
„kleinen",  „sehr  kleinen"  Größen  sind  konstant,  während  eine  „unendlich  kleine" 
Größe  laut  Definition  eine  variable  Größe  ist.  Unendlich  klein  ist  das  Volumen 
eines  im  Schmelzen  begriffenen  Eiskristalles :  *)  dagegen  ist  das  Volumen  einer 
Molekel,  eines  Atoms,  ja  —  eines  Elektrons  zwar  „sehr  klein"  (im  Vergleich  mit 
den  Dimensionen  sichtbarer  Körper),  aber  nicht  „unendlich  klein",  u.  zw.  aus  dem 
einfachen  Grunde,  weil  es  konstant  ist. 


Wir  wollen  nun  einen  zweiten  von  L'Hospital  herrührenden  Satz 
beweisen. 

2.  Satz  von  L'Hospital.  Konvergieren  zwei  Funk- 
tionen (p{pc),  ip{of')  für  .>c-^cxD  gegen  Unen  dlich  und  konver- 
giert  das  Verhältnis   der   Ableitungen   derselben    -^7~r 

für  x-*oo   gegen   einen    (bestimmten,    endlichen)    Grenz- 
wert, so  konvergiert  das  Verhältnis  der  Funktionen  selbst 

fpix)  ,  1  V  /-i  4.      1  •         '^'(^)  1  •         fp'ioc) 

\   [    gegen   denselben  Grenzwert:   lim  - V  ;  =  1 1 m      \   [• 


*)  Vgl.  E.  f'esäro.  Algebraische  Analysis,  S.  486. 
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Der  Beweis   wird   folgendermaßen   durchgeführt.     Sei  x^,  irgend- 
-'ine  (fix  gedachte)  positive  Zahl,  alsdann  ist  identisch: 

(p{x)  _  (p{x)  —  (pjXf,)    ilj(x)—ipix„)    (f{x)  _fp(x)—  (fix,,)  \p(x) 

W{x)  ~  ip{x)  —  ip{Xf,)  '  (fix)  —  ffix^)  '  ipix)  ~  ipix)  —  ipix^)'  ^  _ cpixo) 

(fix) 

Nach  dem  Mittelwertsatze  ist  ffix)  —  (fixQ)-^ix  —  x„)  (f'(^i\  M^)  — 
—  i/^ia;,,)  =  (a;  —  a^o)  i/;'(£o).  wo  ^,,  £._,  beide  zwischen  x^  und  x  liegen, 
daher  ist  weiter 

^_\ij(x^ 

(fix)  __  fp^^)  ilijx) 

ipix)Txpil,)'  ^_./K) 
cp{x) 
Nun    ist    laut    Voraussetzung    lim  f/(a;)=:oo,    lim  ip{x)=^oo,    daher 

lim  ^^»^=0.  lim  "^-=0.')  und 

lim  ^=.1. 


(p{x) 
Lassen  wir  x  gegen  oc  konvergieren,  so  konvergieren  auch  i\  und  ig 


gegen  oo.  und  es  ist 
w.  z.  b.  w. 


lim  'f^\  =  lim  4^-J 


Uebungen. 

'Jj 

15.  Uebung.   fix)  =  xe--"' ;  lim  fix)  -^^  ?  —  Lösung.   Es  ist  f(x)  =  — , 

wobei  für  x^oo  sowohl   der  Zähler  x,  wie   der  Nenner  e"  gegen  oo 
konvergiert.      Anwendung     des     2.    L'Hospital'schen     Satzes     gibt: 

lim  —  =-  lim  —  =  0. 

16.  Tebung.     /(x)  =;  x-fc-' ;   lim  f(x)=^?  —   Lösung,    lim  f{x)  = 

r^OO  .i->00 

-    lim     ^  =  hm     _^.       hm     ,       0. 

.r— 9-C50     ^  .1"— >00    ^  J'—^OO  ^ 

17.  Uebung.    /(»)  ^^  x"c- ',  wo  *i  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet; 
hm  /(a;)  =  f  —   Losung,     hm  —  =  hm  — - —  =  hm     ^  — --     = 

...  ^   hm     ^.       0.     Daraus  folgt:  Die  Exponentiahunktion  r'   wird 

*)  Es  sei  daran  erinnert,  daß  .»o  konstant  gehalten  wird:  daher  sind  auch  qrtJ-o) 
*j'(Jo)  konstant. 
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für  x-^  +00  unendlich  groß  von  höherer  Ordnung?  als   jede  (noch  so 
srroße)  Potenz  von  x. 

18.  Uebung.    f(x)   .  — ;  lim  f{x)  =  ? 
Lösung.     Es  ist  lim ==  lim  -j-  =  0. 

19.  Uebung.    /(x)--^^;  lim  f[x)  =  ? 

]  X        i-s-OO 

Losung.  lim    — -  =^  lim        :       ^  h=  "Wi  — r^-  =  0. 

r^oo   ]'X  .r-»oo^^       2]x'         .r-^oo      l'a; 

20.  Hebung.    f{x)  ^  !^;  lim  f(x)  =  ? 

T   •■  V  In^  1-  /l       1  '   -'\  1-  *^  A 

Losung.  lim    „       ==  lim  I-:     •  a;"     I  =  lim  7^3^  =  0. 

.'->CX3    rTj.  »l->00   \X      n  I  ;r->00    y  ^ 

Daraus  folgt:   Der  Logarithmus  \n  x  wird  für  cc-^oo  unendlich   groß 
von  niederer  Ordnung,  als  jede  (noch  so  hohe)  Wurzel  von  x. 

21.  Uebung.     /(x)^  a?';   lim  f{x)  .^  ?  —  Lösung.     Für  x=~0  er- 

scheint  der  Ausdruck  x''  in  der  unbestimmten  Form  0".     Um  seinen 

„wahren  Werf  zu  finden,  bilden  wir  seinen  Logarithmus  und  suchen 

den  Grenzwert  desselben  für  x^O.    Es  ist  ]n  (x')  =  x-\nx;  setzen 

1  .,,  ,1  ,  ,  1,-  Inz 

wir  x:^     ,  so  wird  In  a;  -  In      ^^  —  In  2,  x In  a;  =  —  •  ( —  In  2)  ^^  — 

z  z  z  z 

In  z 
und   lim  a;  Ina;      — lim  ^0.     Somit    haben    wir:    In  flima;')  = 

lim  ein  x^)  -----  0,  daher  lim  a;^       1. 


Wir  wollen  nun   den  Mittelwertsatz  dazu   verwenden,   den  in  vorigem  Kapitel 
aufgestellten  Satz:  \^<     ~  a~S^     zu  beweisen.*)     Ist  z  =  f'{x,y),  so  wird  deüniert: 


^"•^  ö^  =  ^-^('''^) 


=  iiin  [.r}^^y+^^-fxi^^y) 


i^  k 


-.  lim  /;  I  lim  ^"^^  +  ^''  y  +  ^}  -  r^'^y±hl  _ii^/(^  +  ^'.  2/1- A^'-ili]  \     ' 
^  ,i^  ,i^  /yx  +  /t,  y  +  /c)  -  /(g;,  y  +  k)  ~  fix  +  /t,  y)  +  f(a;,  y)  ^^^ 


*)  Dieser  Beweis  dürfte   dem  Anfänger  Schwierigkeiten   bereiten,   kann   daher 
bei  der  ersten  Lektüre  überschlagen  werden. 
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Bei  konstantem  x  und  h  ist  die  anf  der  rechten  Seite  von  (1)   auftretende  Differenz 
fx+li,  y)  —  fix,  y)  eine  Funktion  von  y  allein,  die  wir  mit  cp(y)  bezeichnen  wollen: 

qp,i/)  =  /(x  +  Ä,  y)-f{x,  y)  ...  (3) 

und   man   bemerkt,   daß   der  Zähler  <ler  rechten  Seite  von  f2i  nichts  anderes  ist.  als 
die  Differenz  ff{y-\-^)  — ^[y), 

^{y  +  'k)-^{y)=f{x  +  h,  y  +  k)  —  f\x,  y  +  k)-f{x  +  h,  y)  +  f(x,  y)       ...  (4) 

Die  Anwendung  des  Mittelwertsatzes  auf  diese  Differenz  gibt: 

f{y  +  k)  —  cf{y^  =  k-cf'(y  +  n\    0 <■»<!.  •  .  •  (ö) 

Aus  (3>  folgt: 

'P'(y)=Ux  +  h,  y)-fy<x,  y)  ...  (6) 

daher 

cf'{y  4-  d-k)  =  fjx  +  lu  y  +  *A-)  -  f,,{x.  y  +  9k)  ...  (7) 

Nun   ist  bei   konstantem  y  und  k  die  Ableitung  f„(x.  y^^k)  eine  Funktion  von  x 

allein,  die  wir  t-{x)  nennen  wollen : 

i!}(x)=fy{x,  y  +  itk)  •••(«) 

Es  folgt  dann  aus  (7) 

(f'iy  +  9k)  =  i|;(x  +  h)  —  i!}{x]  .  .  .  (9) 

und  nach  Anwendung  des  Mittelwertsatzes  auf  die  rechte  Seite  von  '9); 

(f'ty  +  d-k)  =  h-il''{x  +  9'h),    0<'^<1  ...  (10) 

Aus  .8)  folgt: 

^'{x)  =  f^^.y  +  m  ...(11) 

daher 

ii>'{x-+d-h)=f^/x  +  9'h.  y  +  »k)  .  .  .  (12) 

und  nach    10) 

(f'iy -^  d-k)  =  h-fjx  +  »'h.  y-r»k}  .  .  .    13) 

Dies  in  (b)  eingesetzt  gibt: 

cfly  +  k)  -  cf'.y)  =  hk-r,^ix -f  ^7(,  y  -f  »k)  .  .  .  (14) 

und  mit  Rücksicht  auf  (4)  und  (2)  wird: 

^''      U.^,  y)  =  lim  lim  /■„x(r  -^  ^/'.  y  -^  »^'  =  U.^,  y)  =  ?^7 


w.  z.  b.  w. 


Dem  Lagrange'scheu  Mittelwertsatze  für  Funktionen  von  einer 
Veränderlichen  wollen  wir  jetzt  einen  analogen  Satz  für  Funktionen 
von  zwei  Veränderlichen  an  die  .Seite  stellen. 

Sei  z  =  f(x,y).  Fixieren  wir  irgendeine  Stelle  x^,.  y„  und  lassen 
bei  konstanten  y  ^—  yf,  die  Variable  x  um  h  wachsen,  so  wird  z  zum 
die  Differenz  fix^  +  h,  y,,) — /(x^.  ?/(,)  zunehmen.  Da  hierbei  y  konstant 
gehalten  wurde,  so  können  wir  z  als  Funktion  von  x  betrachten  und 
den  Lagrange'schen  Mittelwertsatz  anwenden:  /la;,,  -f  h,  y^)  —  /(a;<„y(,)  = 

^  •  V   (^0  +  ^K  Vo)  ^  hfA^o  +  ^^-  y^X  ^^'0  0 <  «><  1 .     Analog  wäre : 
ox 

wo  ebenfalls  0 <>>'<!. 

Wächst  nun  zunächst  r  um  h  und  dann  überdies  y  um  k.  so  ist 
der  Gesamtzuwachs,  den  hierbei  ::  erfährt,  gleicli  /(x^  +  h.  y^  +  k)  — 
—  K^oiVo)-    Die.se  Differenz  kann  man  auch  .schreiben: 

tix^  +  h  ?/o  4-  h)—f{x^,  y,,)  -   |/(xo  +  Ä.  j/o  +  k)  —  /(Xß.  yo  +  k)\  + 
+  [/K,  yo  +  ^')  — /K,  ^o)] 
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Letztere   Gleichung:   ist   der   .AI  i  tte  1  wertsatz   für  Funktionen 
von  z  w  ei  V  e  i-  ä  n  d  e  r  1  i  c  li  e  n. 


Im  Mittelpunkte  einer  Kreissebeibe  iriöge  sich  ein  Maikäfer  betindeu.  Kriecht 
derselbe  iu  radikaler  Richtuu";  gegen  die  Peripherie  und  dreht  sich  gleichzeitig  die 
Scheibe  mit  kuustauter  Winkelgeschwindigkeit  —  was  für  eine  Kurve  im  Räume 
beschreibt  dann  der  Maikäfer? 

Nennen  wir  r  seine  (variable)  Distanz  vom  Mittelpunkte  und  qp  den  (variablen) 
Winkel,  den  die  gerade  Verbindungslinie  des  Käfers  mit  dem  Zentrum  (Fahrstrahl) 
mit  einer  fix  gedachten,  horizontalen  Achse  einschließt,  so  ist  offenbar  r  dem  qp  direkt 
proportional,  also  r  =  ni(f,  wo  m  einen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet  (u.  zw.  ist  m 
gleich  dem  Verhältnisse  der  Geschwindigkeit  des  Käfers  zur  Winkelgeschwindigkeit 
der  Scheibe).  Die  Kurve,  die  der  Beziehung  r=m(p  entspricht,  heißt  die  „Archi- 
medische Spirale"  (vgl.  Fig.  76)  und  die  Gleichung  r  =  nup  nennt  man  die 
Gleichung  der  Archimedischen  Spirale  in  „Polarkoordinaten". 


Fi":,  ''(l. 


Fiff.  77. 


Die  Koordinaten,  deren  wir  uus  bis  jetzt  bedient  haben,  waren  die  sog.  recht- 
winkligen ('artesischen  Koordinaten.  In  einem  Cartesischen  Koordinateu- 
sjstem  ist  jeder  Punkt  <ler  Ebene  durch  zwei  Zahlen  charakterisiert,  nämlich  durch 
den  Abstand  ./  desselben  von  einer  vertikalen  —  und  durch  den  Abstand  ;(/  von  einer 
horizontalen  Achse.  Die  Lage  eines  Punktes  P  ist  aber  auch  dann  eindeutig  be- 
stimmt, wenn  man  seine  Entfernung  r  von  einem  Zentrum  O  und  den  Winkel  qp 
angibt,  den  der  Fahrstrahl  OF  mit  einer  von  O  ausgehenden  horizontalen  Achse 
einschließt.  Das  Zentrum  0  nennt  man  den  „Pol  des  Systems,  die  Zahlen  r  und  g 
die  „Polarkoordinaten"  des  Punktes  P. 

Kennt  man  die  Polarkoordinaten  eines  Punktes  P,  so  ist  es  sehr  leicht,  seine 
Cartesischen  Koordinaten  anzugeben.  Es  ist  nämlich  —  wie  man  der  Fig.  77  sofort 
entnimmt: 

X  —  r  cos  qp  ...  (1) 

y  =^r  %va.q)  ...  (2) 

Umgekehrt  kann  man  auch  aus  den  gegebenen  Cartesischen  Koordinaten  x,  y 
eines  Punktes  seine  Polarkoordinaten  berechnen.  Quadriert  und  addiert  man  die 
Gleichungen  (1)  und  (2),  so  hat  man: 

x'^  +  y'^  =  r^  (cos'*  qp  -f  sin'^  qp)  =  r- 
also  r  =  ±  \x'  +  y'  •  •  •  (3) 

Dividiert  mau  (2)  durch  (1),  so  folgt: 


tgcp 


oder 


qp  =  arc  tg 


y 


(4) 


Sei  nun  die  Gleichung  irgendeiner  Kurve  in  Polarkoordination  gegeben: 

r  =  m  ...(5) 

und  ziehen  wir   in   einem  Punkte   derselben  eine  Tangente.     Wir  fragen  nun,  wie 
groß  ist  der  Winkel  lu  den  diese  Tangente  mit  der  Abszissenachse   einschließt  V 


I 
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dy 
Für   t'artesische   Koordinaten   haben   wir   seinerzeit  die  Beziehung  tg  C4  = 

abgeleitet  und  wir  wollen  nun  eine  entsprechende  Relation  für  Polarkoordinaten 
linden.  Hierzu  wird  uns  der  Mittelwertsatz  für  Funktionen  von  zwei  Variablen 
behilflich  sein. 

Wächst  <f  um  J(f,  so  nimmt  r  um  z/r  = /((y  +  z/qp )  —  /Tqcj  zu.  Da  aber  nach 
ll)  und  (2)  .r,  y  Funkticjnen  von  r  und  q  sind,  so  ändert  sich  hierbei  auch  x  um  ^x, 
y  um  Jy,  und  zwar  ist  nach  dem  Mittelwertsatze: 

Jx  =\^  ^r+^^  ^q.  (7) 

ör  öqp 

wo  wir  der  Kürze  halber  einfach    ^^    anstatt    ~  (r+O-zJr,  qp+^qp).  usw.  schreiben. 

or  ör 

Aus  {<S)  und  (7)  ergibt  sich  durch  Division: 

■^  Ar  +  /  ^qp 
Ay        ör  öqp 

Ax  ^   öx  ^  öa?     . 

ör  öqp 

öy  Jr  dy 

_   ör  Äf>  öqp  ,us 


(9) 


und 

durch  Grenzüberg 

ang: 

öx 
ör 

//r 
z/qp 

dr 

dx 

dy 

ör 

dqp 

öqp 

Aus 

1 1)  und  (2)  ergibt 

sich: 
ör 

dr        dx 
=  sin  qp 

dr 

dqp 

öx 
öqp 

•  C( 

öx 
"ör 

—  cos  qp 

öx  _ 
öqp 

-' 

Dies 

in  (9)  eingesetzt 

gibt: 

dy 
dx 

sin( 

dr 
^  dcp 

+  r  cos 

qp 

dr 

—  r  sin 

(f 

(10) 


daher  ist  die  gesuchte  Beziehung  für  den  Winkel  a: 

dr 


sin  w  —, — f-  r  cos  qp 

cos  qp    ,    —  r  sin  (f 
rtcp 


Uebungen. 

22.  Uebung.      Man   berechne   tgt^   für  die  Archimedische  Spirale.    —    Lösung. 

Die    Gleichung    der    Archimedischen    Spirale    ist    r  =  mqp,     daher    ^     =  '"     "°d 

m  sin  qp  +  r  cos  qp       m  sin  qp  +  »»qp  cos  qp  _  sin  qp  +  qp  cos  qp 
"  m  cos  qp  —  r  sin  qp  ~  m  cos  qp  —  /«qp  sin  qp      cos  qp  —  qr  sin  qp 

23.  Hebung.      Mau   zeichne   die  „hyperbolische  Spirale" :    '  -^       •    —    Li>sunj?- 

Mau  beachte,  daß  v  ^  r  sin  qp  =  rqp-^*° ''^ ;  aus  r  =  — ,  folgt  rq?  =  m,  daher  lim  y  = 

7  '/  y-^o 
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=  lim  (m-— °-)=  "'•     Konvertiert  aber  qr  gegen  Null,   so  konvergiert  r  gegen  cx3, 
woraus  folgt,  daß  die  „hyperbolische  Spirale"  sich  der  Geraden  y  =  m  asymptotisch 


i 


Fig.  7S. 

nähert  (vgl.  Fig.  78).  Wächst  dagegen  q>  ins  Unendliche,  so  konvergiert  r  gegen 
Null,  d.  h.  die  Kurve  wickelt  sich  unbegrenzt  um  den  Pol  herum,  ohne  ihn  jemals 
zu  erreichen. 


Sei  f{x,  y)  ---^  0  eine  Gleiclmn«?  zwischen  x  und  y,  z.B.xy  —  1  =  0; 
löst  man  sie  nach  y  auf,  so  erscheint  y  als  Funktion  von  x,y=,  (p(x) 

(in  unserem  Beispiele  ?/  ^    ).    Aber  wenn   man   auch  die  Gleichung 

f(x,  y)  =  0  nach  y  nicht  auflöst,  so  können  wir  trotzdem  mit  ihrer 
Hilfe  y  als  Funktion  von  x  definieren,  indem  wir  jedem  Werte  von 
x  denjenigen  Wert  von  y  zuordnen,  der  mit  dem  betreifenden  Werte 
von  X  zusammen  die  Gleichung  f{x,  y)  0  befriedigt.  Eine  solche, 
mittels  einer  (unaufgelösten)  Gleichung  f{x,  y)  =  0  definierte  Funktion 
nennt  man  eine  implizite  Funktion,  im  Gegensatze  zu  den  ent- 
wickelten (explizite  gegebenen),  y  -     fp(x).  —  Es  handelt  sich  nun 

darum,   den   Dilferentialquotienten  ^   einer   impliziten  Funktion  zu 

bestimmen,  ohne  die  Gleichung  fix,  y)  -  0  nach  y  aufzulösen.  Dies 
geschieht  folgendermaßen. 

Fixieren  wir  irgendeinen  Wert  x^^  von  x;  ihm  entspricht  ein 
gewisser  Wert  ?/„  von  y,  u.  zw.  derjenige,  der  mit  x^  zusammen  die 
Gleichung  /(x,  y)   O  befriedigt: 

/(^0,?/o)-    0  .    .    .    (1) 

Wächst  x  um   Jx,   so    wächst  y  wm  Jy\   da   nun  x^^  +  Jx,  y^  +  zly 
wiederum  ein  zusammengehöriges  Wertepaar  von  x,  y  bilden,  so  müssen 
sie  ebenfalls  die  Gleichung  /(x,  y)      0  befriedigen,  d.  h.  es  muß  auch 
f{x,  +  Jx,  y„  +  ^y)  =  0  ...  (2) 

sein.     Aus  (1)  und  (2)  folgt: 

fix,,  +  Jx,  y^  +  ^y)  —  f(xo,  2/o)  -^  0  .  •  •  (3) 

Die  linke  Seite  von  (3)  ist  aber  nach  dem  Mittelwertsatze  gleich 
Jxf.r{xQ  +  ^Jx,  y^  +  Jy)  +  Jy-fyix^,,  ?/„  +  i>'Jy),  daher  ist 

Jx.fAx^  +  ^Jx,  y^  +  Jy)  +  Jy-ty{x^,  y^  +  -S-'Jy)  =  0     ...  (4) 

''^'^  ^x  -       /;(":..„  y;+  ^'jw  ■  ■  ■  ^^ 
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und  dnrcli  Grenzübergang: 

oder  kurz: 

dy fx  _       ^x 

dX  fy  0/ 

Ist  z.  B.  f{x\y)  =  xy-l^O,  so  ist   ^^^  =  y,  ^^^  =  a;,  daher  ^^  = —|. 

Dies  kann  auch  durch  direkte  Differentiation  der  entwickelten  Funk- 
tion verifiziert  werden.     Löst  man  nämlich  die  Gleichung  xy  —  1=0 

nach  y  auf,  so  hat  man  y  -      und  ^  = ^,   was   mit  obigem  Re- 

sultate  ^^  =  — -  =  - =  —    .,  übereinstimmt.  —  Wir  haben  so- 

mit  folgende  Regel  gewonnen: 

Ist   {/  als   Funktion   von   jc  mittels   einer  Gleichung 

f(or,f/)  =  0  implizite  definiert,  so  ist  j^  = ^■ 


Uebungfen. 


24   üebung.     x'+i/-  =  a-:  ^  =  ?    —   Lösung.      Schreibt    man 

^  dx 

0/  0/      -.         ,  du  2x  X 

/(x,t/)  =  x-^  +  ?/-^-a^  =  0,soist^-  =  2a:,^-  =  2yund^^  =  -2-=-y. 

25.  Uebung.    f{x,  y)  =  ax^  +  hy- -^cxy +  d^0;  ^-    ?  —  Lösung. 

0/  0/       .^  ,  dy  2ax  -\-  cy 

Es  ist  £ -^ 2ax  +  oy,  ^  =  2by  +  c.  und  /^=^- ^-j^ • 

26.  Uebung.    y  =  x\n{x  —  y);   /  =^'-  —  Lösung.    Schreibt  man 

f{x,y)  =  y-xhUx-y)=0,soist^J^  =  -\n{x--y)-x.-^^--^,  ^  =  '^  + 

x     ^2x—y  ^^^  dy ^  {x  —  y)\\i{x—y)  +  x 
X  —  y         X  —  y  dx  2x  —  y 

27.  Uebung.    a;"?/'^  1:  /    .V  —  Lösung.    Schreibt  man /(j.  t/):= 

^  x«  r  —  1=0,  so  ist  J  =  X"  .    '    y^  +  y'  •  v~  x^  =  x" .  In  //  •  //'  +  // '  •  y  • 
ox  öx  ox 

.xä'-i  =  xyy"  •  In  y  +  y^  •  x"  •  ^  -  In  v  +      und  analog   '         In  a-  +  ' , 
j  j    >    j  y.  -^      X  oy  y 

daher -^-^  =  - 5-^451+ r:- 

dx  xy  In  x  -\-  x- 


■ 


XII.  Einfach  unendliche  Knrvenscharen.  Gewöhnliche 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung. 

1.  Beispiel.  Sei  y  =  Cx-,  wo  C  eine  willkürliche  Konstante  be- 
deutet. Erteilt  man  ihr  irgendeinen  Wert,  z.  B.  C  =  2,  so  stellt  die 
Gleichung  y  Cx-  (also  beispielsweise  y-^2x~)  eine  bestimmte  Parabel 
dar.  Läßt  man  die  Konstante  C  alle  möglichen  positiven  und  nega- 
tiven Werte  annehmen,  so  erhält  man  unendlich  viele  Parabeln,  von 
denen  einige  in  der  Fig.  79  gezeichnet  sind.    Die  Gesamtheit  dieser 


I 


^■m  (M 


d  ^H 


Parabeln  nennt  man  eine  einfach  unendliche  Schar  von  Parabeln. 
Durch  jeden  Punkt  der  x-y-Kbene  geht  eine  und  nur  eine  Parabel 
der  Schar  hindurch.*)  Will  man  diejenige  Parabel  finden,  die  durch 
den  Punkt  P(x„.  y„)  geht,  so  setzt  man: 


*)  Eine  Ausnahme  bilden  hierbei  die  Punkte  der  ly-Achse.  Durch  den  Nullpunkt 
gehen  nämlich  alle,  durch  einen  anderen  Punkt  der"  y- Achse  —  keine  Parabel  der 
gegebenen  Schar. 


XII.    Einfach  iinendliche  Kurvenscharen. 


15- 


Avoraus  sich  ergibt:  (' 


!h 


\  .    So  ist  z.  B.  für  den  Punkt  P(l,  1)  C      1 


und  die  Gleichung  der  durch  iiin  hindurchgehenden  Parabel:  y  =  x-. 
Für  den  Punkt  P{  l,  9)  ist  C  -----  9  und  die  Gleichung  der  betreffenden 
Parabel :  >/      9x'-. 

Wir  wollen  nun  eine  Eigenschaft  herleiten,  die  allen  Parabeln 
der  Schar  gemeinsam  zukommt.  Hierzu  differentiieren  wir  die 
Gleichung  y  =^  Cx-  nach  x  und  erhalten:  y' =~2Cx.  Ans  den  beiden 
Gleichungen 

y  =  Cx'  ...  (1) 

y'  =  2Cx  ...  (2) 

eliminieren  wir  die  willkürliche  Konstante  C.  indem  wir  sie  etwa  aus 

der  ersten  berechnen:   C  =^ -^,  und   den  gefundenen  Ausdruck  für  C 

X- 

in  der  zweiten  einsetzen:  y' =  2  •  ^  .  x  =  2  — .    Die  Gleichung: 

x~  X 


y'  =  2- 


y 


.  (3) 


ist  nun  für  alle  Parabeln  der  Schar  y  =^  Cx-  giltig.     Wir  wollen  sie 
geometrisch  interpretieren. 

Sei  P{x.  y)  ein  beliebiger  Punkt   der  Ebene.     Ziehen  wir  in  ihm 
die  Tangente   an   die    durch   ihn   hindurchgehende  Parabel   (Fig.  80) 
und     nennen    wir     T    den     Schnittpunkt     der    Tangente    mit     der 
X-Achse.     Fällen   wir  sodann  von 
P  aus  eine  Normale  zur  i-Achse 
und  bezeichnen   mit  M  den  Fuß- 
punkt  derselben,   so   ist  OM  =  x, 
MP  =  y.    Verbinden  wir  ferner  P 
mit   dem   Koordinatenursprung  0 
und  nennen  (p  den  Winkel,  den  OP 
mit  der  x-Achse  einschließt,  so  ist 

MP  V         T     .  .  .T'-      ,        , 

tg  (f>  =  7^7  :=  ^^.  Ist  ci  der  AN  mkel. 
'^       OM       X 

den  die  Tangente  PT  mit  der 
X-Achse  einschließt,  so  ist  bekannt- 
lich iga-=  y'  und  die  Gleichung  [ß  i 
sagt  aus,  daß 


oder  —  da  ja  tg  « 


woraus  sich  ergibt: 


MP 
TM 


tga  =  2tgr/i 


MP       ^  MP 


TM 


TM 


OM 


■  •  (4) 


(5) 


\-0M  ...  (6) 

Die  Gleichung  (6)  ist  die  geometrische  Interpretation  der  Gleichung  (3). 
Die  durch  sie  ausgedrückte  Eigenschaft  ist  allen  Parabeln  der  Schar 
gemeinsam.  Sie  kann  zur  Konstruktion  der  Tangente  in  einem  be- 
liebigen Punkte  P  der  Ebene  benützt  werden.  Hierzu  genügt  es 
nämlich  von  P  aus  eine  Normale  auf  die  x-Achse   zu  fällen  und  die 
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Strecke  OiV  (wo  M  den  Fußpunkt  der  Normale  bedeutet)  zu  halbieren; 
ist  T  der  Mittelpunkt  von  OM,  so  ist  dann  PT  die  Tang:ente  an  die 
durch  den  Punkt   P  hindurcli<;ehende  Parabel  der  Schar  y  :^  Cx-. 

Was    über    die    Parabelnschar    gesagt   worden    ist,    kann    leicht 
verallgemeinert  werden.     Sei 

y  =  F(x,C),  .  .  .(1) 

wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet,  so  stellt  die  Gleichung  (1) 
für  jeden  Wert  von  C  eine  andere  Funktion  von  x  —  graphisch  ge- 
deutet, eine  andere  Kurve  —  dar.  Die  Gesamtheit  dieser  Kurven 
bildet  eine  ..einfach  unendliche  Kurven  schar".  Durch  jeden 
Punkt  der  x-//-Ebene  (oder  zumindest  durch  jeden  Punkt  eines  ge- 
wissen Bereiches  derselben)  geht  eine  und  nur  eine  Kurve  der  Schar 
hindurch.  Will  man  die  Kurve  finden,  die  durch  den  Punkt  P(a;„,  y„) 
hindurchgeht,  so  setzt  man 

y,^-.F{x„C)  .  .  .  (2) 

und  löst  diese  Gleichung  nach  C  auf;  der  Wert,  der  sich  hieraus  für  C 
ergibt,  ist  dann  in  (1)  einzusetzen,   woraus  die  Gleichung  derjenigen 
Kurve  hervorgeht,  die  durch  den  Punkt  P(a;o,  y^)  hindurchgeht. 
Difterentiiert  man  die  Gleichung  (1)  nach  x,  so  erhält  man 

'f-ll(-,C)  ...(3) 

Durch  Elimination  von  C  aus  (1)  und  (3)  geht  dann  eine  Gleichung: 

y'  ^--f{^,y)  •  •  •  (4) 

hervor,  die  von  C  bereits  frei  ist  und  sich  auf  alle  Kurven  der  Schar 
y  -^F{x,C)  in  gleicher  Art  bezieht.  Sie  gibt  für  jeden  Punkt  P(x,y) 
der  P]bene  die  Richtung  der  Tangente  an  die  durch  P  hindurch- 
gehende Kurve  der  Schar  (1). 

Durch  die  Elimination  von  C  ist  —  sozusagen  —  das  Individuelle, 
das  den  einzelnen  Kurven  der  Schar  anhaftete,  abgestreift  worden 
und  es  ist  eine  Eigenschaft  zurückgeblieben,  die  allen  Kurven  der 
ganzen  Schar  gemeinsam  ist. 

Da  die  Gleichung  y'  f(x,y)  einen  Difterentialquotienten  enthält, 
so  nennt  man  sie  eine  „Differentialgleichung"  und  zwar  eine  „ge- 
wöhnliche Differentialgleichung  erster  0  r  d  n  u  n  g" ;  „ge- 
wöhnlich" deshalb,  weil  der  Difterentialquotient  y'  ein  gewöhnlicher 
(und  kein  partieller)  ist,  erster  Ordnung  —  w^eil  bloß  die  erste  Ab- 
leitung von  y  nach  x  vorkommt.  Die  Gleichung  y—F{x,C),  aus  der 
die  Dilfei'entialgleichung  (4)  hervorgegangen  ist,  nennt  man  die 
iS  t  a  m  m  g  1  e  i  c  h  u  n  g  von  (4). 

2.  Beispiel.    Die  Gleichung 

y-'^  ...(1) 

stellt  für  jeden  Wert  von  C  eine  gleichseitige  Hyperbel  dar;  die 
Gesamtheit  derselben  bildet  eine  Hyperbelnschar  (vgl.  Fig.  81).  Um 
ihre   Ditferentialgleichuug   abzuleiten,   ditferentiieren  wir  (1)   nach  x 

y'  =  -Z  •••(2) 


I 
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und  eliminieren  aus  (li  und  (2)  die  willkürliclie  Konstante  C,  woraus 
resultiert: 

X 


!/'      — 


ß) 


Diese  Gleichung-  gibt  für  jeden  Punkt  der  Ebene  die  Richtung-  der 
Tang-ente  der  durch  ihn  gehenden  Hyperbel:  beispielsweise  ist  für 
den  Punkt  P(5,  7)  tga  -— -^. 
Die  Ditferentialgleichun;^  Cd) 
läßt  auch  allgemein  eine  ein- 
fache g:eometrische  Interpre- 
tation zu.  die  zur  Konstruktion 
der  Tangente  an  eine  Hyperbel 


Fig.  81. 


Fig.  82. 


benützt  werden  kann.  Haben  nämlich  die  Buchslaben  a,  (p.  P,0.  M,  T 
dieselbe  Bedeutung,  wie  im  1.  Beispiel,  so  folgt  aus  (3) 

tg  a  =-  —  tg  ff  •  •  .  (4) 

also '"}  Tc  —  a  :=  f/-  ...  (5) 

Setzt  mau  ti  —  a  — ,i,  so  folgt  aus  (5)  (p  ß.  d.  h.  daß  das  Dreieck 
OFT  gleichschenklig  ist  (Fig.  82),  woraus  ohne  weiteres  folgt: 

OM      MT  ...  (6) 

Um  also  die  Tangente  im  Punkte  P  zu  konstruieren,  genügt  es  somit 
MT  gleich  031  aufzutragen  und  T  mit  P  zu  verbinden. 

Die  Zustandsgrößeu  eines  idealen  Gases  sind  der  Druck  p,  das  Volumen  r  und 
die  Temperatur  T;  dieselben  sind  voneinander  nicht  unabhängig,  da  sie  ja  durch 
die  Gleichung 

pc  =  RT  ...  U) 

(sog.  ..Zustandsgieichung")  verbunden  sind.  Durch  die  Angabe  von  ;j  und  v 
ist  daher  der  Znstand  des  Gases  vollkommen  bestimmt:  aus  p  und  ;•  läßt  sich  nämlich 
auch  T  nach  il)  auf  eine  eindeutige  Weise  berechnen.  Trägt  man  auf  einer  hori- 
zontalen Achse  die  Werte  von  v  auf,  auf  einer  vertikalen,  die  von  p,  so  stellt  jeder 
Punkt  P\^v.  p)  der  i-7>-Ebeue  einen  gewissen  Zustand  des  Gases  dar;  dem  Fort- 
schreiten längs  einer  Kurve  in  der  r-7>-Ebene  entspricht  eine  stetige  Aenderung  des 
Gaszustandes  und  auch  umgekehrt.  Aendert  sich  z.  B.  das  Gas  derart,  daß  seine 
Temperatur  konstant  bleibt,  so  entspricht  dem  das  Fortschreiten  längs  einer  Kurve 
pv  =  liT,  wo  i^r  =  constans  ist.  Jeder  Temperatur  entspricht  eine  andere  Kurve: 
die  Gesamtheit  der  Kurven,  die  den  Temperaturen  T  zwischen  II  und  co  entsprechen, 
bildet  eine  einfach  unendliche  Kurvenschar,  die  Isothermenschar.  Setzt  man 
p  =  y,  V  =  X,  RT ~  C,   so  sieht  man,    daß  diese  Schar   identisch    ist   mit  demjenigen 


*)  Bekanntlich  ist  ja  tg  (n:  —  a)  =  —  tg  «. 
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Q 

'Peile  der  llyperbelnschar  y  ^----  — ,  der  im  positiven  Quadranten  der  x-y-Ebene  liegt, 
Sie  ist  charakterisiert  durch  die  Differentialgleichung:  y'  ^  —   -,  bzw. 

(lo   ■       V  ■  ■  ■  y-) 

Wir  wollen  nun  sehen,  was  für  eine  physikalische  Bedeutung  dieser  Differential- 
gleichung zukommt. 

V 

Wird  das  Volumen  v  eines  Körpers  um  -tt-  verringert,  so  sagen  wir,  die  hierbei 

v  1 

erfolgende  „Kompression"  sei  gleich  -0- :  t^  =  i-   Wird  allgemein  das  Volumen  v  um  z/y 

verkleinert,  so  ist  das  Verhältnis die  Kompression.    Betrachtet  man  z/r  als  die 

V 

Zunahme  des  Volumens,   so  ist  die  „Kompression"  = .  —  In  welcher  Weise 

kommt  nun  die  Kompression  eines  Gases  zustande?  Indem  v?ir  einfach  den  auf  ihm 
lastenden  Druck  p  um  Jp  vermehren.  Man  nennt  das  Verhältnis  der  Druckver- 
mehrung ^p  zu  der  dadurch  bewirkten  „Kompression"  die  (mittlere)  „Volumelastizität" 
(im  Intervalle  {p,  j)  +  ■^p))-  Im  Grenzfalle  ist  die  „Volum elastizität"  (schlechthin) 

gleich  lim   \Jp': )  =  —  lim    |  r  •     ,    )  =  —  «  -  lim     /   =  —  r-   ,  .      Die  Diffe- 

rentialgleichung  (2)  kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden : 

•    -.J^-^,  ...0, 

d.  h.  bei  isothermer  Kompression  ist  die  Volumelastizität  eines 
idealen  Gases  gleich  dem  jeweiligen  Drucke.  Diese  Eigenschaft  ist  allen 
Isothermen  pv  =  RT  gemeinsam. 

3.  Beispiel.  Ist  x  die  Menge  einer  in  einem  geschlossenen  Ge- 
fäße sich  befindenden  Kadiumemanation  zur  Zeit  t  und  ist  x„  die 
ursprünglich  (d.  li.  zur  Zeit  t  ^0)  vorhanden  gewesene  Menge,  so  ist 
(Yg].  Cebung  22  Kap.  IX) 

X  =  X(^e~''  ...  (1) 

wo  A  =  2.10''' sec~'.  Die  durch  Gleichung  (J)  definierte  Funktion 
X  =  cpU)  ist  verschieden,  je  nachdem  welcher  Wert  der  Konstante  x^^ 
zugeschrieben  wird.  Um  die  Eigenschaft  zu  finden,  die  allen  diesen 
Funktionen  gemeinsam  ist,  ditferentiieren  wir  (1)  nach  t 

dx  ...;., 

dt    "-^-^»^  ••••^^■^ 

und  eliminieren  aus  (1)  und  (2)  die  willkürliche  (oder  vielmehr  von 
Fall  zu  Fall  verschiedene)  Konstante  x^,  woraus  sich  ergibt 

1-  =  -^-  ...(3) 

dx 
Nun   wissen  wir,   daß:   —   ,         „Zerfallsgeschwindigkeit"     ist;     die 

Differentialgleichung  (3)  sagt  also  aus,  daß  die  Zerfallsgeschwindig- 
keit der  P^manation  der  jeweilig  noch  vorhandenen 
Menge  proportional  ist. 

Wir  wollen  noch  die  Gleichung  (3)  rein  geometrisch  interpretieren. 
Um  zur  gewohnten  Bezeiclinungsweise  zurückzukehren,  schreiben 
wir  y  anstatt  x.  x  anstatt  t,  C  anstatt  x^  und  setzen  der  Einfachheit 
halber  /.       1.     Es  ist  dann 

y  =  Ce-^  ...(4) 
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die  Gleichung  der  Kurvenscliar  und 

y'     - 

ihre  Ditferentialgleicliung.     Aus  (5 


y 

folgt 


Nun  ist  (Fig.  83j  y 


a  gesetzt  wird 

MP,  tgß  = 
MT 


wiederum 

^y 

MP 
MT' 

=  1 

Um  also  die  Taugente  im  Punkte  P 
zu  konstruieren,  genügt  es  MT  gleich  1 
aufzutragen  und  T  mit  P  zu  verbinden. 
Dies  gilt  für  jeden  Punkt  jeder  Kurve 
der  Schar  y  —-  Ce~^. 

4.  Beispiel.  In  den  drei  obigen  Bei- 
spielen erschien  die  Stammgleichung 
nach  y  aufgelöst.  Dies  ist  nicht  durchaus 
notwendig:  die  Stammgleichung  kann 
auch  von  der  Form  sein: 

F{x,y,C)  =  0 

Erteilt  man  der  willkürlichen 
Konstante  irgendeinen  Wert, 
so  Avird  durch  Gleichung  (1) 
y  als  eine  bestimmte  Funktion 
von  X  implizite  definiert.  Die 
Gesamtheit  der  Bildkurven 
dieser  Funktionen  bildet  eben- 
falls eine  einfach  unendliche 
Kurvenschar.  Ihre  Diffe- 
rentialgleichung ward  ge- 
wonnen, indem  man  auf  (1) 
die  Regel  über  die  Diffe- 
rentiation impliziter 
tionen  anwendet: 


...  (5) 
tg  a  =  —  y,  oder  —  wenn 


daher  folgt  aus  (6) 


^6) 


17) 


\ 

V 

\ 

V 

\ 

P 

^^> 

0 

M 

T 

Funk- 


y'  =  - 


oder 


Fy{x,y,C} 


(2.1 


(3) 


FAx.y,C]  +  F,,{x,y,Chy'  =  0 

und  aus  (1)  und  (2)  die  willkürliche  Konstante  eliminiert: 

y'  =  f(x,y)  .  .  .  (4) 

Sei  beispielsweise 

X-'  +  y-'      C'  .  .  .  (5) 

Für  jeden  Wert  von  C  stellt  die  Gleichung  (4)  einen  Kreis  dar,  dessen 
Zentrum  im  Koordinatenurspiung  liegt  und  de.ssen  Radius  gleich  C 
ist.  Die  Gesamtheit  dieser  Kieise  ist  die  Schar  der  konzentrischen 
Kreise  mit  dem  Zentrum  in  0  (Fig.  841  Fm  die  Differentialgleichung 
ilieser  Schar  zu  gewinnen,  differentiieren  wir  (5)  nach  x: 

2x  +  2yy'    -0  ...  (6) 

Salitcter.  Matlicmatik.    2.  Aufl  ^^ 
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oder 


y' 


y 


(7) 


Uie  Küustante  0  ist  wälirend  der  Differentiation  weggefallen,  so  daß 
eine  besondere  Eiiiuiuation  nicht  mehr  notwendig  ist.  Die  Gleichung  (7) 
ist  die  Dilferentialgleichung-  von  (5);  sie  sagt  aus: 

tga  =  ---^  ...(8) 

oder  tga-tgqp^^  — 1  •••(9) 

was  nichts  anderes  ist.  als  die  Bedingung  hierfür,  daß  die  Richtungen 
a  und  (p  senkrecht  aufeinander  stehen.*)  In  der  Tat  ist  ja  die  Tan- 
gente an  einen  Kreis  stets  senkrecht  zum  Radius  im  betreffenden 
Punkte. 


Uebungen. 


Fig.  85. 


1.  Uebuug.  Man  zeichne 
die  Schar  y  =  Cx  und  leite 
ihre  Differentialgleichung 
ab.  —  Lösung.  Die  Glei- 
chung y  ^=^Cx  stellt  dift 
Schar  der  durch  den  Ko- 
ordinatenursprung gehen- 
den Geraden  dar  (vgl. 
Fig.  85).  Durch  Differen- 
tiation nach  X  und  Elimi- 
nation von  C  ergibt  sich 
als     Differentialgleichung  : 

y 

2.  Uebung.  Man  leite 
die  Differentialgleichung 
der  Kurvenschar 


ab.  —  Lösung. 


y  r=^  x'^ 
Durch  Differentiation  nach  x  ergibt  sich 

C        r. 


.  (1) 


:= X 


X 
X 


y 


Löst  man  (Ij  nach  C  auf,  so  haben  wir 

c  -=  JM. 

Ina; 


(2) 
(3j 


*j  Soll  nämlich  u  —  y  =       sein,  so  mnü  tg(a  —  7)=cx:8ein;  nun  ist  tg(a  —  'p)  = 

u 

_  sin  (a  —  7 )  _  sin  u  cos  f  —  cos  a  sin  f 
cos  [u  —  (f)        cos  u  cos  y  +  sin  a  sin  g? ' 
oder  tg  «  tg  ff  +  1  =  0  sein. 


;   es   muß   also  sin  a  sin  qp  +  cos  a  cos  qp  :=  0' 
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was  in  (2)  eingesetzt  ergibt: 


y' 


y\ny 
a;  In  a; 


•  .  (4) 


Dies  ist  die  Differentialgleichung  von  (1).  —  In  Fig.  86  sind  einige 
Kurven  dieser  Schar  (für  positives  x  und  y)  gezeichnet.  Durch  jeden 
Punkt  der  Ebene  geht  eine  (und  nur  eine)  Kurve  der  Schar  hindurch; 
eine  Ausnahme  bilden  die  zwei  gestrichelten  Geraden,  der  sich  zwar  die 
Kurven  der  Schar  unbegrenzt  nähern,  aber  ohne  sie  je  zu  erreichen.*) 


Fig.  86. 

3.  Uebung.    Man  leite  die  Differentialgleichung  der  Schar 

y  =^C  sinx  ...  (1) 

ab.  —  Lösung.    Durch  Differentiation  von  (1)  ergibt  sich: 

y'      C  cosx  ...  (2) 


*)  Man  wäre  vielleicht  geneigt  die  horizontale  gestrichelte  Gerade  dem  Werte 
C'  =  0  zuzuschreiben.      Indessen   bedenke  man,   daß  wohl  die  Gleichung:  limx''  =  l 

für  jedes  x  einen  Sinn  hat,  daß  aber  die  Gleichung  .1°  =  1  rein  konventioneller  Natur 
ist.  Man  kann  ja  in  Wirklichkeit  keine  Zahl  zur  nullten  Potenz  erheben.  —  Um 
das  Gesagte  näher  zu  begründen,  müßten  wir  uns  eingehender  mit  der  Deliuition 
einer  Potenz  von  x  befassen,  was  jedoch  für  unsere  Zwecke  nicht  notwendig  erscheint. 

11* 
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und  durch  Elimination  von  C  aus  (1)  und  (2): 

y'=y  ctg  X 


(3) 


In  Fig-.  87  sind  einige  Kurven 
der  Schar  gezeichnet.  Durch 
jeden  Punkt  der  Ebene  geht 
eine  und  nur  eine  Kurve 
der  Schar  hindurch;  ausge- 
nommen sind  die  Punkte  der 
Achse  a;^-~0,  ±^,  ztS/r,  ±3?^, 
. . .,  durcli  die  alle  Kurven  hin- 
durcligehen,  und  die  Geraden 
x  =  0,  ±7T,  ±27t,  ±  Stt,  . .  ., 
denen  sich  zwar  die  Kurven 
unbegrenzt  nähern,  durch 
deren  Punkte  aber  keine 
hindurchgeht. 

4.  Uebung.     Welche  Kurve  der  Schar  y  =  C  sin  x  geht  durch  den 

/  IBtt      \ 
Punkt  P\~rr^  ,  21  hindurch?  —  Lösung.     Um  die  betreffende  Kurve 

13  TT 

zu  linden,  setze  man  in  y=^G  sin  x  für  x  den  Wert  — ^     und  für  y 


Fig.  87. 


6 


den  Wert  2: 


C-sm  — ^— 

D 


Da  sin 


13  TT 


7t  \  7t 

+  tt)  =^  sin  ^  =1  ist,  so  ergibt  sich  C  =  4;  die 


6      »'"H'  6;-"- 6 

gesuchte  Kurve  ist  also  y  ^=4csm  x. 

5.  Uebung.    Man  leite  die  Differentialgleichung  der  Schar 

y^sin(.r  +  C)  •  •  •  (1) 

ab.  —  Lösung.    Durch  Differentiation  von  (1)  ergibt  sich: 

y'  =  cos  ix-\-C)  ...  (2) 

Um  nun  C  zu  eliminieren,  quadrieren  wir  die  Gleichungen  (1)  und  (2) 
und  addieren  zueinander: 

y''  =  sin^ix-{-C)  •  •  •  (3) 

y'^  =  cos^(a;  +  C)  .  .  .  (4) 

y'  +  r'  =  1      .  .  •  (5) 

oder  y'=  ±ii  —  y'^  ...  (6) 

Die  Gleichung  (6)  stellt  zwei  Differentialgleichungen  dar:  ?/'  =  +  Vi  —  y'^ 

und  y'  —  1 1  —  y-.  Vax  jeder  derselben  gehört  eine  einfach  unend- 
liche Kurvenschar;  man  ver- 
gleiche Fig.  88,  wo  die  Kurven 
der  (ünen  ausgezogen,  die  der 
anderen  gestrichelt  sind.  Durcli 
jeden  Punkt  des  zwischen 
y  =  —  1  und  y  =  +  1  gelegenen 
Streifens    der   cc-y-Ebene    geht 

eine  (und  nur  eine)  Kurve  der  einen  und  ebenso  eine  (und  nur  eine) 

Kurve  der  anderen  Schai-  hindurch. 


Fig.  88. 
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6.  Uebung.    Man  leite  die  Ditferentialgleicliuiig  der  Kurvensehar 

x^  +  {tj-C)^  =  l  .  .  .  (1) 

ab.  —  Lösung.  Für  jeden  Wert  von  C  stellt  (1)  einen  Kreis  dar,  dessen 
Mittelpunkt  die  Koordinaten  0,  C  hat  und  dessen  Radius  gleich  1  ist. 
Die  Gesamtheit  dieser  Kreise  überdeckt  (doppelt)  den  Streifen,  der 
zwischen  den  Geraden  x  =  —  1  und  x^~  -{- 1  enthalten  ist  (vgl.  Fig.  89). 
Durch  Difi'erentiation  von  (1)  geht  hervor: 

2x  +  2iy-C).y'  =  0  ...  (2) 


oder 

Dies  in  (1)  eingesetzt  ergibt: 


y' 


y- 


.  (3) 

.(4) 
•  (5) 


oder  y'  =  ±  -^== 

-^  ]l  —  x' 

Gleichung  (5)  stellt  wiederum   zwei  Ditterentialgleichungen  dar;   die 
beiden  zugehörigen  Scharen  sind  in  Fig.  89  angedeatet. 

7.  Uebung.    Man  leite  die  Differentialgleichung  der  Schar 

{x-Cf  +  y'  =  C-''  .  .  .  (1) 

ab.  —  Lösung.  Gleichung  (1)  stellt  eine  Schar 
von  Kreisen  dar,  deren  Mittelpunkte  auf  der 
X-Achse  liegen  und  die  alle  die  ?/- Achse  berühren 
(vgl.  Fig.  90).  Aus  (1)  ergibt  sich  durch  Diffe- 
rentiation : 


Fig.  89. 


Fiff.  SO. 


und  durch  Elimination  von  C 


y' 


y'  —  x' 

2xy 


...  (2) 

.  .  .  (31 


8.  Uebung.     Welcher  Kreis  der  Schar 

{x-q-^-{-y-'  =  C-'  .  .  .  (1) 

geht  durch  den  Punkt  P  (8,  4)  hindurch?  —  Lösung.  Man  setze  in  (1) 
a;    -.8,  y      4, 

(8-C)'^  +  4-       C'  ...  (2) 

so  ergibt  sich  C  r^   b  •  •  •  (3) 

Der  gesuchte  Kreis  ist  also: 

(x  — 5)-  +  //-'      25  .  .  .  (4) 
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9.  Uebung.     Man  leite  die  Differentialgleichung  der  Schar 

{x-C)'  +  {y-Cr-  =  C'  .  .  .  (1) 

ab.  —  Lösung.  Gleichung  (1)  stellt  eine  Schar  von  Kreisen  dar,  die  die  Koordinaten- 
achsen berühren  und  deren  Mittelpunkte  auf  der  Geraden  y  =  x  liegen  (Fig.  91).  — 
Die  Differentiation  ergibt: 

2{x-O  +  2{y-C)y'  =  0  ...(2) 

Berechnet  mau  ('  aus  (2)  und  setzt  in  (1)  ein,  so  resultiert: 

(1  +  y")  [y  -  ^Y  =  {^  +  yy')"  ■  •  •  (3) 

10.  Uebung.    Man  leite  die  Differentialgleichung  der  Kurvenschar 

(x  —  cos  C)"  +  {y  —  sin  0)2  =  1  ...  (1) 

ab.  —  Lösung.  Die  Kurven  der 
Schar  (1)  sind  Kreise  vom  Radius 
1 ;  ihre  Mittelpunkte  liegen  alle 
auf  dem  Einheitskreise  (vgl. 
Fig.  92).  Aus  (1)  geht  durch 
Differentiation  hervor: 


Fiff.  91. 


Fig.  92. 


oder 


Aus  (1)  und  (Hj  ergibt  sich: 


(x  —  cos  C)  +  {y  —  sin  0)  •  t/'  =  0 
(.r— cos  C)2  — (y  — sin  C)V2  =  0 


X  —  cos  C  = 


y  —  sin  C 


y 


±  yy+y"' 
1 


(2) 
(3j 

(4) 
(5) 


TU  +  y'^ 

Daß  in  (5)  stets  für  die  Wurzel  das  umgekehrte  Vorzeichen  zu  wählen  ist,  als  in  (4), 
geht  aus  (2)  hervor.     Aus  (4)  und  (5)  ergibt  sich  weiter 

cos  C  =  X  =F  777^-  .   .    •   (6) 


n+y" 

sin  C  =  y  +        

n  +  y'^ 


(71 


Quadriert  und  addiert  man  die  Gleichungen  (6)  und  (7).   so  erhalten  wir  schließlich 
die  gesuchte  Differentialgleichung: 

Yf'+Y'  (x"  +  2/«)  =  2 . {xy'  —  y)  .  .  .  (8 ) 

11.  Uebung'.     Man  leite  die  Differentialgleichung-  der  Schar 

2/-eC-  .  .  .  (1) 

ab  (vgl,  Fig.  93).  —  Lösung.    Es  ist 

2/'  =  C.e^'^-  .  .  .  (2) 


I 
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X 

<laher  lautet  die  g:esuchte  Dift'erentialgleicliung-: 
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(3) 


(4) 


Fig.  93. 

12.  Uebuiig'.    Das  sos'.  psycliophysische  Gesetz  von  F  e  ch  n  e  r  lautet 

?/-=luJ  .  .  .  (1) 

wo  X  den  Keiz,  y  die  Empfindung"  und  x^  den  ..Schwellenwert"'  des 
Reizes  bedeutet  d.  i.  den  kleinsten  ^\'ert.  den  der  Reiz  haben  muß. 
damit  eine  Empfindung  überhaui)t  zustande  kommt.  Der  Wert  a-,,  ist 
verschieden  je  nach  dem  Individuum,  äußeren  Umständen,  usw.  Man 
leite  die  Eigenschaft  ab.  die  allen  Kurven  der  Schar  (1)  gemeinsam 

du       or 
ist.  —  Lösung.    Durch  Differentiation  von  (1)  ergibt  sich:  ^ 

dy^  1 
dx       X 


.9. 
X 


also 


1 

(2) 


Die  Gleichung  (2)  ist  die  Differentialgleichung  von  (1);  sie  sagt  aus. 
daß  die  ..Empfindlichkeit"  dem  Reize  umgekehrt  proportional  ist. 


Wir  haben  in  obigen  Beispielen  gelernt,  zu  einer  gegebeneu  Kurven- 
"üchsir  y  ^=  F  (x,  C ),  bzw.  F(x,y,G)^0  die  zugehörige  Differential- 
gleichung y'  =  fix,y)  zu  finden.  Viel  häufiger  begegnet  man  in  den 
Naturwissenschaften  der  umgekehrten  Aufgabe,  zu  einer  tregebenen 
Differentialgleichung 

y'  =  fi^,y)  ...  (1) 

die  zugehörige  Stammgleichung  zu  finden.  Die  gefundene  Stamm- 
gleichung 

y  =  F{x,q  bzw.  F(x,y,C)^0  ...  (2) 

nennt  man  dann  die  allgemeine  Lösung  oder  das  allgemeine 
Integral  der  gegebenen  DifierentialghMcliung  und  das  Auffinden  des- 
selben  die   Integration   der   Differentialgleichung.      .Jede 
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^ 


rwm, 

Raflium- 


Fig-  94. 


Kurve  der  Scliar  (2)  heißt  liitegralkurve  von  (1);  die  willkürliche 
Konstante  C  heißt  Inteofratiouskonstante;  jede  Funktion,  die 
aus  (2)  dadurch  hervoro'chr.  daß  man  der  Konstanten  C  einen  be- 
stimmten Wert  erteilt,  heißt  eine  partikuläre  Lösung  oder 
partikuläres  Inteiiral  von  (1).  —  So  ist  z.  B.  y  =  C e'  das 
allgemeine  Integral  der  Dift'erentialgieichung-:  y' --- y,  während  etwa 
y  ^be^  ein  partikuläres  Integral  derselben  ist. 

Wir  wollen  an  einigen  Beispielen  zeigen,  wie  naturwissenschaft- 
liche Probleme  auf  Dilferentialgleichungen  führen  und  deren  Inte- 
gration erfordern. 

1.  Beispiel.  Verbindet  man  ein  leeres  Gefäß  B  mit  einer  Radium- 
salz enthaltenden  Flasche  A  (vgl.  Fig.  94),  so  füllt  sich  dasselbe 
nach  und  nach  mit  Radiumemanation;  der  Emanationsgehalt  von  B^ 

der  ursprünglich  gleich  Null  war,  wächst  an- 
fangs rasch,  dann  langsamer,  bis  er  einen 
gewissen  Wert  (sog.  „Gleichgewichtswert") 
erreicht  hat,  den  er  so  lange  behält,  wie  lange 
B  mit  A  in  Kommunikation  ist.  Wird  B 
von  A  getrennt  z.  ß.  durch  Zudrehen  des 
Hahnes  H,  so  sinkt  wiederum  der  Emanations- 
gehalt von  B  (praktisch  innerhalb  einiger 
Wochen)  auf  Null  herab.  Die  sich  selbst  über- 
lassene  Emanation  zerfällt  spontan  (vgl.  Ueb.  22 
Kap.  IX);  daher  ist  es  sehr  naheliegend  anzu- 
nehmen, (laß  sie  auch  dann  zerfällt,  wenn  A  mit  B  kommuniziert. 
Daß  der  Emanationsgehalt  von  B  trotz  des  Zerfalles  schlie Blich  einen 
konstanten  Wert  erreicht  und  behält,  wollen  wir  so  erklären,  daß 
die  Radiumlösung  konstant  Emanation  erzeugt;  im  Gleichgewichte 
ist  die  pro  Sekunde  durch  die  Ra-Lösung  erzeugte  Emanationsmenge 
genau  gleich  der  in  einer  Sekunde  zerfallenen  Menge.  Wir  fragen 
nun:  nach  welchem  Gesetze  müßte  der  anfängliche  Anstieg  der 
Radiumemanation  in  B  erfolgen,  wenn  unsere  Hypothese  über  den 
Vorgang  richtig  wäre?  M.  a.  W.,  ist  x  die  Emanationsmenge  und  t 
die  Zeit,  so  fragen  wir:  was  für  eine  Funktion  von  t  ist  »,  wenn  man 
obige  Annahme  über  Emanationserzeugung  und  Zerfall  zugrunde  legt? 
Um  diese  Frage  zu  beantworten,  wollen  wir  zunächst  unserer 
Hypothese  einen  mathematischen  Ausdruck  verleihen.    Die  Gesanit- 

zunahme  pro  Zeiteinheit  der  Emanation  in  B,  setzt  sich  zu- 
sammen: erstens  aus  der  Zunahme  infolge  der  konstanten  Strömung 
der  Emanation  von  A  nach  B,  zweitens  aus  der  Abnahme  infolge 
des  spontanen  Zerfalles  der  Emanation.  Die  zeitliche  Zunahme  (d.  h. 
vielmehr  „Zunahmsgeschwindigkeit")  infolge  der  Strömung  von  A 
nach  B  ist  konstant  u.  zw.  gleich  a,  wenn  Avir  mit  a  die  pro  Sekunde 
aus  A  nach  B  gelangende  Menge  bezeichnen.  Die  pro  Sekunde  ab- 
sterbende Emanationsmenge  ist  —  vgl.  Ueb.  22  Kap.  IX  —  der 
weilig  vorhandenen  Menge  proportional,  also  gleich  l  x  (wo  l 
,.Zerfallskonstante"  bedeutet).    p]s  ist  somit: 

dx  . 

-,—  =za—  Ix 
dt 


.le- 
die 


(1) 


Gleichung  (1)  ist  eine   gewöhnliche  Differentialgleichung   erster  Ord- 
nung für  X  als  Funktion  von  t.     Wir  greifen  die  Resultate  der  nach- 


XII.    Einfach  unendliclie  Kurvenscharen. 


169 


folgenden  Kapitel,  in  denen  die  Integrationsmethoden  der  Differential- 
gleichungen entwickelt  werden,  voraus  und  geben  das  allgemeine 
Integral  von  (1)  an.     Dasselbe  lautet: 


1 


(a  —  Ce-') 


(2) 


An  dieser  Stelle  wollen  wir  uns  nur  überzeugen,  daß  (2)  in  der  Tat 
die  allgemeine  Lösung  von  (1)  ist.  Hierzu  differentiieren  wir  (2)  nach^: 

dx 


dt 


+  Ce 


da  ferner  nach  (2) 


Ce   '=a  —  Ix 


(3) 


(4) 


so  ergibt  sich  also  wirklich  aus  (2)  und  (3)  durch  Elimination  von  C 
die  Differentialgleichung  (1). 

Gleichung  (2)  stellt  x  als  Funktion  von  t  dar,  jedoch  ist  in 
diesem  Ausdrucke  noch  eine  willkürliche  Konstante  C  enthalten. 
Welchen  Wert  sollen  wir  ihr  beilegen?  Diese  Frage  wird  durch  die 
Festsetzung  erledigt,  daß  ursprünglich  im  Gefäße  B  keine  Emanation 
vorhanden  gewesen  sein  soll,  daß  also  für  «^0  auch  a;  =^ 0  sei.  Setzt 
man  in  (2)  ^  =  0  und  x  ^  0,  so  resultiert  —  da  e-^  r=  l  ist  — 

0  =  ~{a-C)  ...(5) 

oder  C=^a  .  .  .  (6> 

Setzen  wir  für  C  diesen  Wert  in  (2)  ein,  so  ist 

x  =  ^(l-Ö  .  .  .(7) 

dasjenige  partikuläre  Integral  von  (1),  welches   für  t  ^^0  den  Wert 
Null  annimmt. 

Wenn  also  unsere  Hypothese 
über  das  Entstehen  und  Vergehen 
der  Emanation  richtig  ist,  so  muß  der 
Anstieg  der  Emanation  in  B  nach  dem 
durch  (7)  ausgedrückten  Gesetze  vor 
sich  gehen.  Exakte  Messungen  haben 
auch  in  der  Tat  eine  sehr  genaue 
Uebereinstimmung  mit  der  Formel  (7) 
ergeben.  Die  Funktion  (7)  ist  in 
Fig.  95  graphisch  dargestellt.    Es  ist  Fig-  -^ö. 


lim  X 

t->oo 


lim 

(->oo 


(1 


(8) 


Theoretisch 


d.  h.  die  Kurve  nähert  sich  asymptotisch  dem  Werte    . 

wird  also  dieser  Gleichgewichtswert  nie  eri-eicht,  obwohl  ihm  das  x 
beliebig  nahe  kommt;  praktisch  wird  natürlich  das  (-Jleichgewicht 
nach  einer  endlichen  Zeit  erreicht,  weil  ja  die  Meßgenauigkeit  — 
obschon  sie  bei  radioaktiven  Messungen  sehr  groß  ist  —  doch  eine 
gewisse  Grenze  hat. 
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Worin  besteht  nun  der  Nutzen  der  Anwendung  der  Integral- 
rechnung auf  unser  Problem?  Hauptsächlich  in  folgendem:  während 
wir  die  durch  (1)  ausgedrückte  Hypothese  unmittelbar  nicht  prüfen 
konnten,  weil  ja  Strömungs-  und  Zerfallsgeschwindigkeiten  direkt 
nicht  meßbar  sind,  drückt  die  aus  (1)  durch  Integration  gewonnene 
Gleichung  (2)  eine  Beziehung  zwischen  x  und  t  aus,  die  bequem 
durch  das  Experiment  verifizierbar  ist. 

Wir  wollen  noch  erinnern  (vgl.  S.  129),  auf  welche  Art  die  experimentell  ge- 
wonnene ,T■-^Kurve  daraufhin  am  bequemsten  geprüft  werden  kann,  ob  sie  durch 
einen  Ausdruck  (7)  darstellbar  ist,  oder  nicht.  \Mr  wollen  die  Gl.  (7)  in  der  Form 
schreiben : 

a  a       —/t  ,a 

-^ X  =  y -e  ...  (■» 

Nehmen  wir  beiderseits  den  natürlichen  Logarithmus,  so  folgt: 

]n(^--.r)=lu'!  -?.^  ...(10) 

Setzen  wir  In  (^  —  x|  =  //  und  In  ^  =  ?/o.  so  geht  (10)  über  in: 

y  =  y,-U  ...(11) 

61.  (11)  ist  aber  die  Gleichung  einer  Geraden.  Man  trage  also  nicht  direkt:*',  sondern 
den  Ausdruck  In  f  "  —  x|  als  .Funktion  der  Zeit  t  auf:  falls  die  Beziehung 
zwischen  xund  ^von  der  Art  der  Gleichung  (2)  ist,  so  nuilJ  daraus 
eine  Gerade  resultieren.     Wohlbemerkt  ist  die  Größe     -  der  Grenzwert,  dem 

sich  X  asymptotisch  nähert,  also  experimentell  bestimmbar:  ans  der  Neigung  der 
Geraden  \\i)  ist  die  Konstante  ;■-  graphisch  zu  ermitteln. 

2.  Beispiel.  Die  älteste  Erfahrung  auf  dem  Gebiete  der  Mechanik 
ist  wohl  die,  daß  ein  in  der  Luft  losgelassener  Körper  zur  Erde 
hinunterfällt.  Der  Anfang  zu  einer  wissenschaftlichen  Mechanik  ist 
aber  erst  im  IMomente  gemacht  worden,  wo  die  Frage  gestellt  wurde: 
nach  welchem  Gesetze  fällt  ein  losgelassener  Körper,  oder  —  modern 
ausgedrückt  —  was  für  eine  Funktion  der  Zeit  ist  der  durch  den 
Körper  vom  Momente  des  Ijoslassens  an  zurückgelegte  Weg?  Diese 
Frage  beantwortet  zu  haben,  ist  das  große  Verdienst  Galilei's. 

Galilei  hat  ursprünglich  angenommen,  daß  die  Geschwindigkeit 
eines  fallenden  Körpers,  die  doch  offenbar  während  des  Plauens  wächst, 
direkt  proportional  dem  durch  den  Körper  bereits  zurückgelegten 
Wege  wäre,  m.  a.  W.  bezeichnet  man  die  Geschwindigkeit  des 
Körpers  nach  dem  zurückgelegten  ersten  Meter  mit  v^,  nach  dem 
zweiten  —  mit  v.^,  nach  dem  dritten  —  mit  v.j,  usw.,  so  verhielten 
f«iich  v^^.v^■.v.^•.v^:  .  .  .  wie  1:2:8:4:... 

Wäre  Galilei  die  Differential-  und  Integralrechnung  geläufig  ge- 
wesen, so  hätte  er  diese  Annahme  nicht  ernstlich  in  Erwägung  ge- 
zogen. Schauen  wir  nämlich  zu,  welche  Gestalt  diese  Hypothese 
annimmt,  wenn  man  sie  in  die  Sprache  der  Mathematik  übersetzt. 
Ist  s  der  durch  den  Körper  zurückgelegte  Weg  und  t  die  Zeit,  so 
wird  die  Geschwindigkeit  des  Körpers  durch  den  Differentialquotienten 
von  s  nach  t  definiert.  Sei  l  ein  Proportionalitätsfaktor,  so  lautet 
die  Galilei'sche  Annahme: 


k 
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Dies  ist  eine  gewöhnliche  DifFerentialg-leichung-  erster  Ordnung-  für  s 
als  Funktion  von  t.  Ihre  Integration  liefert  als  allgemeine  Lösung 
die  Funktion : 

5       C-e'-'  ...  (2) 

Man  überzeugt  sich  leicht  hiervon,  indem  man  (2)  nach  t  differentiiert: 

|=C.^.'-.  ...(3) 

durch  P^limination  von  C  aus  (2)  und  (3)  geht  in  der  Tat  (1)  hervor. 
—  Um  nun  den  für  uns  in  Betracht  kommenden  Wert  der  willkür- 
lichen Konstanten  C  zu  ermitteln,  bemerken  wir,  daß  zur  Zeit  t  =  0 
auch  5—0  war.  Wir  setzen  daher  in  (2)  5  =  0  und  t-  0.  woraus 
sich  ergibt : 

C  =  0  ...  (4) 

Daher  ist 

s  ^-0-e^'  =  0  ...  (5) 

dasjenige  partikuläre  Integral  von  (1),  welches  für  t^O  den  Wert 
Null  annimmt.  Nun  sagt  aber  (5)  aus.  daß  der  Weg  s  für  alle  Zeiten 
gleich  Null  bleibt,  d.  h.  der  in  der  Luft  losgelassene  Körper  bleibt 
in  der  Luft  stecken,  was  ja  offenbar  einer  Jahrtausende  alten  Er- 
fahrung widerspricht.  Eine  für  den  ersten  Augenschein  ganz  ver- 
nünftige Hypothese  führt  also  —  mathematisch  diskutiert  —  zu 
einem  Absurdum. 

Wir  wollen  dieses  so  frappante  Resultat  etwas  eingehender  prüfen.  Man  könnte 
nämlich  einwenden,  die  Festsetzung,  daß  zur  Zeit  i  =  Ü  auch  ,s  =  0  gewesen  sein 
soll,  eine  rein  formale  wäre;  in  der  Tat  kann  man  ja  auf  der  Vertikalen  den  Weg- 
ursprung, d.  h.  also  den  Punkt,  von  dem  aus  der  Weg  zu  zählen  ist.  willkürlich 
wählen,  daher  kann  man  auch  den  Anfangswert  s^  des  Weges  (d.  d.  den  Wert  von  s 
zur  Zeit  t  =  0]  beliebig  annehmen.     Ist  aber  für  ^  =  0  der  Weg  s  =  s^,  so  folgt  aus  (2) 

C=So  ...  (6) 

und  es  ist  dann 

.s  =  So  e^  '  ...  (7^ 

dasjenige  partikuläre  Integral  von  (1),  welches  für  ^  r^  0  den  Wert  .%  annimmt. 
Allein  man  bedenke,  daß  aus  (7)  folgt: 

d.  h.  also:  war  zur  Zeit  t  =  0  der  Weg  s  =  .Sq.  so  war  auch  die  Geschwindigkeit  r 
zur  Zeit  ^  =  0  von  Null  verschieden  u.  zw.  gleich  ?..s„  (was  auch  übrigens  direkt 
aus  (1)  hervorgeht).  Es  erscheint  daher  überhaupt  zweckmäliiger  au  Stelle  der  will- 
kürlichen Konstante  Sq  die  Anfangsgeschwindigkeit  ro  =  ^-»o  einzuführen.  Es  geht 
dann  aus  (7)  hervor: 

s  =  ^"  e'-'  ...  (9) 

Diese  Gleichung  sagt  aus,  daß  der  durch  den  Körper  nach  t  Sekunden  zurückgelegt.e 
Weg  der  Anfangsgeschwindigkeit  proportional  ist.  Wenn  mau  also  dem  Körper 
eine  gewisse  Anfangsgeschwindigkeit  erteilt,  so  wird  er  wohl  hinunterfallen:  läßt 
man  ihn  aber  einfach  los  (d.  h.  also  /'„  =  0),  so  ist  —  nach  (9)  —  s  für  jedes  t  gleich 
Null :  der  Körper  kommt  nicht  vom  Fleck. 

Nachdem  sich  Galilei  von  der  Unrichtigkeit  seiner  ersten  An- 
nahme überzeugt  hat*),  hat  er  eine  zweite  gemacht,  daß  nämlich  die 
Geschwindigkeit  der  Zeit  proportional  sei: 

1-^  •■('•" 

*)  Es  ist  interessant,  daß  Galilei  selbst  die  Unrichtigkeit  seiner  Annahme  durch 
einen  Trugschluß  eingesehen  hat;  man  vgl.  hierzu  Mach,  Mechanik. 
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wo  ij  einen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet.  Einer  direkten  Prüfung 
ist  diese  Annalime  unzugän,«lic'li.  weil  man  die  Geschwindigkeit  eines 
Körpers  zu  irgendeiner  Zeit  t  direkt  nicht  bestimmen  kann.  Was 
man  direkt  messen  kann,  ist  der  Weg  s  zu  verschiedenen  Zeiten  t; 
die  Integration  von  (10)  ergibt  aber  s  als  Funktion  von  t.  Das  all- 
gemeine Integral  von  (10)  ist  nämlich: 


sr---^^e~  +  C 


■  ■  ■  (11) 
Bemerkt  man,  daß  für  t      0  auchs=^0  ist,  so  ergibt  sich  C  =  0  und 


9 


f- 


.  (12) 


ist  dasjenige  partikuläre  Integral  von  (10),  welches  für  « =  0  den 
Wert  Null  annimmt.  Ein  Vergleich  der  Formel  (12)  mit  dem  Experi- 
mente hat  eine  völlige  Uebereinstimmung  ergeben. 

3.  Beispiel.  In  Fig.  96  sei  eine  Metallkugel  M  dargestellt,  die 
auf  einer  Glassäule  ruht.  Laden  wir  die  Kugel  elektrisch  auf,  so  ver- 
liert sie  —  wie  die  Beobachtung  lehrt  — 
nach  und  nach  ihre  Ladung.  Man  nennt 
diese  Erscheinung  die  „Zerstreuung"  der 
Elektrizität,  Was  ist  ihre  Ursache?  Das 
Naheliegendste  ist  anzunehmen,  daß  die 
Elektrizität  durch  das  Glas  langsam  zur 
Erde  hinunterfließt;  Glas  ist  zwar  ein 
guter,  aber  kein  vollkommener  Isolator. 
Die  Richtigkeit  dieser  Hypothese  werden 
wir  am  besten  prüfen,  indem  wir  uns 
darüber  klar  werden,  welcher  zeitliche 
Verlauf  der  Erscheinung  unter  Zu- 
grundelegung dieser  Annahme  zu  erwarten  ist  und  dann  den  so 
erschlossenen,  mit  dem  tatsächlichen  Verlaufe  vergleichen. 

Das  Fließen  der  Ellektrizität  an  der  Glassäule  stellt  offenbar 
einen  elektrischen  Strom  dar;  die  tieibende  elektromotorische  Kraft 
ist  die  Spannungsdifferenz  zwischen  Kugel  und  Erde,  der  Leiter  — 
die  Glassäule,  Dieser  Strom  müßte  dem  Ölim'schen  Gesetze  gehorchen: 
Spannung 


zur  Erde 


Flff.  96. 


Stromstärke 


Gesetzes 
fachsten, 


in 
zu 


Widerstand' 
unserem  Falle 
verschiedenen 


Wollten  wir  die  Gültigkeit  des  Ohm'schen 


l)rüfen,   so  wäre   es   prinzipiell   am   ein- 
Zeiten   Spannung    und    Stromstärke    zu 

^  11  *  1 11  Ti  n  Ti  o' 

messen  und  zu  untersuchen,  ob  das  Verhältnis  derselben:  o,,        :,..-r- 

Stromstarke 

konstant  sei   (nämlich   gleich   dem  Widerstände   der  Glassäule),     Die 

Spannung  ist  der  Messung  bequem  zugänglich;  man  verbindet  einfach 

die  Kugel  mit  einem  (ge(nchten)  Blättchenelektrosko])   und  es  ist  die 

jeweilige  Divergenz  der  Blättclien  desselben  ein  Maß  der  elektrischen 

Spannung    der    Kugel.     Nicht    so    die   Stromstärke;    dieselbe    ist  in 

unserem  Falle   viel   zu  klein,   als  daß   man   sie  direkt  mittels   eines 

Strommessers  messen  könnte.     Wir  müssen  daher  trachten,   aus  dem 

Ohm'schen  Gesetze  für  unsere  Ersciieinung  eine  Konsequenz  zu  ziehen, 

deren  direkte  Prüfung  experimentell   möglich  wäre.     Dies   geschieht 

nun  folo-endermaßen. 
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Bezeiclmeu  wir  mit  x  die  Ladung  der  Kugel,  so  wird  dieselbe  eine 
Funktion  der  Zeit  t  sein.  Fixieren  wir  irgendeinen  Zeitpunkt  <  =  ^^ ; 
zu  dieser  Zeit  sei  die  Ladung  x  x^.  Lassen  wir  z/<  Sekunden  ver- 
streichen, so  wird  in  dieser  Zeit  die  Ladung  um  eine  gewisse  Größe 
Jx  abnehmen,  also  um   die  Größe  — /ix  zunehmen.    Das  Verhältnis 

gibt  an,  wie  viel  Elektrizität  pro  Zeiteinheit  im  Zeitintervalle 

(^05  ^0  + -^0  durchschnittlich  durch  die  Glassäule  fließt;  es  ist  dies 
also  die  „mittlere  Stromstärke"  im  Glas  in  der  Zeit  von  t^  bis  t^  +  M. 
Der  Grenzwert  dieses  Quotienten  für  Jt->0  definiert  die  „Strom- 
stärke" (schlechthin)  zur  Zeit  t  ^^  t^.    Es  ist  also  allgemein 

Stromstärke    -  —  ,  • 
dt 

Die  Spannung   einer   Kugel   ist   bekanntlich  gleich    „  ,,        —    —     . 

^  Halbmesser       r 

wo  r  den  Radius  der  Kugel  bedeutet;  bezeichnet  man   mit  iv  den 

elektrischen  Widerstand  der  Glassäule,  so  führt  das  Ohm'sche  Gesetz 

zur  Gleichung: 

--  =  -  .        (1) 

dt       rw 

Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  x 
als  Funktion  von  t.    Ihre  Integration   liefert  als  allgemeine  Lösung: 

x  =  C.e~^  •••(2' 

Was  für  eine  physikalische  Bedeutung  kommt  hier  der  willkürlichen 
Konstanten  zu?  Nennen  wir  a;^  den  Wert  der  Ladung  zur  Zeit  f  —  0 
und  setzen  in  (2)  x^^  x^  und  « =  0,  so  ergibt  sich 

C  =  x,  ...(3) 

d.  h.  C  bedeutet  die  Anfangsladung.  Setzt  man  in  (2)  für  C  den 
Wert  (3)  ein,  so  resultiert 

X=z  XqB  ^    ' 

Nach  diesem  Gesetze  (sog.  Coulomb'schen  Zerstreuungsgesetze) 
müßte  der  Ladungsabfall  erfolgen,  wenn  das  Ohm'sche  Gesetz  auf  die 
„Zerstreuung"  der  Elektrizität  anwendbar  wäre. 

Die  Beobachtung  hat  gelehrt,  daß  dies  stets  dann  der  Fall  ist. 
wenn  sich  die  Kugel  frei  in  der  Luft  befindet.  Umgibt  man  sie  aber 
mit  einem  zur  Erde  abgeleiteten  Metallnetz  —  natürlich  ohne  einen 
Kontakt  zwischen  Netz  und  Kugel  herzustellen  — ,  so  erfolgt  die 
Elektrizitätszerstreuung  nach  ganz  anderen  Gesetzen.  Daraus  hat 
man  folgende  Schlüsse  gezogen.  Erstens  geht  die  Elektrizitäts- 
zerstreuung nicht  nur  vermittels  der  Glassäule,  sondern  auch  ver- 
mittels der  umgebenden  Luft  vor  sich,  es  ist  also  auch  die  Luft  ein 
Leiter  dar  Elektrizität;  zweitens  befolgt  die  Luft  als  Flektrizitäts- 
leiter  das  Ohm'sche  Gesetz  nicht.  Diese  Beobachtungen  und  Er- 
wägungen haben  die  ersten  Ansätze  zu  der  —  für  die  modernen 
Anschauungen  über  das  Wesen  der  Elektrizität  so  wichtigen  — 
lonentheorie   der  Leitung   der  Elektrizität   durch  Gase   <reliefert. 
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Uebungen. 

13.  Uebung.    Mau  beweise,  daß  die  Integration  der  Dilferential- 
s:leichnng 

als  allgemeines  Integral  die  Funktion: 

liefert.  —  Lösung.    Dilferentiieren  wir  (2)  nach  x,  so  resultiert: 

y  -  (ä^7  •  •  •  <3) 

Um  nun  zu  beweisen,  daß  (2)  das  allgemeine  Integral  von  (1)  ist, 
könnte  man  aus  (2)  und  (3)  die  willkürliche  Konstante  C  eliminieren 
und  als  Resultat  müßte  dann  die  Gleichung  (1)  erscheinen.  Anstatt 
dessen  können  wir  aber  in  (1)  für  y  die  Funktion  (2),  für  y'  den 
Ausdruck  (3)  einsetzen,  woraus  sich  eine  Identität  ergeben  muß,  wenn 
(2)  in  der  Tat  die  allgemeine  Lösung  von  (1)  ist.  Setzen  wir  in  (1) 
die  genannten  Ausdrücke  ein,  so  erhalten  wir: 


X  —  C 


{l-x-')  ...  (4) 


1  —  0^  . 

Führt  man  die  auf  der  rechten  Seite  von  (4)  angedeuteten  Operationen 

1  — C2 
aus,  so  resultiert  . ^r^;  es  ist  also  in  der  Tat  die  Gleichung  (4) 

eine  Identität,   woraus   die  Richtigkeit   unserer  Behauptung,   daß  (2) 
das  allgemeine  Integral  von  (1)  sei,  hervorgeht."'') 

14,  Uebung.     Das   allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

^  1  +  X^  '  -^ 

ist 

y^x  +  Cii'+x^.  .  .  .  (2) 

]\[an  beweise  dies.  —  Lösung.   Aus  (2)  ergibt  sich  durch  Differentiation: 

yi  +  a; 

Setzt  man   in   (1)   für   y  den  Ausdruck  (2),  für  y'  den  Ausdruck  (3) 
ein,  so  resultiert 

14-      ^^      =    l  +  a;^  +  Ca;yr+^'^  ,.. 

Nun  ist  abei-  die  rechte  Seite  von  (4) 

H-a;--^  +  Ca;yr+^  Cx  ,.. 


1  +  »^  yi  +  x' 

*)  Eine  (Gleichung  mit  einer  Unbekannten  x  wird  zur  Identität,  wenn  man  in 
ihr  für  x  die  Wurzel  der  Gleichung  einsetzt;  z.  B.  ist  die  Wurzel  der  Gleichung 
2x  +  b  =  l  x  =  —2;  setzt  man  in  ihr  x  =  — 2,  so  erhalten  wir  2-( — 2)  +  5  =  l, 
also  eine  Identität.  Ganz  analog  wird  eine  Differentialgleichung  y' =  /"(d?,  y)  zu 
einer  Identität,  wenn  man  in  ihr  für  y  irgendeine  Lösung  ff(.x)  und  für  y'  die  Ableitung 
von  (p(x)  einsetzt:  (f'(x)  _^  f'{x,  (f(x)).    (Das  Zeichen  =£r  bedeutet:  „identisch  gleich".) 
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es   ist   also   die  Gleichung   (4)   eine  Identität    und  daher  (2)  das  all- 
gemeine Integral  von  (1). 

15.  üebung.     Das   allgemeine  Integral  der  Differentialgleichung 

1  —  ymix 

y  =  — .  .  .  (Ij 

cos  X  ' 

ist 

i/ =  sin  a;  +  C  cos  x  ...  (2) 

Man  beweise  dies.  —  Lösung.   Aus  (2)  ergibt  sich  durch  Differentiation : 

y'^cosx  —  Csinx  .  •  •  (3) 

Setzt   man   in   (1)   für   y  den  Ausdruck  (2),  für  y'  den  Ausdruck  (3) 
so  ei'halten  wir 

^   .  1  —  sin^x  —  Csinxcosx 

cos  X  —  G'smaj  = ...  (4) 

cos  x  ^ 

Beachtet  man,  daß  1  —  sin^x^^cos-a;  ist,  so  sieht  man  sofort,  daß  (4) 
eine  Identität  ist. 

16.  üebung.    Man  beweise,  daß  das  allgemeine  Integral  von 

y'  — 4x2/y'  +  8^2=-0  .  .  .  (1) 

durch 

y  =  C{x-Cf  ...  (2, 

gegeben  ist.  —  Lösung.    Differentiert  man  (2)  nach  x.  so  erhalten  wir 

y'  =  2C{x-C)  ...(3) 

Setzen   wir  in  (1)   für  y   den  Ausdruck  (2),  für  y'  den  Ausdruck  (3) 
ein,  so  resultiert: 

<^C-^{x—Cf  —  \x.C{x—Cf.-lC{x—0)^^-C''{x—G)^  =  {)  ...  (4) 
oder 

8C2(x— CyiC— x  +  x— C]  =  0  •  •  .  (5) 

Letzte  Gleichung  ist  aber  in  der  Tat  eine  Identität. 

17.  Üebung.     Man    beweise,    daß    das    allgemeine   Integral    der 
Differentialgleichung 

-V+  ^+y"'     0  .  .  .  (1) 

durch  die  Gleichung 

^-  +  ~lnx  =  C  ...(2) 

1 — xy        2  ^ 

implizite  deliniert  ist.  —  Lösung.     Schreiben  wir  (2)  in  der  Form: 
^(^,  yy-  Y-xy  +  ^  1"  ^-  C-O  ...  (3) 

und  wenden  wir  auf  (3)  die  Regel  über  die  Differentiation  impliziter 
Funktionen  an.     p]s  ist 

äx       (\—xyf  ^  tx  ■  ■  ■  W 

dy       {l-xy)*'  ■  ■  ■^°' 
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y'  =  - 


hF 
by 
hF 
by 


-JL         _L    -    + 

{l—xyf  ^  2x  ^  {l—xyy 


y'=.0 


2(1 xy)' 

Multiplizieren   wir  (7)   mit   — ^^ ^^,  so  erhalten  wir 


2y  ,  i^—xy\- 


+ 


{'7') 


+  2y'  =  0 


oder 


+  2/2  +  2?/' ==0 


(6) 
(7) 

(8) 
(9) 


Gleichung  (9)  ist  aber  mit  der  Gleichung  (1)  identisch. 


Fig.  97. 


18.  Uebung.  Eine  Last  P,  die 
an  einem  Ende  einer  Kette  befestigt 
ist,  wird  von  einem  Manne  T  ge- 
schleppt (vgl.  Fig.  97).  Was  für  eine 
Kurve  wird  P  beschreiben,  wenn  T 
längs  der  cc- Achse  marschiert?  — 
Oifenbar  wird  die  Kette  stets  in  die 
Richtung  der  Tangente  der  Kurve 
fallen.  Ist  a  die  (konstante)  Länge 
der  Kette,  so  ist  stets  (Fig.  97) 


y  ^=  a  sin  ß  ...  (1) 

wo  ßrr-TT  —  a  ist  und  a  den  Winkel  bedeutet,  den  die  Kette  (Tangente) 

tgß 


mit  der  a?-Achse  einscliließt.     Nun  ist  sin /5 


tgß  z:^  — tga      —  y',  somit  sin  ß 

gibt:  y 

oder  nach  y'  aufgelöst: 

y'  = 


y 

ay' 
l'i  +"7^ 

y 


,  ferner   ist 

yi  +  W'ß 

^ ;  dies  in  (1)  eingesetzt 

...  (2) 

...  (3) 


Gleichung  (H)  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung lür  y  als  Funktion  von  x.  Ihre  Integration  liefert  die  Gleicliung 
der  durcii  den  Punkt  P  beschriebenen  Kurve  (der  sog.  Schlepp- 
kurve  oder  Traktrix).  Man  beweise,  daß  das  allgemeine  Integral 
von  (3)  durch 

aln    ''~^*'~-^  +  ]/^äzrp_^^C  ...  (4) 

gegeben  ist.  —  Lösung.    Schreiben  wir  (4)  in  der  Form: 


XII.    Einfach  unendliche  Kurvenschareu.  ]7 


a —  \a- —  //■ 


all!  •  ■'     +  ia,5_,y2_C  .  .  .  (b) 


so  ist 


y-    ^^..^^  —a-\-ia-  —  y' 
dx  y  ya^ — y^  y 


dy  a—]ä-  —  y-  fß  ia^—y'' 

y a-  —  y'  ya^  _  y^ 


yia^  —  y^        ia'—y'        yia'^—Y  y 

dy  dx 

dx        'dy- 


(6) 


Nun  ist  y'^^-f-z^\-      ,  daher  nach  (6) 


y'=rr=--=.  •••<7) 


la^—y 
Gleichung:  (7)  ist  aber  mit  (3)  identisch. 

Um  nocli  den  für  einen  konkreten  Fall  in  Betracht  kommenden 
Wert  von  C  zu  ermitteln,  setzen  Avir  etwa  fest,  daß  der  Ausgangfs- 
punkt  von  T  der  Koordinatenursprung,  derjenige  von  P  der  Punkt 
Ä  (0, a)  war.  Es  ist  also  für  x^O  y=  a;  setzt  man  diese  Werte 
in  (4)  ein,  so  resultiert  C  =  0.  —  Hält  man  den  Ausgangspunkt  von 
T  fest,  und  wählt  für  P  verschiedene  Ausgangspunkte,  so  erhält 
man  immer  wieder  andere  "Werte  für  C. 


Salpeter.  MatlieiiiatiU.    .i    Auil. 
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XIll.  Matheiiiatische  Behaiidluiig  naturwisseiisclmft- 

liclier  Probleme. 

Wir  sind  nunmehr  in  der  Lage  zu  zeigen,  worin  die  Anwendung 
der  matliematischen  Methode  in  den  Naturwissenschaften  im  wesent- 
lichen bestellt.  Im  typischen  Falle  der  mathematischen  Behandlung 
eines  naturwissenschaftlichen  Problems  kann  man  stets  folgende 
Phasen  unterscheiden: 

1.  Eine  naturwissenschaftliche  (physikalische, 
chemische,  biologische  usw.)  Größe  wird  als  Ableitung 
einer  Funktion  definiert,  z.  B.  die  Geschwindigkeit  eines 
.Massenpunktes  als  Ableitung  des  Weges  nach  der  Zeit,  die  Ge- 
schwindigkeit einer  chemischen  Reaktion  als  Ableitung  der  umge- 
setzten Menge  der  Reagentien  nach  der  Zeit  usw. 

2.  lieber  einen  gewissen  Naturvorgang  wird  eine  Hypothese 
aufgestellt,  in  der  die  betreffende  Größe  eine  Rolle  spielt.  Wird 
dann  die  Hj^pothese  in  die  Sprache  der  Mathematik  übersetzt,  so 
findet  sie  ihren  Ausdruck  in  einer  Gleichung,  in  der  ein  Differential- 
(luotient  vorkommt,  folglich  in  einer  Differentialgleichung. 
Der  Sachverhalt,  den  eine  derartige  Hypothese  ausspricht,  ist  einer 
diiekten  experimentellen  Verifikation  in  der  Regel  unzu- 
gänglich. Man  kann  sie  daher  nur  auf  diese  Weise  prüfen,  daß 
man  aus  ihr  verschiedene  Konsequenzen  zieht  und  dieselben  mit  der 
P^rfahrung  vergleicht. 

3.  Dies  geschieht  im  Wege  der  Integration  der  Diffe- 
rentialgleichung, durch  welche  die  betreffende  Hypothese  zum 
Ausdruck  gebracht  wird.     Dies  ist  die  Sache  des  Mathematikers. 

4.  Sodann  verschafft  sich  der  Xaturforscher  Klarheit  über  die 
Bedeutung  der  im  Integrale  der  Differentialgleichung  vorkommenden 
willküiiichen  Konstanten,  bzw.  bestimmt  sie  so,  daß  das 
Integral  einem  konkreten,  der  Beobachtung  unterworfenen  Natur- 
vorgange angepaßt  wird. 

5.  Das  so  gewonnene  partikuläre  Integral  wird  mit  den  Be- 
obachtungsdaten verglichen.  Findet  Uebereinstimmung  statt, 
so  spricht  die  Beobachtung  für  die  Hj^pothese;  im  Falle  der  Nicht- 
übereinstimmung sind  noch  die  möglichen  Versuchsfehler  in  Betracht 
zu  ziehen. 

Wir  wollen  für  diese  Art  der  Behandlung  naturwissenschaftlicher 
Probleme  einige  Beispiele  der  chemischen  Kinetik  entnehmen.  Hierzu 
ist  es  notwendig  zunächst  die  Grundlagen  derselben  kurz  zu  skizzieren. 
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Nehmen  wir  an,  daß  zwei  Substanzen  A  und  B  eine  clieraiscii«.' 
Reaktion  miteinander  eingehen  und  sich  in  die  Stotte  Ä'  und  B'  um- 
wandein. Diese  Umwandlung^  erfolgt  nicht  momentan.  Zeichnen  wir 
die  Menge  der  entstandenen  Keaktionsprodukte  als  Funktion  der  Zeit 
auf,  so  resultiert  etwa  die  nebenstehende  Kur\e  (Fig.  98).  Zählen 
wir  die  Zeit  t  seit  dem  Beginne  der 
Keaktion.  so  ist  zur  Zeit  ^  0  auch 
die  Menge  der  Reaktionsprodukte 
gleich  Null;  dann  steigt  dieselbe, 
anfangs  rapid,  später  langsamer  und 
nähert  sich  allmählich  einem  g'e- 
wissen  Gleichgewichtswerte.  Wir 
haben  bereits  im  Kapitel  III  näher 
ausgeführt,  wie  die  Geschwindigkeit 
einer   cliemischen  Reaktion   als   Ab-  Fig.  98. 

leitiing  der  umgesetzten  Menge  nach 

der  Zeit  zu  definieren  ist.  Der  bloße  Anblick  der  Kurve  der  F'ig.  98 
zeigt,  daß  die  Reaktionsgeschwindigkeit  anfangs  recht  groß  ist,  um 
dann  allmählich  auf  Null  herabzusinken.  Nach  welchem  Gesetze 
erfolgt  nun  der  zeitliche  Verlauf  der  Reaktionsgeschwindigkeit? 

Sollen  sich  je  eine  Molekel  des  Stotfes  A  und  des  Stoßes  B  in 
eine  Molekel  A'  und  eine  Molekel  B'  umwandeln,  so  ist  hierzu  vor 
allem  notwendig-,  daß  eine  Molekel  A  mit  einer  Molekel  B  zusammen- 
stoßt. Es  wild  zwar  gewiß  nicht  jeder  Zusammenstoß  zu  einer 
Reaktion  führen,  jedoch  wird  dies  bei  einem  gewissen  Prozentsatze 
der  Zusammenstöße  der  Fall  sein.  Die  Häufigkeit  der  Zusammen- 
stöße ist  um  so  größer,  je  größer  die  Anzahl  der  Molekeln  des 
Stoffes  A  in  der  Volumeneinheit,  und  je  größer  diejenige  der  ]\[olekeln 
des  Stüttes  B  ist.  Es  ist  daher  naheliegend  anzunehmen,  daß  die 
Häufigkeit  der  Zusammenstöße  und  infolgedessen  auch  die  Reaktions- 
geschwindigkeit —  der  Konzentration  des  Stoftes  A  und  derjenigen 
des  Stoffes  B,  folglich  dem  Produkte  beider  Konzentrationen  direkt 
proportional  ist.  Sei  mit  Ca  die  Konzentration  des  Stoftes  A,  mit  Cs 
diejenige  des  Stoftes  B  und  mit  Je  ein  Proportionalitätsfaktor  be- 
zeichnet, so  lautet  unsere  Annahme: 

Reaktionsgeschwindigkeit      /.•  •  (^.i  •  C/;. 

Dies  ist  das  von  Guldberg  und  Waage  aufgestellte,  sog. 
ehem.  „M  a s  s  e  n  w  i  r k u  n  g s g e s  e t z". 

Nimmt  etwa  derStott"^  an  der  Reaktion  mit  zwei  Molekeln  teil, 
verläuft  also  die  Reaktion  etwa  nach  dem  Schema:  2A-\-  B-^A'  +  2B\ 
so  kann  die  linke  Seite  letzterer  Gleichung  auch  geschrieben  werden : 
A-\-  A-\-  B,  und  es  ist  die  Reaktionsgeschwindigkeit  Ic-Ca-Ca-Cp,  — 
k-ÖA-'C]!,  wo  k  wieder  einen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet. 
Analog  ist  für  eine  Reaktion,  die  etwa  nach  dem  Schema: 
Ua  -  A  +  nii  •  7?  +  n,-  •  (' -»»i.r  •  A'  +  W/,..  •  B'  -f  n,-  ■  C' 
verläuft  (wo  also  w,,,  n/i,  w,  die  Anzahl  der  Molekeln  bedeuten,  mit 
der  die  Substanz  ^-1,  bzw.  B.  bzw.  C  an  der  Reaktion  teilnimmt),  die 

"^1       "/;       "r 

Reaktionsgeschwindigkeit  =  Ä:-C^  •  C^,  -0,,   (wo  T.,.   C/u   C,    die  Kon- 
zentrationen der  Stotte  A,  B,  C  bedeuten*. 

Nun  nimmt  die  chemische  Dynamik  an.  (hiß  jede  chemische  Ke- 
aktion umkehrbar   ist,   d.  h.  'daß    sie    nicht    nur   im  Sinne   von   links 
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nach  rechts,  sondern  auch  im  Sinne  von  rechts  nach  links  vor  sich 
gehen  kann.  Neben  dem  Umsätze  A-\-B-^A'+B'  findet  also  stets 
auch  ein  Umsatz  im  Sinne  A'  +  B'-^A  +  B  statt  und  die  Geschwindii;- 
keit  des  letzteren  Umsatzes  ist  ebenfalls  nach  dem  Massenwirkungs- 
gesetze anzusetzen,  d.  h.  also  gl-eich  k'  ■  Ca'  •  Ob-  anzunehmen,  wo  k' 
einen  anderen  Proportionalitiitslaktor  und  Ca-,  Cß>  die  Konzentrationen 
der  Stoffe  A'  und  B'  bedeuten.  Der  totale  Umsatz  ist  nun  gleich 
dem  Umsätze  im  Sinne  von  links  nach  rechts  vermindert  um  den 
Umsatz  von  rechts  nach  links;  es  ist  daher  die  totale  Geschwindig- 
keit der  Reaktion  A  +  B  :ii  A'  -{- B'  gleich  k  •  Ca  •  Cu  —  k' .  Ca'  •  C,,. 
Analog  ist  für  die  Reaktion  2A  +  B^A'-^2B'  die  totale  Reaktions- 
geschwindigkeit k-CA'-Cß  —  k'-CA'-C/!.^  und  für  die  Reaktion 
nA'A  +  n/r  B  +  nc-C^nA"A'  +  U/r-B'  +  Uc-C' 

"A  "  li  "C  "-•!'  "B'         "C" 

gleich  l'C.,-C,.-C,-k.C^..C„..C,. 

Wir  können  nun  das  Grundgesetz  der  chemischen  Kinetik 
ganz  allgemein  aussprechen:  Findet  eine  Reaktion  im  Sinne 
der  Gleichung: 

Ha  '  A  4-  u/i ■  B  -f  nc-  C -f  .  . .  ^  tiA- •  A'  +  hb-  ■  B'  +  uc  C  +  . . . 
statt,  so  ist  für  dies-elbe  die  Reaktionsgeschwindigkeit 

"A       "B       "<■  "A-       ''n-       "(■' 

gleich  /.••  C^  •  C,  ■€,-...-  k'C^.  ■  C,.  •  C,.,  •  . . . 

Bei  einer  großen  Anzahl  von  Reaktionen  ist  der  Faktor  k'  sehr 
klein  im  Vergleiche  mit  k,  d.  h.  der  Umsatz  geht  nahezu  ausschließlich 
im  Sinne  von  links  nach  rechts  vor  sich.  Derartige  Reaktionen  nennt 
man  „vollständige"  Reaktionen  im  Gegensatze  zu  den  übrigen, 
die  „unvollständig"  genannt  werden.  Bei  den  vollständigen 
Reaktionen  kann  man  das  mit  k'  behaftete  Glied  ganz  vernachlässigen. 

Wir  wollen  nun  das  Grundgesetz  der  chemischen  Kinetik  der 
Reihe  nach  auf  vollständige  mono-,  bi-,  tri-,  usw.  —  molekulare  Re- 
aktionen anwenden. 

M  0  n  0  m  0 1  e  k  u  1  a  r  e  Reaktionen. 

Monomolekular  wird  eine  Reaktion  genannt,  wenn  bei  derselben 
nur  eine  Molekel  eine  wesentliche  Aendernng  erleidet.  Streng  ge- 
nommen gibt  es  keine  monomolekulare  Reaktionen,  denn  es  gehört 
zum  Begriffe  einer  chemischen  Reaktion,  daß  an  derselben  zu  mindest 
zwei  Komponenten  teilnehmen.  Jedoch  gibt  es  zwei-  und  mehr- 
molekulare Reaktionen,  bei  denen  die  Konzentration  der  einen  oder 
mehrerer  Komponenten  sich  im  Verlaufe  der  Reaktion  nicht  merklieli 
ändert:  der  mathematische  Ausdruck  für  die  Geschwindigkeit  der- 
artiger Reaktionen  nimmt  dann  eine  derartige  Gestalt  an,  als  ob  es 
sich  um  eine  monomolekulare  Reaktion  handeln  würde.  Ein  klassisches 
Beispiel  hierfür  ist  die  Inversion  von  Rohrzucker.  Rohrzucker 
zerfällt  in  wässeriger  Lösung  bei  Gegenwart  von  Säuren  nahezu  voll- 
ständig in  Dextrose  und  Lävulose  nach  der  Gleichung : 

C,,H,ß,,+H,0~^.C,H,,0,  +  C,H,,0, 
Dextrose        Lävulose. 
Die  Geschwindigkeit  dieser  Reaktion  ist  also  nach  dem  Massen- 
wirkungsgesetze gleich  k-Cy,-C\v,  wo  k  einen  Proportionalitätsfaktor. 
Cz  die  Konzentration    des   Rohrzuckers.    Cw   diejenige    des   Wassers 
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bedeutet.  Nun  bleibt  aber  bei  dieser  Reaktion  die  Konzentration  des 
Wassers  merklicli  konstant:  wir  können  daher  das  Produkt  k-C,y  in 
eine  neue  Konstante  K  h-Cw  vereinigen.  Es  ist  dann  die  Ge- 
schwindigkeit der  Inversion  gleich  K-Cz.  Bezeichnen  wir  mit  t  die 
seit  Beginn  der  Reaktion  verstrichene  Zeit,  mit  a  die  Anzahl  der 
ursprünglich  vorhandenen,  mit  x  die  zu  einem  Zeitpunkte  t  bereits 
invertierten  Rohrzuckerraoleküle,  so  ist  x  eine  Funktion   der  Zeit  t 

und   die  Ableitung     ,      ist    die    In versionsgeschwindigkeit. 

Dieselbe  ist  der  jeweiligen  Konzentration  des  Rohrzuckers  Cz,  also 
der  Differenz  a  —  x  proportional : 

doT 

-^^K.ia-x)  ...,1) 

Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
für  X  als  Funktion  von  /.  Ihre  Integration  liefert  als  allgemeines 
Integral : 

x  =  a—Ce~^'  ...  (2) 

wo  C  eine  willkürliche  Konstante  ist.  Um  uns  zu  überzeugen,  daß 
die  Funktion  (2)  in  der  Tat  das  allgemeine  Integral  der  Differential- 
gleichung (1)  ist,  differentiieren  wir  die  Gleichung  (2)  nach  t: 

%  =  C.K.e-  ...(3) 

dx 
Setzen   wir  nu]i   in  (1)  für  x  die  Funktion  (2i   und  für    ,     den  Aus- 

at 

druck  (3i  ein,  so  resultiert  die  Identität: 

CK.  e-'"  =.  K  [a  —  (a  —  Ce-'"j\  ...  (4) 

Es  ist  also  in  der  Tat  die  Funktion  (2)  das  allgemeine  Integral  von  (1). 
Welchen  Wert  sollen  wir  nun  der  Konstante  C  beilegen?  ^^'ir  setzen 
voraus,  daß  zu  Beginn  der  Reaktion  also  zur  Zeit  i=  0  in  der 
Lösung  noch  gar  nichts  vom  invertierten  Zucker  vorhanden  war, 
daß  also  für  i  =  0  auch  a;  =  0  ist.  Hiermit  ist  für  uns  dasjenige 
partikuläre  Integral  maßgebend,  welches  für  i  =^  0  den  Wert  x  =  0 
annimmt.  Aus  dieser  Forderung  bestimmt  sich  die  Konstante  C. 
Setzen  wir  nämlich  in  (2)  t  =  0  und  x  ^  ^  0,  so  resultiert : 

0  ^  a  —  C.  also  C      a. 

Diesen  Wert  von  C  setzen  wir  nun  ins  allgemeine  Integral  ein: 

x^a  —  ae'"'  ^-  a(l  —  e~^')  .  .  .  (5) 

und  bekommen  so  dasjenige  partikuläre  Integral  von  (1),  welches  für 
t    O  den  Wert  x  —  0  annimmt. 

Es  erübrigt  noch  die  Formel  (5)  mit  dem  Experimente  zu  ver- 
Ldeichen.    Hierzu  bringen  wir  sie  noch  durch  die  Umformung: 

X  —  a       — a-e 

~Ki       a  —  x 


e 


a 
a  —  x 


Kl       In 

a 
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,,  1    .    rt  — a; 

Ä  =  —     -In 

t  a 

K^].\n     "  ...(6) 

t       a — X 

anf  die  Form  (6).   die  sich  für  die  experimentelle  Priifuns-  besonders 
gwt  eis:net.    Man  mißt  nämlich  zu  verschiedenen  Zeiten  t^,  t.^,  t^,  t^  usw. 
die  zugehörij^en  a;,,  x.^,  x^,  x^.  .  .  .  d.  h.  die  zu  diesen  Zeiten  bereits 
invertierten  Zuckermeng-en,  und  bildet  jedesmal  den  Ausdruck 
1,         a  1,         a  1,         a  1  .         a 

•  In  ,        In ,   /    1"  '   /    ^'^   ^        '  •  •  • 

usw.  Ist  die  aufgestellte  Hyi>othesc  richtig,  d.  li.  ist  das  Massen- 
wirkungsgesetz auf  die  Zuckerinversion  anwendbar,  so  müßten  diese 
Ausdrücke  für  alle  Zeiten  einander  gleich  sein: 

1   -         a             1   ,         a             1  ,         a  „ 

^    In  =^    In  ^^  — In =  ...  =  a 

tj        a  —  Xy        t^       a  —  x,2        t.,       a  —  ».j 

Da  es  vor  allem  auf  die  Prüfung  der  Konstanz   des  Ausdruckes 

,  In  ankommt,   so   darf  man  auch  anstatt  der  natürlichen,   die 

t      a  —  x 

ßrigg'schen    Logarithmen    von  berechnen,    weil    sicli    ja    die 

Brigg'schen  von  den  natürlichen  Logarithmen  nur  durch  einen  kon- 
stanten Faktor  unterscheiden.  Folgende  Tabelle,  welche  sich  bei 
Liversion  von  20 "/o  Zuckcrlösung  bei  Gegenwait  von  0,5  normaler 
^rilchsäure  und  einer  Temperatur  von  25 ''  ergab,  zeigt,  wie  gut  die 
Uebereinstimmung  zwischen  Theorie  und  Beobachtung  ist. 

t  in  Minuten  log 

t         a  —  X 

1435  0,2348 

4315  0/2359 

7070  0,2343 
113ß0                                 ,    0,2310 

14J70  0,2301 

10935  0.2316 

19815  0^2291 

29925  0,2330 

Im  Mittel       0,2328 

Interessante  Beispiele  für  Vorgänge,  die  einer  monomolekularen 
Reaktion  entsprechen,  liefert  der  Zerfall  der  Lysine  und  allgemein 
der  Substanzen,  mit  denen  sich  die  iSerumtherapie  beschäftigt. 
Madsen  und  Famulener  verfolgten  die  Abschwächung  von 
Vibriolysin  bei  28 "C.  Die  hänujly tische  Kraft  einer  Vibriolj^sin- 
lösung,  die  sich  in  einem  Thermostaten  befand,  wurde  nach  ver- 
schiedenen Zeiten  t  gemessen.  Die  Menge  des  noch  vorhandenen 
(nicht  zersetzten)  Vibriolysins  wird  dieser  gemessenen  hämolytischen 
Kraft  der  Lösung  direkt  proportional  angenommen.  Bezeichnet  man, 
ähnlich  wie  oben,  mit  n  die  zur  ^  =^  0  vorhanden  gewesene,  mit  x  die 
zur  t  bereits  zersetzte  Lysinmenge,  so  stellt  a  —  x  die  zur  Zeit «  noch 
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vorhandene  Menge  des  Lysins  dar  und  die  Annahme  einer  niono- 
moleknlaren  ßeaktion  führt  zur  Differentialgleichung: 

dx       , . 

dt       ^^''-""^ 

wobei  k  eine  Konstante  ist,  die  aus  den  Beobachtungsdaten  —  ähnlich 
wie  die  Konstante  der  Rohrzuckerinversion  —  berechnet  werden  kann. 
Das  partikuläre  Integral  dieser  Dift'erentialgleichung  welches  für  t  —  0 
den  Wert  a;  =  0  annimmt,  ist  durch  die  Formel  (5)  gegeben.  Dieselbe 
kann  in  der  Form  geschrieben  werden: 

—  kt  /rj. 

a  —  X  ■--  ae  ...{() 

Sie  stellt  die  zur  Zeit  t  noch  vorhandene  Lysinmenge  als  Funktion 
der  Zeit  dar.  Nachdem  man  die  Konstante  ^•  —  wie  oben  —  berechnet 
hat.  kann  man  den  Ausdruck  (7)  für  verschiedene  Zeiten  t  auswerten 
und  die  berechneten  Werte  mit  den  beobachteten  vergleichen.  Auf 
diese  Weise  hat  sich  für  die  Zersetzung  von  Vibriolj'sin  bei  48"  C 
folgende  Tabelle  ergeben: 

Zeit  in  Minuten        (a  —  x)  beobachtet        (a  —  x)  berechnet 

0  100  100 

10  78.3  83.2 

20  67,6  69,5 

30  59,3  57,9 

40  49,8  48,3 

50  40,8  40,4 

60  34,4  33.6 

70  25,1  28.1 

80  23,0  23.3 

Wie  man  sieht,  ist  die  Uebereinstiramung  eine  recht  gute.     Aehulieh 
verhält  sich  Tetanolysin,   wie  aus  folgender  Tabelle  hervorgeht: 
Zerfall  von  Tetanolysin   bei  53.5"  nach  Madsen  und  Famulener. 
t  in  Minuten        {a  —  x)  beobachtet        {a  —  x)  berechnet 
0  100  100 

2  70.9  69,5 

4  43,5  48,6 

6  27,1  33,6 

8  20,4  23,3 

10  14,9  16.2 

12  11,4  11.2 

Bimolekulare  Reaktionen. 

Ein  klassisches  Beispiel  für  eine  vollständige  bimolekulare 
Reaktion,  d.  h.  eine  Reaktion  bei  der  2  Molekeln  eine  wesentliche 
Aenderung  erleiden,  liefert  die  Verseifung  der  Ester.  Bringt 
man  etwa  Natron  mit  Aethylacetat  in  wässeriger  JÄ)Sung  zusammen, 
so  bildet  sich  allmählich  Aethylalkoliol  und  Natriumacetat;  die  Reaktion 
verläuft  also  nach  dem  Schema: 

a^Hr,-0-0-CJI,  +  NaOH  -  CH^-COO-Na  +  C^H,-OH 
"Aethylacetat  '  Natron       Natriumacetat     Aethylalkoliol 
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Sei  a  die  Anzahl  der  ursprünglich  vorhanden  gewesenen  Molekeln 
der  Base,  b  diejenige  des  Esters  in  1  ccm  Lösung,  x  die  Zahl  der 
nach  der  Zeit  t  bereits  umgesetzten  Molekeln  der  Base  (oder  des 
Natrons  —  es  werden  ja  genau  so  viele  Molekeln  der  Base  wie  des 
Esters  umgesetzt  — )  so  stellen  die  Differenzen  a  —  x  bzw.  h  —  x,  die 
Anzahl  der  zur  Zeit  t  noch  vorhandenen  (nicht  umgesetzten)  Molekeln 
der  Base  bzw.  des  Esters  dar.  Die  Anwendung  des  Massenwirkungs- 
gesetzes eigibt  dann  für  die  Reaktionsgeschwindigkeit  in  jedem 
Augenblick  die  Gleichung: 

^^.k-ia  —  x)-{b  —  x)  ...  (8) 

dt 

wo  k  eine  Konstante  bedeutet.  Dies  ist  wiederum  eine  gewöhnliche 
Diöerentialgleichuug  erster  Ordnung.  Ihre  Integration  liefert  als 
allgemeines  Integral  die  Funktion: 

a.C-b-e ^ 

WO  C  die  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Um  sich  zu  überzeugen, 
daß   diese  Funktion   in   der   Tat  die  Gleichung  (8)   befriedigt,   dift'e- 

rentiiere   man   den  Ausdruck  (9j  nach  t  und  setze  in  (8)  für   ,    den 

so  erhaltenen  Dilferentialquotienten,  für  x  den  Ausdruck  (9)  ein;  es 
wird  sich  dann  eine  Identität  ergeben.  Dem  Leser  wird  die  Durch- 
führung dieser  prinzipiell  einfachen,  wenn  auch  etwas  langen  Rechnung 
als  nützliche  Uebung  empfohlen.  Nachdem  die  Diiferentialgleichung 
allgemein  integriert  Avorden  ist,  handelt  es  sich  noch  um  die  Wahl 
des  passenden  partikulären  Integrals,  d.  h.  also  um  die  Bestimmung 
der  willkürlichen  Konstante  C.  Dies  geschieht  durch  die  Forderung, 
daß  zur  Zeit  t  -^  0  auch  x  =  0  sein  soll.  Setzen  wir  in  (9)  x  ^  0 
und  t-^0,  so  ergibt  sich: 

aC  —  b.i 


Daraus  folgt: 


0  =  T.irT  •■•(">' 


aC  =  b,  oder  C  ...  (11) 


(Damit  die  rechte  Seite  von  (10)  einen  Sinn  hat.  muß  noch  allerdings 
vorausgesetzt  werden,  daß  C  —  1  4=  0  d.  h.  C  4=  1  oder  —  nach  (11)  — 
b^a  ist.)    Setzt  man  in  (9)  für  O  den  Wert  (11)  ein,  so  resultiert: 

2  g(a-b)kt 

x^ab-- ^^3^,  .  .  .  (1-2) 

0  —  ae 

Dies  ist  dasjenige  partikuläre  Integral  von  (8),  welches  für  t  —  0  den 
Wert  X  -^  0  annimmt.  Um  die  experimentelle  Prüfung  dieser  Formel 
zu  erleichtern,  biingt  man  sie  noch  zweckmäßigerweise  mittels  folgender 
[Umformungen  auf  eine  andere  Form.  Durch  Auflösung  der  Gleichung  (12) 
nach  e'"^'"*'  geht  hervor: 

e  ^-y-L         ,  •  ■  •  (1^51) 

a{b  —  X) 
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Nimmt  man    beiderseits    den   natürlichen  Logarithmus,  so  resultiert: 

^a-h)kt      In^i?""^^  ...(12b) 

aih  —  X) 

oder 

,  11,    h(a  —  X) 

k^-  .      -In  -j- \  .  .  .  (13) 

a  —  0    t         a  (0  —  x) 

Dei-  Verg-leich  der  Formel  mit  den  Beobachtungsdaten  geschieht  nun 
ganz  ähnlich,  wie  es  bei  den  monomolekularen  Reaktionen  gezeigt 
wurde.  Es  werden  zu  verschiedenen  Zeiten  t  die  zugehörigen  Mengen  x 
gemessen  und  jedesmal  der  Ausdruck  (13)  gebildet.  Verläuft  die 
Reaktion  wirklich  bimolekular,  so  muß  dieser  Ausdruck  für  ver- 
schiedene Zeiten  t  denselben  Wert  ergeben.  Für  die  Verseifung  von 
Xatron  bei  10"  C  ist  folgende  Tabelle  gefunden  worden: 
t  (in  Minuten)  Ausdruck  (13) 

4.89  2,36 

10;37  2.38 

28,18  2.33 

Die  üebereinstimmung  ist  also  sehr  gut. 

Waren  von  den  zwei  Komponenten,  die  an  der  Reaktion  teilnehmen, 
ursprünglich  chemisch  äquivalente  Mengen  vorhanden  waren,  dann  ist 
ah  und  die  Differentialgleichung  (8)  nimmt  die  einfachere  Gestalt: 

,  ^  k-{a  —  X)-  .  .  .  (14) 

an.  Da  die  Ditterentialgleichung  il)  unter  der  Voraussetzung  a  4=  & 
integriert  worden  ist.  so  muß  die  Differentialgleichung  (14)  selbständig 
behandelt  werden.    Ihre  Integration  liefert: 

x-^a_^-L_^  ...,15, 

wo  C  die  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Daß  die  Funktion  ilöi 
in  der  Tat  das  allgemeine  Integral  von  (14)  ist,  wird  leicht  bewiesen, 
indem  man  die  Gleichung  (15)  differentiiert: 

~di''  ikt-{-C)-  •  •  •  ^^^^ 

und  in  (14)  für   ,    den  Ausdruck  (16),   für  x  den  Ausdruck  (15)  ein- 
dt 

setzt,  woraus  die  Identität: 

1 


^kt  +  C)-'-'" 


«-r-iL-f+c 


17) 


resultiert.  Um  noch  das  allgemeine  Integral  den  Versuchsbedingungen 
anzupassen,  verlangen  wir.  daß  für«  0  auch  x  0  sei.  Dies  in  (15) 
eingesetzt  ergibt: 

0       a—  \   oder  C       ^  .  .  .  (I81 

C  (i 

Dasjenige  partikuläre  Integral.  Avelches  für  f  0  den  ^^'ert  x  0  an- 
nimmt, lautet  also 

1  .  a-kt 

x  =  a —  .     oder  x  ^ -r— — ,-  ...  (19) 
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Dieses  wird  nocli  zweckmäßiger  auf  die  Form: 

k=].    ,-^-  .  .  .  (20) 

«febracht. 

Ein  Beispiel  für  eine  Reaktion,  die  in  Wirklichkeit  fünfmolekular 
ist,  die  aber  so  verläuft,  als  ob  es  sich  um  eine  bimolekulare  handeln 
würde,  bildet  die  Zersetzung  von  Tetanolysin  durch  Pep- 
ton.*) die  durch  Madsen  und  Wal  b um  studiert  worden  ist.  Er- 
wärmt man  ein  Gemisch  von  Tetanolysin  und  Pepton  auf  36"  C,  bringt 
dasselbe  in  ein  Wasserbad  von  derselben  Temperatur  und  bestimmt  seine 
hämolytische  Kraft  zu  verschiedenen  Zeiten,  so  stellt  sich  heraus,  daß 
dieselbe  mit  der  Zeit  abnimmt.  Eine  quantitative  Untersuchung-  des 
zeitlichen  Verlaufes  dieses  Prozesses  und  seiner  Abhängigkeit  von  der 
ursprünglichen  Konzentration  des  Pepton  läßt  den  Schluß  zu,  daß  es 
sich  um  eine  chemische  Reaktion  handelt,  die  nach  dem  Schema  ver- 
läuft: Zwei  Tetanolysinmoleküle  -j-Drei  Peptonraoleküle  =  Lysinpepton- 
verbindung.  Bezeichnet  man  mit  Cr  die  jeweilige  Konzentration  des 
Lysins  in  der  Lösung,  mit  Cp  diejenige  des  Peptons,  so  ergibt  die 
Anwendung  des  Massenwirkungsgesetzes  für  diese  Reaktion: 

Reaktionsgeschwindigkeit  =  ^- (Cr) --(C^)-'  .  .  .  (21) 

Nun  ist  aber  die  Lysinpeptonverbindung  sehr  unstabil  und  zersetzt 
sich  sehr  rasch  unter  Zerstörung  des  Tetanolysins  und  Rückbildung 
des  Peptons.  Infolgedessen  bleibt  die  Konzentration  des  Peptons  im 
Verlaufe  der  Reaktion  merklich  konstant  und  man  kann  das  Produkt 
k{Cp)''^  in  eine  neue  Konstante  K  vereinigen: 

K  =  Jc.{Cp}^  ...(22) 

Bezeichnet  man  mit  a  die  urs])rüngliche  und  mit  x  die  zur  Zeit  t 
bereits  zersetzte  Lysinmenge  (pro  1  ccm  der  Lösung),  so  ist  Cr  =  a  —  x 
und  (21)  ergibt  die  Differentialgleichung: 

^|  =  Ä.(«-x)^  ...(23) 

Sie  ist  genau  von  der  Form  der  Differentialgleichung  (14),  nur  ist  an 
Stelle  des  k  das  A'  getreten.  Dasjenige  partikuläre  Integral  der 
Differentialgleichung  (23),  welches  für  ^  =  0  den  Wert  x  =  0  annimmt, 
ist  somit: 

Mittels  der  Formel 

K=].       "^    -  ...  (25) 

t    a[a  —  x) 

kann  man  wie  oben  aus  den  Beobachtungsdaten  das  A  (bzw.  einen  Mittel- 
wert für  K)  berechnen.  Madsen  und  Walbum**")  haben  folgendes 
gefunden.  Ka  wurde  eine  Lösung  von  2  g  Witte-Pepton  in  100  ccm 
Wasser  und  eine  zweite  von  2%  Tetanolysin  in  physiologischer 
Kochsalzlösung  dargestellt.  Drei  Versuchsreihen  wurden  ausgeführt, 
indem  zu  4  ccm  der  Lysinlösung  einmal  0,15,  dann  0,20  und  schließlich 


*)  Sv.  Arrhenias,    Immunochemie  S.  61. 
**)  Madsen  und  Wal b um.   Zentralblatt  für  Bakteriologie.  27  (1905). 


i 


XIII.   Mathematische  Behandlung  naturwissenschaftlicher  Probleme. 


187 


0.25  ccm  der  Peptonlösung-  zugesetzt  wurden.  Aus  den  Beobachtungs- 
daten ist  ausgerechnet  worden:  ^1=  0,0062.  A'2  =  0.0147  und  A'.,  = 
0.0285,  wo  Ä',,  A'o.  A'.,  die  auf  die  drei  Reaktionen  sich  beziehenden 
Geschwindigkeitskonstanten  bedeuten.  Benützt  man  für  Aj,  K.^.  K.^ 
diese  Werte,  so  kann  man  vermittels  der  Formel  (24)  die  zu  irgend- 
einer Zeit  t  noch  vorhandene  Lysinmenge  {a  —  x)  berechnen  und  mit 
den  tatsächlich  beobachteten  "\^'erten  vergleichen.  Auf  diese  Weise 
hat  sich  für  die  drei  Versuchsreihen  folgende  Tabelle  ergeben: 


I 

0.15  ccm 
Pepton  zuges 

etzt 

II 
0.20  ccm 
Pepton  zuge 

setzt 

III 
0,25  ccm 
Pepton  zugesetzt 

t  in 

Stunden 

0.5 

1 

2 

4 
6 
8 

a — X 

beob. 

47.7 

.39.7 

30.3 

22.3 

18.1 

17.0 

a — X 

bei-. 

47.7 

41.4 

33,0 

23.4 

18.1 

14.8 

t  in         a—x 

Stunden     beob. 

0.5         41.6 

1  30.3 

2  20.0 
4            12.2 
6              9.6 
8              8,0 

a — x 
ber. 
41.6 
31.5 
21,5 
13.5 
9,7 
7,5 

t  in 
Stunden 
0.5 
1 
2 
4 
6 
8 

a — X     a—x 

beob.     ber. 

35.2      35.2 

22,0      23.4 

13,0      14.0 

6,0        7,8 

5,3        5.4 

3,8        4.1 

Die 

Uebereinstimmi 

ing  ist  eine  recht  befriedigende. 

Da 
A.^Ä". 

nach (22 

(0,25)^=. 

)  K  =  l 
Für  Aj 

•Cp^.  so  müßte  A\  =  Z; 
hat  sich  ergeben  K^  = 

(0,15i^  A2  =  ^••(0.20)^ 
=  0,0062;  daher  ist 

0-0062 

(0-151=^~ 

[•833 

Nachdem  nun  h  bekannt  ist.  kann  man  A.,  und  A.,  nach  der  Formel 
K  =  k-Cp^  berechnen  und  mit  denjenigen  AVerten  vergleichen,  die 
sich  direkt  aus  den  Beobachtungsdaten  ergeben  haben.  Auf  diese 
Weise  findet  man: 


nach  der  Formel  K^=Jc-Cp^ 
direkt  aus  den  Beobachtungfsdaten 


A., 

0.0147 
0.0147 


0,0285 
0.0288 


Also  findet  man  auch  in  dieser  Beziehung  die  über  den  Verlauf 
unseres  Prozesses  aufgestellte  Hypothese  bestätigt.  Selbstverständlich 
ist  damit  noch  nicht  bewiesen,  daß  die  Einwirkung  von  Pepton  auf 
Tetanolysin  rein  chemischer  Natur  ist.  Es  ist  bloß  gezeigt  worden, 
daß  die  Zersetzung  von  Tetanolysin  durch  Pepton  so  vor  sich  «eht. 
als  ob  es  sich  um  eine  chemische  Reaktion  der  beschriebenen  Art 
handeln  würde. 

Ganz  ähnlich  lassen  sich  tri-  und  mehrmolekulare  Reaktionen 
behandeln,  jedoch  wollen  wir  die  Diskussion  derselben  auf  ein  späteres 
Kapitel  verschieben,  wo  wir  bereits  im  Besitze  von  Methoden  znr 
Integration  der  Diff'erentialgleichungen  sein  werden.  Dort  werden  wir 
auch  sehen,  wie  mitunter  die  mathematische  Analyse  einer  Reaktion 
einen  tieferen  p]inblick  in  den  Mechanismus  derselben  gewähren  kann. 


Zweiter  Teil. 


Integralrechnung. 


I.   Die  OruiKlformelu  der  IiitegralrechnuiiiA. 

XacMem  wir  in  den  zwei  letzten  Kajtiteln  des  ersten  Teiles  ge- 
sehen haben,  daß  manche  wichtige  natnrwissenschaftliche  Probleme 
auf  Ditt'erentialgleichnngen  führen,  wollen  wir  nun  daran  gehen,  die 
Methoden  der  Integration  derselben  zn  entwickeln.  Zunächst  wollen 
wir  aber  die  Aufgabe,  die  wir  uns  stellen,  präzis  formulieren. 

Es  liege   eine   gewöhnliehe  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

^.    ..  y'  =K^^y)  . . .  (1) 

vor.     Eine  iunktion 

y  =  Fix)  .  .  .  (2) 

heißt  dann  ein  (partikuläres)  Integral  von  (1),  wenn  identisch 

F'{x)  ^  fix,  Fix))  .  .  .  (3.) 

m.  a.  W.  wenn  Fix)  und  F'ix)  in  (1)  für  y  und  y'  eingesetzt  die 
Gleichung  (1)  zu  einer  Identität  machen.  Wir  haben  gesehen,  daß 
eine  gewöhnliche  Ditferentialgleichung  erster  Ordnung  unendlich  viele 
partikuläre  Integrale  besitzt,  welche  alle  in  einem  Ausdruck 

y=^Fix,C)  ...(4) 

zusammengefaßt  werden  können,  wo  C  eine  willkürliche  Konstante 
(..Integrations konstante")  ist.  Den  Ausdruck  (4)  nennt  man 
das  allgemeine  Integral  von  (1).  Eine  gegebene  Differential- 
gleichung integrieren,  heißt  ihr  allgemeines  Integral  linden.  Dies 
ist  eben  die  Aufgabe  der  Integralrechnung  (im  weiteren  Sinne  des 
Wortes). 

Eine  spezielle  Klasse  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  bilden  die  vom  Tj'pus 

y'^fix)  ...(5) 

d.  i.  diejenigen,  bei  denen  auf  der  rechten  Seite  nur  die  unabhängige 
Variable  x.  nicht  aber  die  abhängige  y  vorkommt.  Die  Lehre  von 
den  Differentialgleichungen  vom  Typus  (5)  ist  die  ..Integral- 
rechnung- im  engeren  Sinne  des  Wortes.  In  diesem  und  den  zwei 
nächsten  Kapiteln  werden  wir  uns  ausscliließlich  mit  derselben  befassen. 
Die  Differentialgleichungen  vom  Typus  (5)  liaben  folgende  sehr 
bemerkenswerte  und  wichtige  Eigenscliaft:  Kennt  man  irgendein 
partikuläres  Integral  einer  solchen  Differentialgleichung,  so  kann  man 


I 
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—  auf  (-Jiund  des  jetzt  abzuleitenden  Satzes  —  sofort  das  allgemeine 
Integral  derselben  angeben. 

Es  sei  nämlich  2^] (a:)  ein  partikuläres  Integral  von  (5),  so  ist 
selbstverständlich 

F,'{x,      f[x)  ...  (6) 

Ist  F{x )  irgendein  anderes  partikuläres  Integral  von  (5 1.  so 
muß  auch 

Fix) -^  fix)  ...(7) 

Durch  Subtraktion  folgt  aus  (6)  und  (7) 

F'(x)  —  F,'{x)^^0 

oder  ^[Fix)-F,{x)]-^--0  ...(9) 

Nun  haben  wir  im  Kap.  XI  S.  142  den  Satz  kennen  gelernt:  Ist  die 
Ableitung  einer  Funktion  überall  gleich  Null,  so  kann  die  Funktion 
selbst  nur  eine  Konstante  sein.     Daher  folgt  aus  (9) 

F{x) — F^{x)  -  constans  .  .  .  (10) 

d.  h.  zwei  partikuläre  Integrale  von  (5)  können  sich  nur  um  eine 
Konstante  unterscheiden.  Daraus  resultiert  der  Fundamentalsatz 
der  Integralrechnung: 

Ist  Fjioc)  ein  partikuläres  Integral  der  Differential- 
gleichung fj'  /'{j'),  so  ist  F{oc,  C)  -  Fiidc)-{-C,  wo  C  eine 
willkürliche  Konstante  bedeutet,  das  allgemeine  In- 
tegral derselben. 

So  ist  z.  B.  für  die  Differentialgleichung  y'  =  2x  die  Funktion 

F^{x)  =  x-  ein  partikuläres  Integral  (weil  ja  F^'{x)  =  ^x^  =  2x  istj 

und  somit  nach  obigem  Satze -F(a;,  C)  Fi(x)  +  C  =  x^  +  C  das  all- 
gemeine Integral;  d.  h.  mit  anderen  Worten:  jede  Funktion  deren 
Ableitung  gleich  2x  ist,  läßt  sich  auf  die  Form  x"^  -\-  C  bringen 
(z.  B.  X'  -f  1,  a;2  +  2,  x-  -|-  3,  ...  indem  man  C  ==  1,  C  =  2,  C  --  3.  . . . 
setzt). 

Geometrisch  bedeutet  das  folgendes:  Die  zu  einer  Dilferential- 
gleichung  vom  Typus:  if  fix)  zugehörige  einfach  unendliche  Kurven- 
schar besteht  aus  lauter  Kurven,  die  durch  Verschiebung  in  der 
Richtung  der  y-Achse  gegenseitig  zur  Deckung  gebracht  werden 
können  (Fig.  99). 

Als  Aufgabe  der  Integralrechnung  im  engeren  Sinne  des  Wortes 
iiaben  wir  die  Integi'ation  der  Differentialgleichungen  vom  Typus 
y'  ~=  f{x)  bezeichnet.  Diese  Aufgabe  kann  auch  so  formuliert  werden : 
Es  sind  alle  diejenigen  Funktionen  F{x)  zu  finden,  deren  Ableitung 
F'{x}  gleich  fix)  ist.  Während  es  die  Aufgabe  der  Differentialrechnung 
war,  zu  einer  gegebenen  (primitiven j  Funktion  Fix)  ihre  Ableitung  zu 
finden,  wird  jetzt  das  Umgekehrte  verlangt:  zu  einer  gegebenen 
Ableitung  F'{oc)  ^  /(x)  die  primitive  Funktion  F{x)  z  u 
finden.  Man  sieht  also,  in  welchem  Sinne  die  Integralrech- 
nung als  Umkehrung  der  Differential  rechnung  bezeichnet 
werden  darf. 

Ist  Fix)  -  sin  X,  so  liefert  die  Differentialrechnung  die  Beziehung 
F'{x)  =^  f{x)  "  cos  X.  In  der  Integralrechnung  liegt  die  Funktion 
fix)  =  cos  X  vor   und   man   fragt   nach   denjenigen   Funktionen  Fix). 
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deren  Ableitung  (F'{x)  =^  f{x)  -^  cos  x  ist.  Die  Antwort  wird  uns  nicht 
schwer  fallen:  es  sind  dies  alle  diejenigen  Funktionen,  die  aus 
F\x,  C)  =  smx-{-C  dadurch  hervorgehen,  daß  man  der  Konstante  C 
irgendeinen  Wert  beilegt,  z.  B.  sin  x-\-  ö,  sin  x  +  '/o-  tis^'- 


C-1 


C-4 


Fig.  99. 


X'' 


Ist  ^(a;)  =  ^  so  liefert  die  Differentialrechnung:  F'{x) 


In 


der  Integralrechnung   wird   umgekehrt   nacli   denjenigen   Funktionen 

x^ 
gefragt,  deren  Ableitung  gleich  x*  ist.     Antwort:    -  +  G. 

o 

Die  zu  einer  gegebenen  Funktion  f{x)  zugehörige  primitive  Funk- 
tion  nennt  man   das   Integral   von  /{jo)   und   bezeichnet   es   mit 

dx.    So 


1  /'{x)  (Ix.    So  ist  also  nach  obigem    i  cos  x  (ia;  =  sin  a;  +  C,  I  x*dx  = 
+  C.    Die  Herkunft  und  Bedeutung  der  Zeichen  i    und   dx   vor 


x" 
5 


und   nach  f{x)   werden  wir   an    einer  späteren  Stelle  erklären.     Vor- 
läufig ist  die  Gleichung 


F{j^')=Jr{.r)tL 


als  o  eil  au  gleichbedeutend  mit  der  Gleichung 

F'{x)=/{x) 
anzusehen. 

Da  nun  die  Integralrechnung  eine  Umkehrung  der  Differential- 
rechnung ist,  so  kann  mau  jede  durch  die  Differentialrechnung  ge- 
lieferte Beziehung  in  eine  entsprechende  der  Integralrechnung  um- 
kehren. Im  nachstehenden  folgt  eine  kleine  Tabelle  solcher  Formeln: 
links  steht  jedesmal  eine  Formel  der  Differentialrechnung,  rechts  — 
die  entsprechende  der  Integralrechnung.  Der  Leser  wird  gut  tun, 
dieselben  auswendig  zu  lernen  (oder  wenigstens  einen  Teil  derselben), 
weil  dies  das  Rechnen  wesentlich  erleichtert. 

Salpeter,  Mathematik.    2.  Aufl.  13 
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Grundform  ein 
der  Differentialrechnung  d  e  r  I  n  t  e  g-  r  a  1  r  e  c  h  n  u  n  g 


X 


.l^^arctg.  =  ^_p-^, 


3.    f/f^o     =arctg.;>r-  +  C 

4.  f  aresin :r=_i=3  4.   f-^-^,   =arcsinar;  +  C 

5  f  ("C0sx)=sina;  5.    ^^\\\X(lx=  -  Q^o^x  ^  C 
dx  <•' 

6  -sinx       =cosx  0.   |cosa'^tL'jf;  =  sinx+ C 
aa;  «•/ 

7  l(_ctgx)=^-  7.   f-^^^        =-ctgÄ;+C 
o    itgx        =     ^         •  S.    f-^^     =tga'+C 

9     ^  ^-  =e^  9.    t(f(lx        =e^+C 

^  =ln(öC  +  l/fc'  +  flß-^)+  <:^ 


fk-  +  x- 

Nicht  nur  speziellen  Formeln  sondern  auch  allgemeinen  Sätzen 
der  Differentialrechnung  lassen  sich  entsprechende  der  Integral- 
rechnung an  die  Seite  stellen. 

Ist 

F (^x}  =  F,ix)  -^ F^ix)  -^ F,(x)  ^  .  .  .  ■^F.ix)  .  .  .  (1) 

und  bezeichnen  wir 

F'(x)  =  f{x),  F,\x)  =  f,(x),  F'._(x)  =  f^{x},  .  .  .  F,;{x)  =  Ux)     ...  (2) 
dann  besagt  die  Regel  über  die  Differentiation  einer  Summe,  daß 

/(x)=/i(x)+/2(x)  +  /3(a;)+   .  .  .  +/„(x)  ...  (3) 

Nun  folgt  aber  aus  (2)  und  aus  der  Definition  des  Integrals  — 

F(x)=  ff{x)dx,   F,{x)=p,{x)dx,   F,ix)=Jf,{x)dx, 

.,,F„(x)=  Cux)dx  ...  (4) 

und  daher  nach  (1) 

Cf{x)dx  =  j)y(x)dx  +tu^{x)dx  +  .  . .  +  pnix)dx         .  .  .  (5) 
Nach  (3)  ist   aber   der  links   in  (5)  auftretende   Integrand  (so  nennt 


f 


I.    Die  Grimdformelu  der  Integralrechnung.  195 

mau  nämlich  die  zu    iuteofiierende  Funktion)   irleidi   der  Summe  des 
lechts  auftretenden  Inteofranden: 

JUi(^^  +  /2(a;)  +  . . .  +  fn(x)]dx      j\(x)dx  +  ß_(x)dx  +  . . .  + 

+  jfn(x)dx  ...  (6) 

Daraus  resultiert  folgende  Integrationsregel. 

1  Regel.  Ist  fix)  /\i.ic)  + /-.(.r)  +  f,(x)  +  .  .  .  +  /„(x), 
so  ist 

ffioc)  (Ix     jMoe)dx+J/',ix)dx+jr,{x)dx  +  .  . .  +  f/„{x)f1x, 
oder  in  Worten: 

Eine  Summe  von  Funktionen  wird  integriert,  indem 
man  die  Summanden  integriert  und  die  Integrale 
addiert. 

Dieser  Satz  ist  nichts  anderes,  als  die  Umkehrung  der  Regel 
über  die  Differentiation  einer  Summe:   j-  [F^tx]  -\-  Fjx)  +  .   .   .  + 

Ist  nun 

.  F{x)  =  c-cP{x)  ...  (1) 

und  bezeichnen  wir 

F'{x)=f{x),  ^'(x)  =  (p(x)  .  .  .  (2) 

dann  besagt  die  2.  Differentiationsregel  (Zusatz  1  S.  46),  daß 

f(x)  =  c-cpix)  .  .  .  (3> 

Nun  folgt  aus  (2)  und  aus  der  Definition  des  Integrals 

F(x)=  jf{x)dx,  ^{x)  =  P(p{x)dx  .  .  .  (4> 

und  nach  (1)  ist  daher 

lf(x)dx=^c-  icp{x)dx  .  .  .  (5) 

Gleichung  (3)   sagt   aber   aus.  daß   der  linkerseits  in  (5)  auftretende 
Integrand  gleich  ist  c  mal  dem  rechterseits  auftretenden  Integranden: 

/  c  •  rp(x)dx  ^  c  •  I  (p(x)dx  ...  (6) 

Daraus  resultiert  die  zweite  Integiationsregel. 

2.  Rege].     Ist  /'{x)^r(p{x)  so  ist   l/{x)(ix      rl\p{x)(lx 

oder:  ein  konstanter  Faktor  kann  vor  das  Integrationszeichen  heraus- 
gehoben werden. 


IH* 
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Uehiiii^en. 

1.  l  rhung.     f(X)       a;-'4- •'■+!;     1  f[x)dx      ?  ~     I.ösiins»-.  Nacli  der 
t'i-sti'ii  lüuiulfonin'l  ist    l  x-dx      "  ,  ^  +  ^' i        .,  +^\;  ebenso   |  a;(?a; 

-  "^j'  +  ('.,.  il  -(/.r      /  a-"(/a;      J''^  '  +C3      a;  +  6\,  daher  /xa;"^+a;+l)rfa;  --. 
I  j-W.r+  I  a^<fa-+  I  1  ■dx=^ "..  +  .,  +  a;  +  (\  +  C^  +  C.j,  oder  wenn  man 

('1  -f  r^  +  C',,       ('  setzt.    / Aa;)rfa;       ^a;=^  +  \x-  +  x  +  C. 

2.  l  ebiuii;-.  f(x)      a^-^-]-a^x-]-a.,x--\-a^x■^-{- . . .  +  a„x"-^    if{x)dx  —  ?  — 

Lr.siin-.     / /(i;:t/a:      T'  +  r/„.T  +  ^;  a;-  +  "":;  x'  +  ""/  a;'  +  . . .  +    "*"    x" : '! 

4j;"'  +  2a;='  + a;— 1       /^,       , 
H.  l  el)uni^-.    fyX)  .,  ;   jf{x)dx      i  —  Losung'.   ,Ks 

1     '    1  /'*  »;■*+'  cc^+^ 

ist  /li-)      4a:''  +  2a;4-      —    „und  1  f{x)dx    ^4-  +2-  +lnx  — 

X        X~  fj  «J  ~r  J-  -1^  "T  i 

—     ^"''''     -f  C      a;^  +  a;'^  +  lna,+  ^    +  C. 

—  2  -7-  1  X 
^'•i  _i_  2;  —1—  1       /^ 

4.  rt'liunw-.   f[X)       '      '       ,_,      ;    j  fi^xßx      ?  —  Jiösung-.  Ksist/(a;)== 

i  ~r  X  fi 

a;(l  +  a;-)-rl  ,         1  .     i\      .         /'  j     ,    /''    dx  x'- 

1  +  x^         ^^  +  1  +  o;-  ^'">'^^j  AM^   j  ^^^+ j  iir^--2  + 

-^   arc  t.ü:  a;  +  C. 

5.  I  ebiing.    /la;)      2a: +  ;>  si  11  a;;  |/(a;j(^a;      ?—  Lösung".     lf{x)dx 

-  x'-  —  3  cos  X. 

1  +  \\~-  x'-      /* 
H.  Lebung.    /la;)  ;    jfixjdx?  —  Lösung.    Ks  ist /(a;) 

)  1  —  x-        J 

+  1   und   ij[X}dx      aic  sin  a;  +  a;  +  ^'. 
]1  — X-  -/ 

7.  ri'biiiig.     fix)       Ha;- +  tg'-' a;;     j  f{x)dx       ?   —  Lösung.     Ks  ist 

^   .,  sin-a;      1  -  cos-'a;  1  1     ^    v        .>.>-,     ,         1  , 

tg- a;  .,  .,  .,  1.  f{x)        ;]x-  —  1  +         .,       und 

cos-a;         cos-a;         cos-a;  '  COS  a; 

I  f[X)dx  =  x'-^  —  a;  +  tg  a;  +  f^- 

1  /•' 

8.  Tebuiig.     /ix)  ...  .,      ;    \  j{x)dx      ?  —  Lösung.    Es  ist 

sin-  X  cos-  X      fj       ^ 


1  sm- a;  + cos-a;         1       ,       1  ,  l,    .j      ^  ^       ,  n 

.,  .,    -f    .    .,    und  l/(x)rfa;=tga; — ctga;+C 


sin-xcos-x       sm- a;  COS""  a;       cos-x 


IL  Die  Teeliiiik  des  Integrierens. 

Wir  haben  bis  jetzt  unter  dem  Worte  ..Dilterentialquotienf   und 
dy 
dem  Zeichen  "  ,  —  ofenau  dasselbe  verstanden,   wie  unter  dem  ^^'orte 
dx" 

..Ableitun?"  und  dem  Zeiclien  ..f'{x)".  Insbesondere  haben  wir  den 
Zeichen  dy  und  dx  keine  selbständige  Bedeutung  beigemessen:  der 
..Ditterentialquotient"  war   als   Grenzwert   eines  Quotienten,  nämlich 

des  üitterenzenquotienten  definiert.  ^=/'(2;)  =  lim —,   selbst  iedoch 

dx      '  ^  -^   j^^^Jx'  ^ 

kein  wirklicher  Quotient  mehr. 

Das  Verhältnis  der  Differenzen  Jy.  Jx  konvergiert  zwar  gegen 
einen  bestimmten  Grenzwert,  wenn  Jx  und  Jy  gegen  Null  konver- 
gieren,  aber  das  Verhältnis  der  Grenzwerte  von  Jx  und  Jy  erscheint 

in  der  unbestimmten  Form      .  hat  also  keinen  Sinn.    M.  a.  W.:  bei 

Jy 
<ler  Operation    lim     -^  ist  zunächst  die  Division  und  dann  der  Grenz- 

Übergang  auszuführen,  während  die  umgekehrte  Eeihenfolge  (zunächst 
Grenzübergang  und  dann  die  Division)  zu  gar  keinem  Eesultate  führt. 
So  ist  es  zu  verstehen,  daß  der  Differentialquotient  —  seiner  Delinition 
gemäß  —  zwar  der  Grenzwert  eines  Quotienten  ist,  selbst  jedoch 
kein  Quotient  mehr. 

\A  ir  wollen  nun  zeigen,  wie  man  den  Zeichen  dx,  dy  selbständige 
Hedeutuug  beilegt,  indem  man  sie  als  ..Differentiale"  definiert, 
und  sodann  auch  den  ..Differe  ntialquotienten"  als  einen 
wirklichen  Quotienten  von  ..Differen  tialen"  ansieht.  Daß 
wir  dies  erst  jetzt  tun,  hat  seinen  guten  Grund  darin,  daß  der  Be- 
griff des  „Differentials"  in  der  Differential-  und  Integralrechnung  im 
Prinzip  überflüssig  ist.  Wir  haben  ja  in  der  Tat  die  Grundlagen 
derselben  allein  mit  Zuhilfenahme  des  Begrittes  des  Grenzwertes  ge- 
wonnen. Dieser  Umstand,  daß  nämlich  der  Be^rifi"  des  Ditterentials 
bloß  ein  Hilfsbegriff  ist.  wiid  nicht  immer  genügend  hervorgehoben, 
was  mitunter  zur  Folge  hat.  daß  z.  B.  Metajihysiker  —  durch  die 
Nomenklatur  irregeführt  —  in  den  ..Differentialen"  das  Wesen  der 
„Differentialrechnung"  erblicken  wollen  und  hierbei  selbstverständlich 
auf  Irrwege  geraten.  ^^) 

Daß  wir  aber  diesen  Begritt"  überhaupt  einführen,  findet  seine 
Rechtfertigung  erstens   in  Gründen  traditioneller  Natur,  zweitens  in 


*)  Man  vergleiche  (Vsäro,  Als^ebraische  Analysis.  S.  r)01. 
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tlom  rmstaiidc.  daLi  dvv  ..  1  >itr('ieiitial"bejiTilt'  bei  der  Technik  des 
Inteiiriereiis   i^ewisse  allerdings    rein    foiniale   —  Vorteile   bietet. 

Die  Oekonüinie  des  Denkens  führt  /um  Bestreben  möglichst  viele 
Keehenarten  zu  nahezu  rein  niechanisehen  Operationen  zu  machen, 
weil  ja  dadurch  viel  Mühe  und  Zeit  erspart  wird.  Zur  Mechani- 
sierung des  Integrierens  trägt  nun  —  wie  wir  gleich  sehen  werden 
—   die  Kinluhrung   des    Hegritt'es    des  ..Ditterentials"  wesentlich   bei. 

Ist  //  eine  Funktion  V(»n  .r,  //  /(>:).  so  definieren  wir:  Das 
DiltCreutial  <l.»'  der  unabhängigen  Veränderlichen  x  ist 
ein  I)  i'  1  i  e  b  i  g  e  r  ' )  Z  u  w  a  c  h  s  d  e  r s  e  1  b  e  n.  D  a  s  D  i  ffe  r e  n  t  i  a  1 
////  der  abhängigen  Veränderlichen  //  ist  g-leich  dem 
P"r  0  d  u  k  t  e  a  u  s  d  e  r  A  b  1  e  i  t  u  n  g  /''(•*')  "  "  «i  fl  *' '«  1^  i  ^  ^  ^'  r  e  n  t  i  a  1  e 
ff.i:  (ff/      /'{.»■)  f/.r.     ) 

Aus  der  Definitii)nsgieichung  des  Ditterentials  dy  geht  unmittel- 
liar  die  Gleichung  hervor: 

f^^f'(x)  .  .  .  (1) 

dx 

in  Wurit'ii:  der  (^»ui»tient  der  ..Ditferentiale"  (///  und  dx  ist  gleich  der 
-Ableitung  l\x),  wobei  also  diesmal  der  Bruchstrich  auf  der  linken 
Seite  der  Gleichung  (1)  eine  wirkliche  Division  andeutet.  Mau  sieht 
nun.  (laß  die  Ditterentiale  dx,  dy  ad  hoc  so  definiert  worden  sind, 
damit  ihr  (Quotient  der  (ganz  unabhängig  von  ihnen  definierten)  Ab- 
leitung (öder  dem  ..Differentialquotienten"  im  bisherigen  Sinne  des 
Wortes)  gleich  sei. 

Das  ^\'ort    ..Dilferenliakiuotienf    kann   also   eine   zweifache   Be- 

dcutunu  haben:  Erstens  als  eine  andere  Bezeichnung  für  die  Ableitung 

i   ,  ,        .  ,•      /(a;  +  ^0  —  i(x)\  -x  1       •        -1 

also  iür  den  (Jienzwert    hm  ,  .  zweitens   als  ein  wirk- 

licher  Quotient  der  Ditferontiale  dx.  dy,  Jedoch  setzt  diese 
zweite  Auffassung  den  Begriff  der  Ableitung  (oder  des 
I)itfereiitiah|Uotienten  im  ersteren  Sinne)  voraus.  Wir  heben  dies 
deshalb  besonders  hervor,  weil  der  Wortlaut:  „Ditferentialquotient" 
dt'ii  falschen  Gedanken  suggeriert,  als  ob  die  „Ditterentiale"  dx,  dy 
(ia>  Pi  iiuärc.  und  der  Quotient  derselben  das  Sekundäre  wäre.    Daher 

wäre  doli,  wo  man  den  (irenzwert  lim  /  versteilt,   der 

'reiniiinis  ...Ableitung"  dem  ,.l)iiferential([uotienlen"  entschi(!den  vor- 
zuziehen; es  sind  dies  nur  (Tiünde  mehr  historischer,  als  sachlicher 
Natur.  di<'  für  das  Beibehalten  des  Ausdruckes  ,.Differentialquotient,. 
.sprociieii. 

Wii-  wollen  nun  den  Beariff  des  Ditterentials  geometrisch  deuten. 
In  Fig.  100  ist  die  Funkti(jn  //       j[x)  grai)hisch  dargestellt,     i^'ixieren 

*)  Wir  betdiicn  ilas  W'urt  ..lieliebig"  in  dieser  iJetiiiition.  Der  Leser,  der 
vielleicht  wcbou  ir;,'eiidvvi)  mit  rlen  /eichen  '/.' .  dy  m  Beruh ruiifij  f>eküiiiinen  ist,  wird 
wahrscheinlich  {^eiieiijt  sein  anzunehmen,  rinli  dr,  dy  durchaus  „kleine"  oder  „sehr 
kleine"  (JröLien  sein  müssen  JJeifif^ei^renüher  sei  hervoryehoben,  daU  es  wohl  in  der 
J'hysik,  »'hemie  usw.  einen  Sinn  liat,  von  ,.selir  kleinen"  (irötlen  zu  reden,  nicht  aber 
in  der  Mathematik.  L»a  '/./■  heliehif^-  ist,  so  kann  es  sowohl  sehr  klein,  wie  auch 
sehr  ijroL  ant,n;iiriinmen  werden. 

**i  Während  d.r  beliehif^  war.  \stdy  vermuy'e  di-r  Oetinitionsgleichuni^  ^Z?/=/''(.x)f/.' 
durch  das  dj-  bereits  Ix'stiniint  Dem  '///  <,'ei^eniiber  sjiielt  das  (i.r  die  Kolle  einer 
unabh  an  ((if^en  Veränderlichen    (wo   also  di/  die    abhänj^ig-e  Veränderliche   ist). 
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wir  irgendeinen  Punkt  P(x,  y)  der  Bildkurve  und  zieiien  in  ihm  die 
Tangente  (wobei  natürlich  tg  a  f'ix)  ist).  Legen  wir  durch  P  eine 
zur  X-Achse  parallele  Gerade   und  tragen   auf  ihr  den  willkiirlichen 

MP' 

Zuwachs  dx  =  PM  von  x  auf,  so  ist  MP":=dy;  es  ist  ja    „^  =  tga 

also  MP'  =  PM  .  tg  a  =  (^x  .  f'(x)  und  daher  nach  der  Definitions- 
gleichung des  Differentials  der  abhängigen  Variablen  —  MP"  gleiche??/. 
—  Der  Zuwachs,  den  y  erfährt,  wenn  x  um  dx  wächst,  ist  gleich 
Jy  =f{x  +  dx)  —  f{x)  '  MP',  deckt 
sich  also  nicht  mit  dem  Differentiale 
dy.  Das  Differential  fit/  be- 
deutet vielmehr  den  Zuwachs, 
den  (/  erfahren  würde,  wenn 
d  i  e  S  t  e  i  g  u  n  g  d  e  r  K  u  r  v  e  von  JP 
bisP'  dieselbe  bliebe,  wie  sie 
i  n  P  w  a  r  ( m.  a.  W.  wenn  man  das 
Kurvenstück  PP'  durch  die 
Tangente  der  Kurve  in  P  er- 
setzen würde). 

Um    die    Ideen    zu    fixieren,    betrachten 

■wir    etwa    die    Funktion    y  =  f^x)  =  2x-    im 

Punkte  a;  =  1,  2/ =  2:    dort  ist   f'(x)  =  4x  =  4, 

daher  dy  =  Adx.     Wählen   wir   etwa  dx  =  1. 

so  ist  rf?y  =  4,   während  der   wirkliche  Zuwachs   von  y  gleich  Jy  =  f{l  +  l]  —  /"(!)  = 

=  2(2^  —  1^)  =  6  ist;  der  prozentuale  Fehler,  den  man  begehen  würde,    wenn  man  die 

6  —  4 
g-  =  33-3«/o. 

f{l+00l)-fl)  = 

1)=0  0402;  hier  wäre  der  prozentuelle  Fehler  gleich  100 "  ~- = 

ü"0402 

Au  diesem  Beispiele  sieht  man,  dal»  der  Fehler 


Fijr.  100. 


Parabel  durch  ihre  Taugente  ersetzen  würde,  wäre  hier  gleich  IGO 
Setzt   mau   aber  z.  B.    dx  =  001 .   so   ist   dy  =  0 04   und   Jy 
=  2(101'^ 
200 
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also  nicht  einmal 


den  man  begeht,  wenn  man  dy  an  Stelle  des  wirklichen  Zuwachses 
von  jf  setzt  —  wie  dies  z.  B.  in  der  Physik  oft  geschieht  —  um  so  kleiner  ist. 
je  kleiner  das  tfx  genommen  wird.  DaG  dies  ganz  allgemein  gilt,  werden  wir  in 
einem  späteren  Kapitel  („Ueber  Taylor'sche  Reihenentwicklungen")  beweisen. 

Aehnlich  wie  das  Differential  einer  Funktion  von  einer  Variablen, 
wird  das  Differential  e  i  n  e  r  F  u  n  k  t  i  o  n  v  o  n  z  w  e  i  V  a  r  i  a  b  1  e  n 
definiert.  Ist  z~f{x,y)  so  sind  die  Differentiale  dx.  dy  willkürliche 
Zuwächse  von  x,  y  und  das  Differential  dz  der  abhängigen  Variablen 
gleich  dz=^fx{oc,jj)  dx  +  f'p{jiy  t/)  dt/  .  .  .  (1) 

Man  nennt  auch  das  Differential  dz  das  ..totale  Differential*' 
von  z.*) 

.^uch  hier  deckt  sich  nicht  das  Differential  dz  mit  dem  Zuwachse  -/z.  den  : 
erfährt,  wenn  x  um  dx  und  y  um  dy  wachsen.  Es  ist  ja  nach  dem  Mittelwertsatze 
Jz  =  fix  +  dx,  y+  dy)  —  fix.  y)  ^fx{^  +  ^dx,y-\-  dy)dx  +  fy  (x,  y  +  »•dy)dy  .  .  .  (2) 

Wo  d-  und  •9''  echte  Brüche  sind.  —  .\ehnlich  wie  früher,  könnte  man  auch  jetzt  au 
Beispielen  zeigen,  daß  der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  <lz  an 
Steile  von  _/.~  setzt,  um  so  kleiner  ist,  je  kleiner  (f.i-  u n d  dif  «renommen 
werden. 


*)  Man  könnte  nämlich  die  Produkte  fj-{x,  y)dx.  /'v(x-,  y)dy  die  ..partiellen 
Differentiale"  von  z  nennen;  dann  wäre  das  „totale  Differential"'  gleich  der  Summe 
der  partiellen. 
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Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  definiert:  Es  ist  F{x)'-^    i  f{x)dx, 

wenn  F'{x)  ^- f{x)  ist.  Hierbei  kann  man  das  Zeichen  dx  als  eine 
Andeutung  auffassen,  daß  x  diejenige  Variable  ist,  nach  der  die  ge- 
suchte Funktion  F{x)  ditferentiiert.  die  vorgelegte  Funktion  f{x)  geben 
soll.  Solange  nur  die  eine  unabhängige  Variable  x  vorkommt,  wäre 
eine  solche  Andeutung  nicht  besonders  wichtig  (und  man  hätte   sich 

eventuell    mit    einer  Schreibweise     if(x)    anstatt    jf{x)dx   begnügen 

können);  führt  man  aber  eine  neue  Zwischenvariable  t  ein,  die  gegen- 
über X  die  Rolle  der  abhängigen,  dagegen  gegenüber  F  die  Rolle  der 
unabhängigen  Variablen  spielen  soll,  so  ist  diese  Andeutung  niciit 
mehr  überflüssig.     Es   sei   beispielsweise  i^(a;)  =  sin  2a; ;   es  ist   dann 

F'{x)  =  fix)  =  2  •  cos  2x  und  daher   |  f(x)  dx  --=^  /  2  •  cos  2»  •  <?»  =  sin  2x. 

Setzen  wir  nun  2x      t,  so  wird  F{x)^smt  und  f{x)  =  2-coat.     Nun 

ist    /  cos  t  dt  —sin  t  und   daher   l  f(x)-dt  =  j  2  •  coh  t  -  dt  =^2  sin  t  -- 

=  2- sin  2a;.     Wir  haben  also: 

.  l  f(x)  dx      sin  2a; 
dagegen 

if{x)dt       2 -sin  2a;. 

Es  sind  demnach  die  Integrale  jf{x)dx  und  l  f{x)dt  durchaus  ver- 
schieden, was  ja  eigentlich  selbstverständlich  ist.  So  wie  es  nicht 
gleichgültig  war,  ob  wir  F{x)  nach  x  oder  nach  t  difterentiieren,  so 
ist  es  auch  nicht  gleichgültig,  ob  wir  f(x)  nach  x  oder  nach  t  in- 
tegrieren. Wir  haben  in  der  Ditferentiah-echnung  die  Regel  über  die 
Difterentiation  einer  Funktion  von  einer  Funktion  aufgestellt: 

dF^dF    dt 

dx       dt    dx  •  •  •      ) 

und  können  nun  eine  analoge  Regel  der  Integralrechnung  ableiten. 
Aus  der  Deftnition  des  Integrals  folgt: 

^J..F  ...(2) 

dt 


somit 


/ 


Aus  (1)  ergibt  sich  aber 


i'dF  ,  PdF  -, 

Jdx^''-J   dt^  •••(^> 

dF       dF    dt 

dt       dx  'dx 

Nun  ist  unter  gewissen,  im  Kapitel  VI  des  ersten  Teiles  formulierten 

rif 

Bedingungen  fdaß  nämlich   im    betrachteten  Intervalle   ,      von    Null 
verschieden  sei; 
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und  daher 


dx      dt 

dF      dF   dx 

dt        dx    dt 


(7) 


dF 
Setzen  wir  den  Ausdruck  (7)  für         in  (4)  ein.  so  erhalten  wir,  wenn 

dF 

wir  ^— ^= /(aj)  setzen,  die  für  die  Praxis  äußerst  wichtige  Sub- 
stitutionsregel: 

ß{x)dx^Jf{x)-^^-dt,  ..  .(8) 

die  wir  noch  deutlicher  folgendermaßen  ausdrücken  wollen: 
3.  Rege].     Wird  oc  ^  (p{t)  gesetzt,  so  wird 

p-(oc)  ihr     Jn<p{t)) .  (p'{t) .  fit. 

Beispiel.     Es  wird  nach  dem  Integral    /  a;- sin  x'^-rfa;  gefragt.  Wir 

substituieren : 

x-  =  t 

dx dt        1 

dt         '  dx      2»' 
somit  nach  der  Substitutionsregel: 

I  xiiin  x'-dx=^  I  X  sin  x--^  -dt  =^  ^  i  sin  t  ■  dt  - 
=  C  —  ^  cos  t  ^=C  —  I  cos  X-. 

In  Gleichung  (8)  unterscheiden  sich  beide  Seiten  nur  dadurch 
voneinander,  daß  links  das  Zeichen  dx,  rechts  die  Ableitung  von  x 
nach  t  und  das  Zeichen  dt  stehen.  Fassen  wir  nun  dx  als  das 
Ditterential  der  Variablen  x  auf  (u.  zw.  der  von  t  abhängigen 
Variablen),  so  wird  laut  Definition  des  Differentials  einer  abhängigen 
Variablen : 

dx  =:  (p'{t)  ■  dt. 
wobei   wieder  dt   das  Differential   der   unabhängigen  Variablen  t  be- 
deutet.    Wir  hätten  also  die  Formel  (8)  auch   mit   einem  Schlag  er- 

lialten  können,  wenn  wir  das  Zeichen  dx  im  Symbol    I  f{x)dx    nicht 

bloß  als  konventionell,  sondern  als  ein  Differential  aufgefaßt  hätten. 
Allerdings  wäre  ein  derartiges  Verfahren  dujch  gar  nichts  begründet 
gewesen.  Der  Beweis  der  Formel  (8)  liegt  einzig  und  allein  in  der 
sinngemäßen  Anwendung  der  Regel  der  Differentiation  einer  Funktion 
von  einer  Funktion.  Nachdem  wir  nun  aber  gesehen  haben,  daß  die 
Auffassung  des  dx  als  „Differential"  im  Sinne  der  früher  gegebenen 
Definition  nicht  zu  falschen  Resultaten  führt,  steht  dieser  Auffassung 
nichts  im  Wege  und  da  diese  Auffassung  —  wie  wir  an  Beispielen 
sehen  werden  —  das  Rechnen  we>entlich  übersichtlicher  macht,  so 
wollen  wir  im  folgenden  hiervon  CJebrauch  machen.  Wir  wieder- 
holen  aber,   daß   der   Begriff"   des   Differentials    für   den   organischen 
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Aufbau  der  Integralrechnung'  nicht  notwendig  ist  und  mehr  aus 
traditionellen  als  sachlichen  Gründen  beibehalten  worden  ist. 

Aus  der  Auffassung  des  Zeichens  dx  als  Ditferential  ergibt  sich 

noch   folgendes.     Laut   Definition   des  _  Integrals  \&i  F{x)^  i  i{x)dx, 

wenn    ,     — /(»)  ist;  somit  ist,  da  dF      -,    dx  ist, 
dx       ^  '  dx 

F.-  p{x)dx--    ffjx      JdF, 

das  heißt:  die  Oi)er  a  t  ion  szei  chen  (^  un  d  /  heben  sich  gegen- 
seitig auf. 

In  den  nachfolgenden  Uebungcn  wird  Gelegenheit  zur  Anwen- 
dung der  Substitutionsregel  geboten.  Es  wird  hierbei  folgendermaßen 
verfahren. 

Liegt  die  Aufgabe  vor.  die  Funktion  f{x)  zu  integrieren  und  ist 

(las  Integral  jf{x)dx  in  der  Grundformelnsammlung  nicht  enthalten, 
so  trachtet  man  an  Stelle  von  x  eine  neue  Variable  t  derart  ein- 
zuführen, daß  das  Integral  j  f{fp{t))  ■  rp'{t)  ■  dt  bereits  in  der  Formel- 
sammlung sich  vorfinde.  Iist  dann  ip(t)  das  Integral  von  f{ff>{t))-ff'(t). 
so  genügt  es  in  ip[t)  wiederum  x  an  Stelle  von  t  einzuführen,  um  das 
Integral  von  f{x)  zu  erhalten.  Freilich  ist  es  nicht  immer  möglich, 
eine  derartige  Substitution  zu  finden. 


Uebungen.*) 

/"*     dx 
- — ,-, — ^o^^V  —  Lösung.    Man  substituiere: 
(a-t-öic)- 


a  -\-hx  ~  t 
hdx  =^dt 

dx^^-^  dt 

0 


so  wird 


wird  M 

bt  h[a-\-bx) 


=  C-  },  =  C 


J*    dx  ^1 

=-—?  —  Lösung.     Setzt   man   x  —  a  =  f,   so    *■ 
X  Cb 

/'    dx  {'dt 

I    .        In  ^  -f  C  -=-^-  In  {x  —  a)-\-  C.  —  Der 

Leser  wird  gut  tun,  sich  dieses  Resultat  zu  merken. 

*)  Der  Le.ser  möge  an  dieser  Stelle  die  10  (irundfornielu  der  Integralrechnung 
wiederholen. 


3.  Uebuiij 
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\%.     l      r^-i'  ^  —  Lösung.     Man  setze  1  +  x^      t,  so 
wird  2xdx      dt,  xdx       i^dt,    I  vnr~2  —  i  /y  ^^^In^  +  C  — 
=  i^h\a-^x-')-\-C      In  ]  1  +  x'  +  C. 
4.  Hebung.    |      ,  — :i  —  f*   Lösung.  —  Substituiert  man:  1  +  x''  —  <, 
SO  wird  'dxUx^^dt  und    /'^^,— ^=  f^^]n^  +  C      ln(l  +  x=^j  +  C. 

— j —  =  ?  —  Lösung.    Man  substituiere:  \nx=:t, 
X  in  X 

so  ist  —  =  (i<  und   /  — j —  =  /   ,        In  t  +  C  ^^^  In  In  x  +  C. 

a;  J  a;  In  a;      J    / 

6.  Uebung.      /  sin-  x  cos  a;  (Za;  =  ?  —  Lösung.    Setzt  man  sin  x^=i, 

so   wird    cos  x  dx  —  dt    und    i  sin-  x  cos  xdx  =  j t- . di  ^=^  ^  V^  -{-  C  = 
=  l  siu'-^x  +  C. 

7.  Uebung.  j  x e'' dx  -  ?  —  Lösung.  Man  setze  x-=^t,  so  wird 
2x dx  =  dt,   xdx^  \ dt    und     |  x e'' dx=^  ^  j  e^ dt  ^  ^ e'  -{-  C  =z  ^ e'^'  -\-  C. 

8.  Uebung.     |  —, =  ?  —  Lösung.  Substituiert  man :  sin  a;=« 

e/    ]  sin  a; 
so  wird  cos  xdx=^dt  und 

/cos a; da;       /»(?«         /-    ,     ,  1  „  ,.       ^       ^  /  .-         ^ 

9.  Uebung.  i  sin  x  cos  x  dx  ^^  ?  —  Lösung.  Es  ist  sin  x  cos  a;  = 
^=-^  sin  2a;  und  dx  =  i^d{2x);  setzt  man  daher  2a;  t  so  wird 
/  sin  a;  cos  a;  (^a;  =  1  I  sin  ^  6?«  ^  C  —  \  cos  ^  ^^  C  —  \  cos  2a;. 

10.  Uebung.     /sin  rt.r  cos  hx  dx  =  ?  —  Lösung.     Es  ist 

sin  (a  +  b)x  =  sin  ao;  cos  bx  +  cos  «x  siu  bx 
sin  (a  —  &  j;  =  sin  aa;  cos  bx  —  cos  ax  sin  bx 

sin  (o  +  b)x  +  sin  ^«  —  h)x  =  2  sin  a.r  cos  bx, 

somit  /  sin  ax  cos  to;  ^/.r  =  -^  /  siu  («  +  6)x-  (/.r  +  y/  sin  (a  —  b)r  dx.      tietzt  man  im 

ersten  Integral  {a  +  b)x,  im  zweiten  (a  —  fc)j-  gleich  einer  neuen  Variablen,  so  erhält 

man   /  sin  (a  +  b)x  dx  = ,    cos  (a  +  b)x  +  cunst..  /  sin  (a  —  b)x  dx  = ,- 

J  n  +  b  "■  J  ^  a  —  b 

Cü3  (a  —  b)x  H-  const.    nml     /  sin  (tx  cos  bx  dx  =  —  \   \  cos  {a  +  /;U"  + 
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cos  (a  —  b).v  \  -r  oonst.     Mit  Heimtzuiit;;  der  Heziehuiiireu : 

cos  ((j  4-  h  X  —  cos  (i.r  cos  h.c  —  sin  a.v  sin  h.v 
cos  {(i  —  /<).(■  =  cos  (i.v  cos  bx  -■-  sin  (i.r  sin  bx 

(-iliält   mau  sclilidilich: 


(M  cos  bx  tlr 


\b  sin  /'.i    sin  r/.i  +  a  cos  b.r  cos  rtx'    +  const 


liiesc  Formel  irilt   nur.   \\cMn((  von /' vcrschicdeu   ist.     Jst'a  =  b,  so  ist 

/  sin  (/.'  cos  (II  (/.(  /  sin  n.r   cos  ^?.r   J(((./)    und   mit    Benützung    dos    Resultates 

voriircr    Ufbunij    «jlcicli   ('  —    ,      cos  '2(t.r. 
^  4(1 


11.  IJel) 


1111 IX-     / 


y™' 


in  (IX  sin  b  i  dx      ?    /  cos  ax  cos  i.i:  dx  —  ?  —  Lösun«?.    Es  ist 


cds  (((  +  b).i-  =  cos  ax  cos  />x' —  sin  ax  sin  /^x 
cos  1«  — b)x  ^  cos  ax  cos  /;x  -f-  sin  ax  sin  /;x. 

i»urch  Subiraktiun  uiul  Addition  crliiilt   man: 

sin  ax  sin  bx  —  ^    [cos  [a  —  b)x  —  cos  {a  +  &)x] 
cos  ax  cos  />.!•  ^  ^   [cos  («  —  &).r  -f-  cos  (a  +  ^)xj 

und  Somit 

ysiiwM-  sin /^.r  (/./■      !  ,  sin  (r/ — />l'i' —       ,   ,   sin  (^H- fc)-r 

-  \  (I  —  h  a  +  h 

ycos  ax  cos  bx  dx  ^  \  ,  sin  (a  —  b\i:  +  ,    sin  {a  -\-  b)x 

[a  —  b  a  -}-  b 

und  schiitlilicli  mir  i'.eiiiitzunir  der  Additionstbcoremc  für  sin  (r/  +  />).x  und  sin  {a—b)x 
I  sin  '/./■  -in 


//.;  dx  ^    .,      ,„  •     ''  sin  (IC  cos  bx  —  a  cos  ax  sin  hx\ 
a'-  —  b'-     \  ) 

/cos  ax  c((S  hx  dx  =    .      ,     •  !'i  sin  «.;•  cos  bx  —  6  cos  ax  sin  bx . 
a---b-     \  I 

Diese    Formeln    i;elt<'u    nur    für    n    |    /'.      Den    i''all    «    =  fc,    also    die   Inteiirale 

/   sin-  a  r  d.i .    1   cos-'  ax  dx  wi-ideu   wir  s])ätor  liehandoln. 

dx 

/•      dx 

wild   "X       '.,at    iiiiii     I 

,'  M- 

•^  Hic  Sin  8x  +  C. 


12.  Uebun«;".      i       ""  ?  —   r;ö.suii<).     Man   setze  3a;      <,   so 


iid   »■/: 


(/<     IUI 


■9a;- 


dt 


J  11  - 


4.  arc  sin  t  +  C  :^ 


dx 


IjÖ.SUIIU.        Ki 


,      .  .      P      dx 

i^S     ist      /   -  ri= 

j  y9  - 


i:).   l  piiiiii'r.      I  •'' 

,/[  9  —  a;'-» 

14.  Lebu.i^.     j^._^,^^2      •-^'^^""-^^^'V^^  +  2a;  +  2 


''  i' 


arc  sin  '  +  C. 
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dx 


/     .   IX«  ,   1  ;  substituiert  man  daher  x+\      t,  so  wird  dx      dt 

/dx  /■'     dt 

15.  Uebung.    /  tgxt^x^^?  —  Lösung.  Es  ist  I  i^xdx^^  l  * — —^; 
t/  »J  'J    cos  X 

setzt   man   nun   cos  x  = /,   so   wird  sinccc^x      — rf/   und    It^xdx^^ 
=  —  Ty  =  —  In  i"  +  C  r=  —  In  cos  a;  +  C. 

^ —  =  V  —  Lösung.    Es  ist  sin  a;  —  2  sin  ^  cos ,, 
sina;  '^  2        2 

,     P  dx        1    P         dx             1   |^^^2       dx  1    /^    1         (ix 

und     I    .       =.   / =.1---     =  ^j  .       - 


J  sin  a;      2  J     .^  a;  ^^^  x       2  f    .^  x  _  ^  x       2  J  ^_  x        ^  x 


sin  77  cos  ^         J  sin      cos^  ,,  "^  ^S  ^  cos'^ 


,   ,  ^    ^      7  .   ,  1       rfa;  j,        ,     C  dx         f*  dt 

setzt  man  nun  tg  ,^  =  f,  so  wird     •  ^dt  und    /  -^     r=  i  — -  =: 

2       '  2        „  X  ./  sin  X     J    t 


fj  sin  X 

COS''   ;^ 


In  <  +  C  -=.  In  tg  .y  +  C. 


COS  a;  = 


so 


f>  (ix 
7  =  ?  —  Lösung.    Es  ist  bekanntlich 
cos  X 

sinj,.  —  x)  und  daher  /         ^/ :  setzt  man  nun  ,  —  x=^t. 

\2        /  Jcosx     J    .    /TT        \'  2 

wird   —  dx^^  dt   und  I =  —  /    .    ^  ^  —  In  tg  .  +  C  =  C  — 

ff  cos  x  J  sin  <  2 

--MM)- 

18.  Uebung.      i   . =?  —  Lösung.     Es  ist  /    .  = 

J  sin  X  cos  a;  ^i  sin  x  cos  x 

=  2  /    .   —  =  I  ,v  -  =  In  tg  X  +  a 
J  sin  2x     J  sin  2x 

19.  Uebung.      i      -     ==?   —    Lösung.     Bekanntlich  ist  = 

Jcos'x  cos-x 

=  l  +  tg2x,  daher   / — ,    =  \  — ,- :;-=  |  d  +  tg-x).       .,    : 

(J    C0S*X         e/    COS^X    COS-X         ,f  ^  COSX 

fix  /*  dx  /* 

setzt  man  nun  tgx^i,  so  wird      .,    =dt  und   |       ,    =  1(1  +^-irf/  = 
^  cos^x  ff  cos*  X      .' 

=  <+^J  +  C  =  tgx+  .^tg=^x  +  C. 
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20.  Uebung.     F'{x)  =  ]'l  +  x;  F{x)  =  ?   —   Losung.     Setzt   man 
l^x  =  t.  so  wird  dx  =  dt  und  F(x)=  /]1  -\-  xdx=  jt'l'.dt  = 

=_^..,.-.,.+c=|(/r+.f  +  c. 

21.  Hebung.    F'{x)=^ — ;  F{x)  =  ?  —  Lösung.    Substituiert 

ya  -i-hx 

1  /•'      dx 

man  a -\-hx^t,  so  wird  bdx=dt,  dx  =  ^dt  und  2^(a;)  =   f  ,.  = 

h  J  ^a  +  hx 

22.  Uebung.     Man    integriere   die   Diiferentialgleichung :   J^  =^ 

X  -_ ..  .^    •  .    7  xdx  ,  /^   xdx 

=  ,_ —  Losung,    hs  ist  dy  = r-  und  y  '=  I  -7^^=-= ;  sub- 

yl  —  x^  y  1  —  05  ■-'  t/  /l  —  a;^ 

stituiert  man  1  —  x'-^i^,  ,so  wird  — 2a;(^a;  =  2<rft,  xdx  =  —  tdt  und 
y  =  /\^^  =  -pY  =  ~P^  =  C  - « =  C  -  yi  -  x\  -  Man  ver- 
gleiche hierzu  Ueb.  6,  Kap.  XIL 

23.  Uebung.  Man  integriere  die  Differentialgleichung?/'^     /^^— 

xyx"^ — 1 

/**      dx  1 

—  Lösung.     Es  ist  ?/ =   /      . ;  setzt  man  x:=~,   so  wird  dx^= 

fJ  x]x^ — 1  i 

C*      dx                  i^dt        f^                   [•'dt 
=  /     r^ ^  —  f  <,•>  •  /  =  —    /    /— =  ^  —  arc  sin  t  = 

=  C  —  arc  sin    • 

X 

24.  Uebung.     Man  berechne    f  1/  dx.   —    Lösung.     Es    ist 

^rn — =  / T=  =  / --  und  daher    /  l/£ ^^^a;  = 

/•    (ix  f'  xdx 

^^  _  ^  >  ~  J  yj  _— 2  =  arc  sin  X  +  y  1  —  x-  +  C  (man  vgl.  Ueb.  20). 

/'    dx 
.  =  V  —  Lösung.     Es  ist 

Z'    dx  P&'+l  —  e'  /'  Pe^ '  dx  p>  ^  dx 
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-          ,      (^  e"  dx         f'dt 
substituiert  man  nun  e-^+l  =  f.  so  wird  e^  dx^df,  1  ==  I      == 

J  e^  +  1      ,f  t 

=  1„ ,  +  C^Me-  +  1)  +  0  und  /^  =  .  -ffl^-^  = 

=  a;  — In  (e'"  +  1)  +  C. 

/e^ 1  fgr  i 

j-    fZx  =  y  —  Lösung.     Es  ist    |    .  ,   .  dx^ 

f'^~^,~Y^dx=fdx-2j^^^  =  x-2[x-\n(^^^ 
=  21nfe^  +  l)-x  +  C. 


Es   seien   u{x),  v(x)   zwei  Funktionen  von  x,   dann   ist  nach  dei 
Hegel  über  die  Diiferentiation  eines  Produktes : 

-^{u{x)-v{x))  =  u(x)-v'(x) -\-v(x)-u'{x)  .  .  .  (1) 

/*  d 
Integriert  man  beide  Seiten  von  (1),  so  wird  —  da  ja    1   ,   {uv)dx= 


=  uv  ist 


oder 


i{x)-v{x)=  j  u{x)-v'(x)-dx  -\-  I  v{x)-u'{x)-dx  ...  (2) 


lu{x)-v'(x)dx  =  u(x)-v(x}  —  iv{x)-u'{x)-dx  .  .  .  (3i 

Ks  liege  nun  die  Aufgabe  vor.  das  Integral    //(V(ia;  einer  gegebenen 

Funktion  f{x)  zu  berechnen.  Ist  es  möglicli  den  Integraud  l(x)  in 
zwei  Faktoren  fiixj-f^ix)  derart  zu  spalten,  daß  der  eine  derselben 
als  die  Ableitung  einer  bekannten  Funktion  v(x)  erscheint,  z.  B. 
f.^(x)  =  v'(x),  so  setzen  wir  noch  fy^{x)  =  u{x)  und  wenden  die  Kegel  (3)  an : 

if{x)dx=^u{x)-v{x)  —  lv{x)-u'{x)-dx;  ...  (4) 

dadurch  wird  die  Berechnung  des  Integrals  j  f{x)dx   auf  die  Aufgabe 

reduziert,   die   Funktion  v(x)-u'{x)  zu   integrieren.     Findet  man  das 

Integral   lv(x)'U'{x)-dx  in  der  Tabelle   der  Grundformeln,   so   ist  die 

gestellte  Aufgabe  erledigt;  man  wendet  aber  die  Regel  (8)  auch  dann 

mit  Vorteil  an,  wenn  das  Integral  jv{x)'U'(x)-dx  zwar  nicht   in   den 

(rrundformeln  enthalten,  aber  doch  einfacher  ist.   als   das  vorgelegte 

Integral    lf{x)dx.      Man  nennt  dieses  Verfahren  die  .Methode  d  (M- 

t  e  i  1  w  e  i  s  e  n  I  n  t  e  g  r  a  t  i  o  n. 

Das  Zerlegen   der  Integranden   /[x)   in   die   zwei  Faktoren   u(x\ 
v'{x)  kann  natüi  lieh  auf  unendlich  viele  Arten  geschehen :  es  ist  nun 
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Sache -der  Rechengewandtheit  diejenige  Zerlegung  zu  wählen,  die  eine 
Vereinfachung  des  Integrals  herbeiführt. 

Nachstehende  IJebungen  mögen   zur  Erläuterung  dieser  Methode 
dienen. 


Uebungen. 

27.  Uebung.     f{x)'^xe'\   l f{x)  dx-:^^?   —   Lösung.      Man  setze 

x  =  u{x),  e'"=v'(a;),  also  vix)=^e'\  so  ist  f{x)^u(x)-v'{x),    l  f{x)  dx 

^^  u{x)  ■  v{x)  —  I  v(x)  •  u\x)  .dx^^x-e"  —  |  e*'  •  l  .dx=  xe'-  —  e''  4-  C  = 
=  e{x  -  1)  =  C. 

28.  Uebuug.  i{x)  a;V;  if{x)dx  =  ''^  —  Lösung.  Man  setze 
a;2  =  M(a;),  e''^=^v'{x),  also  v(x)~^e'',  so  ist  f{x)  ^  u{x)  •  v'{x),  lf{x)dx  = 
=  u{x)-v{x) —  lv{x)-u'{x)-dx  =  x- •  e'' ■ —  j  e'- 2x  ■  dx  =^  x^&'' — 2  l  xe^dx: 

nun  ist  nach  voriger  üebuug  ix&''dx=^e'^{x  —  1)  +  C,  daher  j  x-e''dx  ^ 

=  a; V  —  2e''(x  —  1)  —  2  C  =  e'{x'^  —  2x-\-  2)  +  K,  wenn  —2C  einer 
neuen  Konstanten  K  gleich  gesetzt  wird. 

29.  Uebung.    /(a;)^a;V;    if(x)dx^?   —   Lösung.      Man    setze 

x^^=u(x),  c-'' =  ^'(a;),  also  v(x)--~e'.  so  ist  f{x)=^u{x)'V'{x),   j  f(x)  dy 

=.u{x)  ■  v{x)  —  jv^x)  •  u'{x<  dx  -----  x'^-e'  —  3  1  x^e'  dx  und  mit  Benutzung 

des  Resultates   der   vorigen  Uebung   \  x^e' dx -^ e" [x^  —  3x-  +  6a;  —  6) 

+  const.  —  Aehnlich  findet  man  für  jedes  ganze,  positive  n: 

l  x"f^  dx    -  e'{x"  —  nx"-^  +  n(n  —  1)»"-^ h  .  •  .  ±  w !)  +  const. 

«,' 

30.  Uebung.    /(«)  — x'e-';    lf{x)  dx^^?  —  Lösung.     Man   setze 

—  x==<,  — dx  ^dt,  so  wird  fix)=^ — <V  und  —  mit  Berücksichtigung 
des  Resultates  voriger  Uebung —  jx'e-'dx  jt'^e^dt  e'{t'^  —  3^^ + 
+  6<  —  ())  +  const.  r--  —  e-^(x=»  +  -W^  +  6»  +  6)  +  const. 

3L  Uebung.  f{x)  xsina;;  l/(a;)da;=:?  —  Lösung.  Man  setze 
x^u{x),  sin  X    ^v'{x),  also  v{x)    -  —  cos  a;,  so  ist  jf{x)dx^^ — a;-cosa;  — 

—  j  ( —  cos  x)  ■  1  •  dx    -  —  X  cos  X  -\-  j  cos  xdx^^sinx  —  x  cos  x-\-C. 
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82.   Hebung.    f(x)  =\ü  x;  jf{x)dx^  ?  —  Lösung;.  Setzt  man  u{x)=^ 

^=lna;.  v'{x)=^l,  also  v{x)=^x,  so  vfird  f{x)^^u(x)-v'(x)  und  lf(x)dx^ 

=  w(aj) •  ü(a;)  —  lv(x)-u'(x)-dx  =  x\ii  x —  j     dx  =  x\nx —  jdx  =x\iix  — 
—  x-{-C=x{\nx—l)  +  C. 

33.  Hebung.     jx\nxdx=^?  —  Lösung.     Man   setze   u{x)=^\n  x, 

x^  P  1  1   /'       1 

v'{x)  =  x,  a.\sov(x)  =  -^,  so  wird  1  xlnxdx  =^x'--\nx — _  /  x^-    -dx^^ 
i  f)  2  2J         X 

=  ^  x- \\\x  —  ^  /  xdx  =  -  a;2 In  a; ^  -\-C. 

34.  Uebung.      Ie'smxdx  =  ?  — Lösung.    Setzt  man  M(a;)=r  sin  x, 
y'(ic)  =  e^,  also  v{x)  =  e',  so  wird 

I  e-''  sinx dx  =  e^  sin  X  —  j  e^  cos  xdx  ...  (1) 

Im  Integral    je'' cos  xdx  setzen  wir  wiederum  w(a;)  =  cosa;,  v'{x):=e^, 
also  v{x)  =  e'';  es  ist  dann: 

I  e'  cos  xdx  ^=  e''  cos  x  +  /  ^"^ sin  xdx  ...  (2) 

In  den  Gleichungen  (1)  und  (2)  können  wir  die  Integrale  je'' sin  xdx, 

j  e''  cos  X  dx  als  Unbekannte  auffassen  und  die  (Tleicliungen  nach  den- 
selben auflösen,  woraus  resultiert: 

e-""  sin  xdx^^^e''  (sin  x  —  cos  x)  ...  (3) 

e^  cos  X  c^x  r=  —  e^  (sin  x  +  cos  x)  ...  (4) 

Der  Leser  mache  eine  Probe   auf  die  Richtigkeit  der  Resultate,  in- 
dem er  die  rechten  Seiten  von  (3)  und  (4)  nach  x  diflferentiiere. 

35.  Uebung.      iarc  sin  x(ix  =  ?  —   Lösung.     'Slan   setze  m(x)  = 
=^  arc  sin  x,  v'(x)  ^=  1 ,  also  v{x)  ==  x,  so  wird  i  arc  sin  xdx-  x-  arc  sin  x  — 

/*         X                                                                                      /*'         X 
—    —  dx.     Nun  ist   nach  Ueb.  20   1          _      dx  ^  —  Vi  x^ 
yi  — »2                                             jyi  — X-               *^^       ^' 

daher   /  aresin  x<^x=rx-arcsin  x  +  }  1  —  x- +  C. 

36.  Uebung.      /  sin-xö!x  =  ?  —  Lösung.     Setzt  man  M(x)=:sinx, 
v'(x)  ==  sin  X,  also  v{x)^=  —  cosx,  so  wird    I  sin-xc?x  =  --sinx  cosx  — 


f' 


Salpeter.  Jlatliematik.    -.i.  Aiill. 
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—  1  COS  x-{ —  COS  x)'dx^=  —  sin  cc  cos x  +  l  cos'^a; dx  =  —  sin  a;  cos a;  + 
-f  1(1  —  sm-x)dx  =  —  sin  a;  cos  a;  +  a;  —  l  sin-xdx.  Addiert  man 
I  sin -X da;  zu  beiden  Seiten  der  Gleichung: 

1  sin-x(Za;^  —  sinxcosa;  +  a; —  f  sin^a;rfa; 

so  erhält  man  2  j  sm^xdx  =  —  sin  a;  cos  a;  +  a; 

/'  X       1 

sm-xdx=     —     sin  X  cos  a;  +  C. 

37.  Uebung.      /  cos-a;<Za;  =  ?  —  Es  ist: 

sin^x  + cos^a;  =  l 
und  daher  jsm-xdx-{-  lcos^xdx=  jdx 

also  I  cos^xdx=:^x —  I  sin^xdx 

und  mit  Benützung  des  Resultates  voriger  Uebung 
1  cos-a^tüa;  =  ,^  +  ^^  sin  x  cos  x  +  const. 

38.  Uebung.      1        .,    dx  =  ?   —  Lösung.     Setzt   man  u(x)  =  x^      1 

*     J  cos-a;  ^  ^      I 

v'(x)  =  - — :r- .  also  v(x)  =  tg X,  so  ist  / ^ dx  =  x-tgx  —  /  tg a; dx, 

cos-a;-.  V  /        o    '  j  cos^a;  °         f/    "^  _ 

Nun  ist  nach  üeb.  15  |  tQ^xdx  =  —  In  cos  x,    daher   / sr=a;tgx+    ■ 

J    ^  '  J  cos^a; 


+  In  cos  X  +  C. 

dx  =  ?  —  Lösung.    Es  ist  sina;  =  2  sin 

1  -p  cosa;  Z 

cos  ..  und  1  +  cos  X  =  2  cos^-^,  somit  unser  Integral  /  :r— ; —        dx~= 
2  2 '  ^      J  1  +  cos  a;      - 

1    /^  X  dx         (^       X 
=  -  j h  /  tg      dx.    Setzen   wir   im  ersten  Integral  u[x)  =  a;, 

cos-2 

v'(x)=  2 ^ ,  also  v{x)  =  tg  2 ,  so  wird  ^  1 ^  =  x  tg  ^  —  /  tg  ^aa; 

cos%  cos- 

j  1  +  cos  X  2  a 

—T^  _    =  ?   —    Lösung.     Man    setze    u{x)  =  x^ 

yi+x- 


somit 
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v'{x)=  y^'^.  ,  SO  erkennt  man  sofort,  daß  v(x)  =  '^  1  +  x- ist.  und  es 

yi+x^ 

wird  j  ^  ^  =x-fr^x^  —  A'l  +  x'^dx.   Nun  ist   jiY+~x'^-dx  = 

/>l+x^,         P     dx  p  xHx        .     .     ,     ,-^ - — —^    c*  x-dx 

il-\-x^         J  yH-«2     J  yi  +  a;-^  V    -rr    ^     ;     jyi  +  x2 

daher  wird 

2  f  .^^.  =  X  yi T^2  _  In  (x  +  yi  +  X-') 

«/  y  1  +  37- 

also  1  ^ =  ^  X  y  1  +  x-  —  nn  (x  +  yr+  x^)  +  C. 

j  y  1  +  x^    ^  ^ 

41.  Uebung.       I  yi  —  x^-dx=^?   —   Lösung.    Ks  ist  yi  —  x- = 
,  daher 


fl^x' 

I  y  1  — X  ■■*  •  dx  =  arc  sin  x  —   1  -p= 


2 


y  i  -  x' 

und  durch  teilweise  Integration: 


also 


/x •  -^= dx=^  —  a; . y  1  —  x-  4-  i  ^  i  —  x^dx 
y  1  —  x-  J 

/  y  1  —  X'  dx  =    arc  sin  x  -\-  -  x  y  1  —  x'^  +  C. 


I 


14« 
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Während  die  in  den  Uebuneen  des  vorigen  Kapitels  durcli- 
geführten  Integrationen  mehr  od(u-  minder  auf  Kunstgriifen  beruhten 
und  eine  gewisse  Gewandtheit  im  Rechnen  erforderten,  werden  wii' 
uns  in  diesem  Kapitel  mit  einer  Klasse  von  Funktionen  befassen,  zu 
deren  Integration  wir  eine  allgemeine,  stets  anwendbare  Methode 
w^erden  kennen  lernen.  Diese  Klasse  von  Funktionen  sind  die 
rationalen  Funktionen,  u.  zw.  werden  war  uns  hier  auf  die  ge- 
brochenen rationalen  Funktionen  beschränken  können,  da  wir  ja 
die  ganzen  rationalen  .bereits  in  Ueb.  2  des  I.  Kapitels  allgemein 
behandelt  haben.  Die  Methode  zur  Integration  der  gebrochenen 
rationalen  Funktionen  ist  die  sog.  Partialbruchzerlegungs- 
me  tliode. 

Eine  gebrochene  rationale  Funktion  R{x)  wird  als  Quotient  zweier 

/  (x) 
ganzen    Funktionen    /^(a;),    ^(x)    definiert,    also    R{x)  =  y~v,    z.    B. 

R{^x)  = g-p^j oder  R{x)  =  ^ ^---^ —  .     Es  liege    nun   die 

Aufgabe  vor  eine  gebrochene  rationale  Funktion  R{x)  zu  integrieren, 

also  das  Integral    1  R{x)dx  zu  berechnen;  dann  untersuchen  wir  zu- 

nächst,  ob  der  Grad  von  f^{x)  größer,  gleich  oder  kleiner  ist  als  der 

Grad  von  /.^(a;).     Ist   er  größer  oder  gleich   dem  Grade  von  ^(a;),   so 

/  ix) 
läßt  sich  die  Division  }.  i  ausführen   und   gibt  zum  Resultate  eine 

ganze  Funktion  G[x)  und  einen  Rest  r{x\  ^)—[  =.G{x)  +  7-V4,  wobei 

der  Grad  von  r(a;)  gewiß  kleiner  ist,  als  derjenige  von  /aC»);  z.B.  ist 

a;^  +  a;  + 1  ,         1  ^^     •  .     . 

— ^^~ —  =  a;  +    .,  -    .  •     Es  ist  also 

a;-  4-  1  a;-  +  1 

CRdx  :-.  CG{x)dx  +  ff"^^  dx. 

Das  Integral    /  G{x)dx  haben  wir  bereits  in  Kap.  I  berechnen  ge- 

/"  t(x) 
lernt ;   bleibt  nur  noch  das  Integral    \  ,     -  dx.    Da  der  Grad  von  r{x) 

stets  kleiner  ist  als  derjenige  von  /gla;),  so  werden  wir  uns  im 
folgenden  auf  solche  gebrochene  rationale  Funktionen  beschränken, 
bei  denen  der  Grad  des  Zählers  fi{x)  kleiner  ist  als  derjenige  des 
Nenners  /ofa?),   u.  zw.   soll  speziell   der  Grad   von  ^(a;)  gleich  2   sein 


I 
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(also  der  von  f^(x)  gleicli  1  oder  0).  Der  allgemeine  Ausdruck  einer 
solchen  Funktion  ist 

p,     mx  +  n 

Bevor   wir   an   die   Integration   derselben   gehen,  wollen    wir    einige 
Sätze  aus  der  elementaren  Algebra  in  Erinnerung  bringen. 
Unter  den  Wurzeln  der  Gleichung: 

a;2-f  6a;  +  c  =  0  .  .  .  (1) 

versteht  man  diejenigen  Werte  von  x,  die  die  Gleichung  befriedigen 
(d.  i.  in  die  linke  Seite  von  (1)  eingesetzt  dieselbe  zum  Verschwinden 
bringen).  Um  die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  zu  finden,  verfahren 
wir  folgendermaßen.    Wir  addieren  und  subtrahieren  zur  linken  Seite 

von  (1)    ^ 

x-'  +  bx  +  ^-^^  +  c^-    0-,  ...  (2) 

a;  +  —  I   =  X- -{- bx -\- -j-  ist,   so   läßt   sich  (2)  weiter  schreiben : 

oder  auch  —  was  dasselbe  ist  — 

Nun  wessen  wir,  daß  die  Differenz  der  Quadrate  zweier  Grüßen 
gleich  ist  dem  Produkte  aus  Summe  und  Differenz  dieser  Größen*); 
daher  können  wir  anstatt  (4)  auch  schreiben: 


da 


hl+n-HKI-i:-^) 


0  ...  (5) 


Damit  ein  Produkt  zweier  Faktoren  gleich  Null  wird,  ist  es  not- 
wendig und  hinreichend,  daß  einer  der  Faktoren  verschwindet;  daher 
folgt  aus  (5),  daß  entweder 

x+  ^-]    ^l-c-0  ...  (6) 

ist,  oder 

x+  ^  +  ]    4-^=^0  .  .  .  (7) 

Aus  (6)  und  (7)  ergeben  sich  die  Wurzeln  der  Gleichung 


X,  -- 


M/^-o 


b  _|  &2 
2        4 


.2  —  —  .,  —  I     .   —  c  ...  (9) 


*)  Es  ist  ja  ganz  allgenieiu  für  zwei  beliebige  Größen^,  ß,  (Ä  +  B){A  —  B)  = 
=  A'^  +  AB  —  AB  +  B'^  =  A'  —  BK  Um  aus  der  Gleichung  (4)  die  Gleichung  (5^  herzu- 
leiten, genügt  es  A  =  X  +  ^,  B  =]       —  c  zu  setzen. 
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Diese   haben   allerdings   nur   dann  einen  Sinn  (sind  reell),   wenn  der 
auf  der  rechten  Seite  von  (8)  und  (9)  auftretende  Radikand  positiv 

ist,  wenn   also    j-  — oO,  oder 

&2_4c>0  .  .  .  (10) 

Wir  wollen  zunächst  voraussetzen,  daß  dies  der  Fall  ist. 

Mit  Rücksicht  auf  (8)  und  (9)  läßt  sich  die  linke  Seite  von  (5) 
auch  schreiben:  {x—Xi){x — x^).  Da  ferner  die  linke  Seite  von  (5) 
aus  derjenigen  von  (1)  durch  Identitäts-Umformungen  hervorgegangen 
ist,  so  ist  auch  x-  -\-  bx  +  c  ^^  {x  —  x^)  {x  —  x.^).  Somit  haben  wir  den 
für  das  folgende  wichtigen  Satz  abgeleitet: 

S i n d  Ä'i,  a?2  d i  e  W u  r z e  1  n  d  e r  G 1  e  i  c  h u  n  g  a?'^  +  öx  +  c  =  0, 
so  ist  oc-  -\- hoc.  +  c --=  {x  —  .Xj)  {x  —  x^). 

Will  man  also  einen  quadratischen  Ausdruck  0?^  + 6a;  +  c  in  zwei 
lineare  Faktoren  zerlegen,  so  löst  man  die  Gleichung  a;2  +  6a;4-c  =  0 
nach  X  auf:  sind  dann  x^,  x.,  die  Wurzeln  der  Gleichung,  so  ist  die 
gewünschte  Zerlegung :  x -  +  6a;  +  c  =  (a;  —  x^)  {x  —  x^). 

Beispiel.  Man  zerlege  den  Ausdruck  a;'-4-6a;  +  5  in  zwei  lineare 
Faktoren.  Hierzu  setzen  wir  a;^  +  6a;  +  5  =  0,  woraus  sich  ergibt 
a;  ^  —  3  ±  19  —  5,  also  x^  --^  —  1,  x^^=  —  5,  und  die  verlangte  Zer- 
legung ist  a;2  +  6a;  +  5  =:  (x  —  x^)  (x —  a;,)  =  (a;  +  1)  {x-\-  5). 

Nun  stellen  wir  uns  folgende  Aufgabe :  Die  gebrochene  rationale 

Funktion  zweiten  Grades       2jrj.^r —   ^^^   ''^^^  Summe   zweier  ge- 

X    ~\~  OX  ~\~  0 

brochener  rationalen  Funktionen  ersten  Grades  darzustellen;  d.  h.  es 
sind   zwei  Brüche   zu   finden,   deren  Zähler   und  Nenner   in  x  linear 

TfhOß       I        % 

sind  und  deren  Summe  gleich    -^-r-i-  —. —  ist.    Der  Anschaulich- 

a;''  +  oa;  +  c 

keit   halber  führen   wir   die  Aufgabe   zunächst   an   einem  konkreten 
Beispiele   durch,   u.   zw.    soll    der   zu    zerlegende    Ausdruck    gleich 

X  -\-  d 
"^  ■  /.     ,   r    sein.     Hierzu   zerlegen   wir  den   Nenner  x'^  +  öx  +  ö  in 

a;^  +  6a;  +  5 

zwei  lineare  Faktoren  (a;  + l)(a;  + 5)  und  machen  den  Ansatz: 

^+'        ^  +.-'.  ...(1) 


(x+l)(a;  +  5)      a;  +  l    '   x  +  ö 

Wir  werden  versuchen,  ob  es  nicht  möglich  ist,  die  Zahlen  A  und  B 
derart  zu  bestimmen,  daß  die  Zerlegung  (1)  für  jeden  Wert  von  x 
richtig  sei.  Hierzu  multiplizieren  wir  beide  Seiten  von  (1)  mit 
(x+l)(a;  +  5),  woraus  resultiert: 

a;  +  9=^(a;  +  5)+ ß(a;+l)  ■  ■  ■  (ß) 

oder 

X  +  9  =  (A  +  B)x  +  ÖA  -\-  B  .  •  •  (3) 

Soll  die  Gleichung  (3)  für  jeden  Wert  von  x  richtig  sein,  so  muß 
der  Koeffizient  von  x  rechts  und  links  derselbe  sein,  d.  h.  es  muß 
l^^A-\-B  sein;  ebenso  müssen  die  von  x  freien  Glieder  rechts  und 
links  übereinstimmen,  d.  h  es  muß  9  5^ -f  ß  sein.  Aus  den  beiden 
Gleichungen : 

A  +  B--   1  ...  (4) 

oA  +  B  =-9  ...  (5) 
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lassen  sich  die  Zahlen  A  und  B  eindeutig  bestimmen.  Subtrahiert 
man  (4)  von  (5),  so  wird  4A  ^=  8,  A-^2  und  setzt  man  für  A  diesen 
AVert  in  (4)  ein,  so  wird  5  —  —  1.  Mithin  ist  die  gewünschte  Zer- 
legung: 

^  +  9       ___2 ^ 

x^  +  Qx  +  b       x+l      x  +  b  •  •  •  W 

2                       1 
Man  nennt  die  Brüche  — -— r    und — ^^    die    Partialbrüche     von 

x-\-  1  x-{-  b 

x  +  9 


x^-\-Qx+b 

Nun   ist   keine   Schwierigkeit   vorhanden,   dieselbe   Partialbruch- 
zerlegung  auch  im  allgemeinen  Falle  durchzuführen.    Sind  die  Partial- 
brüche von      g      jr~j^~    2^   finden,    so   zerlegt    man    zunächst   den 
X    — j—  ox  ~\~  c 

Nenner  x'--{-bx  +  c  in  zwei  lineare  Faktoren  {x  —  Xi){x  —  x.^)  und 
macht  den  Ansatz: 

mx  +  n  AB 


X-  -\-  hx  -{-  c       X  —  iCj       X  —  X., 
Durch  Multiplikation  mit  {x  —  x^)  (x  —  x.,)  ergibt  sich  aus  (1) 

mx  -{-  n  =^  {A  -\-  B)  X  —  Ax^  —  Bx^  ...  (2) 

"und  durch  Gleichsetzen  der  Koeffizienten  von  x^  und  x": 

m  =  A  +  B  ...  (3) 

n^  —  Ax.j  —  Bxj^  ...  (4) 

Aus  den  Gleichungen  (3)  und  (4)  kann  man  ^  und  B  eindeutig  be- 
stimmen. 

Nun  können  wir  ohne  weiteres  die  Aufgabe,  das  Integral 

mx  +  n 


/: 


dx 


X-  -\-bx  +  c 
zu  berechnen,  erledigen.    Wir  verfahren,  wie  folgt: 

fj     X- -\- OX -\-  C  fj    \X  —  Xy         X — x^i  Jx — Xi  f)  X — »2 

_  ^   rd{x-x^  ^  ^  Pd{x-x,)  ^  ^  j^^  ,^_^^^  ^^^^  ^^_^^^  _^  ^ 

fj       X       X-^  fj       X       2/2 

Beispiel,    j'  ,41^  i-  -  2  //^"  1  "/^  = 
=  2  In  (x  +  1)  — In  (»  +  6)  +  C  =  In  (a;  +  1)''  — In  (x  +  5)  +  0    - 

xArb 

Wir  haben  oben  vorausgesetzt,  daß  h"-  —  4c> 0  ist.  Ist  6-  — 4c < 0, 
so  sind  die  Wurzeln  Xj,  a;^,  nicht  reell  und  eine  Zerlegung  des  Aus- 
druckes a;^  +  6a;  +  c  in  zwei  lineare  Faktoren  (mit  reellen  Koeffizienten) 
ist  unmöglich.  Sie  ist  dann  aber  auch  für  uns  unnötig,  wie  wir 
gleich  zeigen  wollen.    Unter  der  Voraussetzung  h-  —  4c  <0  formen 

wir  nämlich  den  Ausdruck      .,      , — : —  folgendermaßen  um: 

x--\-hx-\-c 
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2x  -\-  -  ~  2x  +b  —  0  -\ 

■ma;  +  w       m  m      m  m 

m  zx  -\-  b  2 


Laut  Voraussetzung  ist  c —  a    ^^'    setzen    wir    daher    der    Kürze 

halber  c  —  .  =  ^*-,  so  wird 

C      mx  +  n  _m     Z'       2a;  +  6        . 


+ 


I  bm\    P'  dx  ;. . 

Das  erste  der   rechts  in  (Ij   stehenden  Integrale   erledigt  sich  durch 
die  Substitution  a;-  +  6x-f  c  =  ^;  es  ward  dann  nämlich  {^x-\-b)dx=^dt 

und     /~o  7  t   -^ — (ix=  I  -^  =  ln^  =  ln(a;'- +  6a;  +  c).     Im   zweiten 

J  X"  -\-bx  -\-  c  J    t 

Integrale    führen    wir    die   Substitution   ein :    x  -\-  ^^  ^  kt;    dadurch 

Li 


wird  dx  =  kdt,   (a^+n)    +^-  =  ^-(1+^^)  und 

& 
arc  tg 


^+2 


C  dx  _    P         kdt        _  1  1 

Somit  ist: 

/mx  +  n    ,        ?n  ,  2n  —  bm  (2x  +  b\       ^ 

Aehnliche  Methoden  sind  auch  für  die  Integration  der  ge- 
brochenen rationalen  Funktionen  von  höherem  Grade  entwickelt 
worden,  jedoch  erscheint  es  für  unsere  Zwecke  nicht  notwendig  dar- 
auf einzugehen. 


Uebungen. 


1.  Uebung.    f{x)  =  —^ — :j-;    jf(x)dx  =  ':f  —  Lösung.  Es  ist  a;-  —  l  = 


(a;+l)  {x  —  1);  wir  machen  den  Ansatz; 


^.  =  _^  +^.  ..(1) 

x^—l        x+1  ^  x—1  ^  ' 
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Durch  Multiplikation  mit  x-—i  ^eht  aus  (1)  hervor: 

l={A-{- B)x  —  A-i- B  •••(2) 

Durch  Gleichsetzen  der  entsprechenden  Koeffizienten  erhalten  wir: 

0  =  A  +  B  ...(3) 

1  =  —  A-^B  ...  (4) 

also   ^4  =  — I,    B=l.     Daher   ist      „^  ^  =  '  (     1^ L^  )   und 

X-+1       '^  \  x —  1       X  +1  ' 

/^  (?»         ,    i^  dx         ,    P  dx 

=  In  1 /*-i  +  a 

Y^.j     I  o^^  =  '^   ~   Lösuno;.    Die  Partialbruch- 
zerlegung ergibt  ^2^^^^2^^^~x-r  ^^"^^^  ^^^ 

/^3^2^^  =  ^j^-2  -^i^=l  ==^1"  (^-2)-f "  (^-1)  +  ^  = 
=  ln(a;-2)=^-ln(a;— 1)2  +  C  =  ln  — H^!  +  C 

(X       l)" 

/dx  1 

^^^5:^5;^=?   -   Lösung.     Es  ist    ^.-5^q:g  = 

_     1     _     1  .     f"        dx        _  C  dx   _  f"  dx   _     g— 3       ^ 

a; — 3      «—2'  J  a?'^ — bx-\-Q      J  x—'d     Jx — 2  x — 2 

5/p 22  /* 

4.  Uebung.    f{x)  =  —. — -     .  v.  ;     /  fix)  dx  =  ?   —   Lösung.     Die 

5a; 2.2  2  3 

Partialbruchzerlegung    ergibt :   —^ —  = ^  +        ^  >    somit   ist 

r/(a;)e;a;  =  21n(x— 2)  +  31n(a;— 3)  +  C  =  ln[(a;— 2)-^(x-3)^*]  +  C. 

/2x  + 1 
--— 5^ — -cZa;  =  ?  —   Lösung.     Substituiert  man 
X    ~\~  X  —  o 

/2x  +  1  Pdt 

-^— — ^^dx=  j      = 

=  ]ni+C  =  ln(aj-+a;  — 3)  +  C. 

/In  X 
— Tydx?   —    Lösung.     Wenden    wir    die 
(1  -jr  x)' 

Methode  der  teilweisen  Integration  an,  indem  wir  u(x)  =  h\x,  v\x)  = 

=  -/+.+ i'x(l''lx/      "*^    '"'^^^"'    /^l+^=.,    ''^'■^'""•''"    "■"■ 

mittels  Partialbruchzerlegung.  Ks  ist  --7—; — --=     ,  ,  um!  daher 

''      '^  x{l  -{-  X)       X       x-\-i 

/"      dx  ,       X  .     i"     \nx      ,        ,       X  Inj;       ^ 

-j:^,-  ,=  n     ,  ,  ,  somit   I  -  ,    ,     ^.. rfx=ln  —     ,  ,  +  t. 

a;(l  +  a;  a;+l  J    (1  +  a;)-  x+1       x+1 
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dx 


/dx 
-^_"=^  =  y  —  Lösung.  Man  substituiere  a;+ 1  =  «-, 
xyx  + 1 

ird  dx  =  2tdt  und   f--=^  =2  / -77-,-  vw  ='^  It^ — r?    "^^h 


üeb.lis^aberj^  =  i.ln^-^-;   somit  J--|i..  =  l„^-^-|  +  0  = 

=  i„V_2+l-i+c. 

l'x+1  +  1 
8.  Uebuno^.        i       ,  -—  —       =  ?    —    Lösung.     Die    Gleiclmn<>- 

,/      X'  -f-  CiX  -\-  o 

a;-+2ic+5  =  0  hat  keine  reellen  Wurzeln,  daher  können  wir  hier  keine 

/dx 

Jdx  P     d{x^r'2)  +    /      I   (r»\  I    rf 

-(,  T2)=  +  1  =  j  TT(x-+ 2F  =  '"''^'*^  <^  +  '^  +  ^- 

fsc"  4-  1 
— ^^5^—  (ia;  =  ?  —  Lösung.     Der  Nenner  «^  —  x 

ist  hier  vom  dritten  Gr-ade;  die  Partialbruchzerlegung  ist  jedoch 
ganz  analog  durchzuführen,  wie  im  Falle  einer  Funktion  vom  zweiten 
Grade.  Es  ist  x^  —  x  =  x(x^  —  l)  =  x{x+l){x  —  1);  wir  machen  nun 
den  Ansatz : 

iC^ —  X  X  X  -\-l         X —  1 

Durch  Multiplikation  mit  x^  —  x  ergibt  sich: 

x^^l=A^{x''  —  l)  +  A^{x^-~x)  +  A.,{x''-{-x)       .  .  .  (2) 
oder 

x"-  +  1  =  (A,  +  A,_  +  Ä^)x"'  +  (Ä^—Ä,)x -Ä,        .  .  .  (3) 

Durch  Gleichsetzen  des  Koeffizienten  von  x-,  x',  ic"  erhalten  wir: 

A,+A,+A,  =  l  ...(4) 

A,-A,-=0  ...(5) 

A,  =  -l  ...(6) 

woraus  sich  ergibt:  A^^  —  1,  A^  =  A.^  =  1.    Es  ist  also: 

5!±i  =  _l+     1     +J_  ...(7, 

X-^ X  X  05  +  1  X 1 

und  daher 
^'^^-^dx  =  —  In  X  +  In  (x  +  1)  +  In  (a;  —  1)  +  C  =  In    ^^~^    +  C 

X* X  X 

10.  Hebung,      f   (^^^^""/I^^^ey  ^^  =  V  -  Lösung.    Es  ist 
3a;2  — 8a;+l  1.1,1 

"1     ~  ö  "T 


/ 


(x  +  l){x^  —  bx+6)       x+1      x~2  '   ic  — 3 
und  somit  das  gesuchte  Integral 

7^+  l„.^-£-+6)  ^-  =  1"  <-  +  1)  (.-  2)  (.  -  3)  +  C 

=  ln(a;»  — 4x2+a;  +  6)  +  C. 


/ 


ly.  Treimiing  der  Variablen. 

Eine   gewöhnliche   DiflFerentialgleichung   erster  Ordnung   hat   im 
allgemeinen  die  Gestalt 

y'=fi^,y)  •..(!) 

wo  die  rechte  Seite  eine  Funktion  von  x  und  y  ist.  Aufgabe  der 
Integralrechnung  (im  engeren  Sinne  des  Wortes)  war  die  Integration 
der  Differentialgleichungen  vom  Typus 

y'  =  f(x),  .  .  .  (2) 

wo  also  die  rechte  Seite  eine  Funktion  von  x  allein  ist.    Nun  wenden 

wir  uns  zu  einer  allgemeineren  Klasse  von  Differentialgleichungen,  die 

dadurch  charakterisiert  sein  sollen,  daß  ihre  rechte  Seite  /(cc,  y)  sich 

als  Quotient  zweier  Funktionen  Y (y),  X(x)  darstellen  läßt:  f{x,y)  = 

Y(y) 
=  Y  -(,  WO  Y(y),  X{x)  nur  von  y  allein,  bzw.  x  allein  abhängen: 

^~'Xix)  '-'^"^^ 

Um  die  Ideen  zu  fixieren,  legen  wir  der  Betrachtung  ein  kon- 
kretes Beispiel  zugrunde: 

Rier  ist  Y (?/)  =  ?/  —  1,  X(x)^=x —  1.  Um  die  Differentialgleichung  zu 
integrieren,  schreiben  wir  sie  in  der  Form: 

dy  _y  —  l 


dx 


(5) 


und  fassen  darin  J^  als  einen  (wirklichen)  Quotienten  der  Differentiale 

dy,  dx    auf.     Sodann    multiplizieren    wir    beide   Seiten    von   (5)    mit 

, ,  und  erhalten  so 
y  —  1 

y  —  Ix  —  1 
wo  „die  Variableu  getrennt  sind":  rechts  steht  das  Differential 
dx  dividiert  durch  eine  Funktion  von  x  allein,  links  das  DiffcMcntial 
dy  dividiert  durch  eine  Funktion  von  y  allein.     Nehmen  wir  l)eider- 
seits  das  Integral,  so  resultiert: 
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J  y-1      J  x-1  •••^'^ 

ln(y-l)  =  ln(a;  — l)  +  lnC  ...  (8) 

y  —  l^.C(x  —  l)  •  •  .  (9) 

y^l  +  Cix-1)  .  .  .  (10) 

Somit  liefert  (10)  das  allgemeine  Integral  von  (5).*)  —  Allgemein  er- 

gibt  sich  aus  (3)  durch  Multiplikation  mit         . 

dy   _    dx 


Y(y)      X{x) 

und 

dx 


X(x) 


■  ■  (11) 


(12) 


Streng  genommen  ist  die  oben  rein  formal  durchgeführte  Methode  der 
Trennung  der  Variablen  eines  Beweises  bedürftig.**)  Derselbe  wird  folgendermaßen 
geliefert.  Denken  wir  uns  die  gesuchte  Funktion  y  von  x  in  Parameterdar.stellung 
(Tgl.  S.  81)  geschrieben:  x  =  cf'{t),  y  =  ip{t)  und  seien  t  =  0{x),  t=  W{y)  die  Um- 
kehrungen dieser  Funktionen,  dann  ist 


und 


Setzt  man 


dy_^ 
dx 

■4-)  =  ^W,,4-)  =  ^V(x) 

1 

.  .  .  (13) 

.  •  •  (14) 
.  .  .  (15) 


wo  i'(«/),  y^\x)  die  in  (B)  gegebenen  Funktionen  bedeuten,  so  wird  dadurch  —  infolge 
von  (14)  —  der  Differentialgleichung  (3)  Genüge  geleistet.     Aus  (13)  folgt  aber 

■    dt  =  <P'i^)dx  =  J^-,  dt=  ny)dy  =  Y^^y^  .  .  .  (16) 

und 

übereinstimmend  mit  dem   Resultate   obiger  rein  formal   durchgeführter  Rechnung. 
Die  Methode  der  „Trennung  der  Variablen"  ist  nichts  anderes,   als   die  Umkehrung 
der  Regel  über  die  Differentiation  von  Funktionen  in  Parameterdarstellung:  x  =  q>{t), 
,^,     dy       ip'{t) 


also 


*)  Wir  sehen  an  diesem  Beispiele,  daß  bei  der  jetzt  betrachteten  Klasse  von 
Differentialgleichungen  die  willkürliche  Konstante  C  im  allgemeinen  nicht  mehr 
additiv  auftritt.  Während  bei  den  Differentialgleichungen  vom  Typus  y'  =  f{x)  das 
allgemeine  Integral  aus  einem  partikulären  dadurch  gewonnen  wurde,  daß  zum  parti- 
kulären Integrale    eine    willkürliche  Konstante   C  liinzuaddiert  wurde,    ist  dies  bei 

den  Differentialgleichungen  vom  Typus  y'  ==       "  ,  nicht  mehr  der  Fall. 

**)  Der  Leser,  der  die  Notwendigkeit  dieses  Beweises  nicht  einsieht,  möge  ihn 
überschlagen. 


I 
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Hebungen. 

1.  üebung.    Man   integriere   die  Differentialgleichung  y'      2  -  ^. 

—  Lösung.    Wir  schreiben  die  gegebene  Differentialgleichung  in  der 

Form  ~=2-^;  Trennung  der  Variablen  gibt    ^      2^,  \  -^-^  2  \    ^\ 
dx  x'  ^  y  x\J   y         J  x' 

In  ?/  :=  2  In  a;  +  In  C,  y  =  Cx\    (3Jan  vgl.  Beispiel  1  des  Kap.  XII.) 

2.  Uebung.    Mau  integriere  die  Differentialgleichung  y'  ^  y  ctg  x. 

—  Lösung.    Es  ist  ~  =  w  ctg  x,  also  -  =  dx  -^  und  In  y  ^^  In  sin  x  + 

dx      "     ^    ^  y  sina;  ^ 

+  lnC,  ?/  =  Csina;.     (Man  vgl.  Ueb.  3,  Kap.  XIL) 


'^'i = i'i  -  y"'  ]ifzi%'. = ^'''  /vCT  ^I^""'  "■'  ^i-  ^  =  ^ + «^^ 


3.  Uebung.     y'  =  |l  —  y'^;  allgemeines  Integral ?  —  Lösung.    Es 
n-y"-        V)T^^ 

y  =  sin  (x  +  C).  —  (Man  vgl.  Ueb.  5,  Kap.  XII.) 

4.  Uebung.  y'  =  —  ky.  allgemeines  Integral?  —  Lösung.  Aus 
J^  —  ly  ergibt  sich ^  =  —  Idx,  l  -^=  —  X  l  dx,  In y  —  Äx+lnC 
y  =  C.e-'^.    (Man  vgl.  S.  160,  Beispiel  3,  Kap.  XII.) 

5.  Uebung.    Mau  integriere  die  Differentialgleichung: 

Lösung.  In  dieser  Differentialgleichung  lassen  sich  die  Variablen  nicht  trennen, 
jedoch  kann  mau  sie  mittels  einer  passenden  Substitution  auf  eine  Form  bringen,  in 
der  dies  möglich  sein  wird.  Durch  Division  des  Zählers  und  Neuners  der  rechten 
Seite  von  (1)  durch  j*  erhalten  wir: 

— —  .  • .  (ä) 

2-y 

X 

Hier  ist  die  rechte  Seite   eine  Funktion  von       allein:   daher  ist  es  naheliegend  die 

X  '  " 

Substitution  zu  machen  ~  =  2,  oder 

y  =  xz  ...  (3) 

Wo  z  eine  neue  abhängige  Variable  bedeutet.  Aus  (3)  folgt  nach  der  Regel  über 
die  Differentiation  eines  Produktes: 

i/'=XZ'+2  ...   (4) 

Dies  in  (2)  eingeführt  gibt: 

2« 1 

xz'  -^z=  —^^r-  ...  (5) 


2z 

,      z^  —  l 

""'■ 2z ' 

dz f*+i. 

^dx~  2z 

2z  dz        ^-^  __  0 

"1"+ ^*  "^  ~  ~ 
In  (l  +  z2)  +  ln.i  =  ln  C 


.  (6) 

•  cn 

.(8) 
(1  +  -*)x  =C  ...  (10) 


222  Zweiter  Teil.    Integralrechnung. 

Führen  wir  nun  in   (10)  anstatt  z  wiederum  das  Verhältnis   ^    ein,  so  wird 

-■"'^--^-^  •••(11) 


y  =  ]ICx  —  x-^  .  .  .  (12) 

Gleichung  (12)  kann  aucli  auf  die  Form  gebracht  werden: 

(Man  vergleiche  Ueb.  7,  Kap.  XII.) 

1  —  y- 
6.  Uebung-.    Man  integriere  die  Differentialgleichung- y' =  :i — ~. 

1  —  X- 


dx 


X,     .  ,  dy      1  —  y'^      dy  dx        C    dy  P 

—  Losung.    Es  ist  j^  =  . ^,  ^~.  =  t .,,  /:; — -^=  Ir^ 

dx      1  —  x^^  1  —  y^      1  —  aj^'Jl  —  y^     J  1 

j  1  +  y       ^1  +  X 

und         ^  =  C  -— ! 

1  —  y         1  —  X 

7.  Uebung.    Man  integriere  die  Differentialgleichung: 

y  sin  X  +  y'  coü  X  =  l  ...  (1) 

Lösung-.  In  dieser  Differentialgleichung  lassen  sich  die  Variablen  zunächst  nicht 
trennen ;  durch  eine  geeignete  Substitution  lälit  sich  aber  eine  Trennung  erzielen.  — 
Man  sieht  sofort,  daß  y  =  smx  ein  partikuläres  Integral  von  (1)  darstellt;  es  ist  ja 

,  sin  X  =  cos  X  und  sin  ac-sin  x  +  cos  x-cos  x  =\.  Nun  macheu  wir  die  Substitution 
(Ix 

z  =  y —  sin  x  ...  (2) 

Aus  (2)  folgt: 

1/'  =  2'  +  cos  a;  ...  (3) 

Dies  in  (1)  eingeführt,  gibt: 

{z  +  sin  x)  sin  x  -\-  {z'  +  cos  a;)  cos  .r  =  1  ...  (4) 

oder 

.?  sin  x  +  z'  cos  J3  =  0  ...  (5) 

In  (5)  Ias.sen  sich  die  Variablen  trennen: 
also 


dz        ,     sin  a;       „  ,„ 

+  dx =0  •  •  •  (6) 

z  cos  X 


\n  z  —  In  cos  x  =  In  C 

z  —  C  cos  X 
Führen  wir  dies  in  (2)  ein,  so  finden  wir 

y  =  sin  x  +  C  cos  x 
Dies  ist  das  allgemeine  Integral  von  (1).  (Man  vergleiche  Ueb.  15  des  Kap.  XII 


(7) 
(8) 

(9) 


8.  Uebung.    Man    integriere   die    Differentialgleichung   für    eine 
mono  molekulare  Reaktion: 

^^   -  k{a  —  x)  ...  (1) 

Lösung.     Trennung  der  Variablen  ergibt: 

'^'^    =kdt  ...(2) 

a  —  X  ' 

In  (a  —  a;)  =  —  Ä:«  +  In  C  ...  (3) 

a  — a;  =  C.e-*'  .  .  .  (4) 

a;^a  — Ce-*'  •  •  •  (5) 
(Man  vgl.  «.  181,  Gl.  (2).) 
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9.  Uebuüg.    P'ällt  ein  Körper  in  luftleerem  Räume  unter  Einfluß 

der    Schwerkraft,    so     ist    seine    Beschleunigung    konstant     gleich 

cm 
9^981 — ;   fällt   er   aber  in    einem    reibenden   Medium   (z.  B.   Oel, 

^  sec  ' 

Wasser,  Luft),  so  setzt  sich  der  Schwerkraft  der  Reibiingswiderstand 
entgegen,  der  um  so  größer  ist.  je  größer  die  Geschwindigkeit  des 
fallenden  Körpers.  In  einem  reibenden  Mittel  wird  also  ein  Körper 
zwar  auch  beschleunigt  fallen,  aber  die  Beschleunigung  wird  wegen 
der  Reibung  immer  kleiner  und  kleiner  werden,  bis  schließlich  der 
Reibungswiderstand,  die  Schwerkraft  ganz  aufheben  und  der  Körper 
ohne  Beschleunigung,  also  mit  konstanter  Geschwindigkeit  fallen  wird. 
Wir  wollen  uns  über  diesen  Vorgang  ein  genaues  Bild  verschaffen, 
u.  zw.  auf  Grund  des  Newton'schen  Prinzips  der  Mechanik.  Dasselbe 
lautet:  Wirkt  auf  eine  Masse  in  eine  Kraft  K,  so  wird  die  Masse 
beschleunigt  u.  zw.  ist  K  mb.  wenn  b  die  Beschleunigung  bedeutet. 
Nennen   wir  v   die  Geschwindigkeit   des  Körpers,   so   ist  bekanntlich 

dl) 
b  -     ,  .    Die   auf  den  Körper  wirkende  Kraft  setzt  sich   in  unserem 

Falle  aus  der  Schwerkraft  mg  und  dem  Reibungswiderstande  —  kv  zu- 
sammen, wo  k  einen  Proportionalitätsfaktor  bedeutet,  der  von  der  Natur 
des  reibenden  Mediums  und  der  Gestalt  und  Größe  des  fallenden 
Körpers  abhängt.    Die  Anwendung  des  Newton'schen  Prinzips  gibt  also: 

dv  , 

m-j-  =^  mg  —  kv  .  .  .  (1} 

oder 

dv  k 

dt  m 

Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  v 
als  Funktion  der  Zeit  t.     Trennung  der  Variablen  ergibt: 

mdv  ,,  g^ 

j-  =  dt  .  •  •  (3) 

mg  —  kv 

und  integriert: 

mq       ^  m  _''  f 

War  im  Momente  des  Loslassens,  also  zur  Zeit  t  0,  die  Geschwindig- 
keit V  gleich  Null,  so  muß 

0  =  -^-C.^  ...,o, 

also  C  :^g  sein.     Dies  in  (4j  eingesetzt,  gibt 

.  =  7(1-H')  ...(6, 

Die  Geschwindigkeit  wächst  also,  anfangs  rasch,  dann  immer  lang- 
samer und  nähert  sich  asymptotisch  einem  Grenzwerte: 

Hm.  =  lim  7(1-.-')      7  ...(7> 

Theoretisch  wird  dieser  Grenzwert  erst  nach  unendlicher  langer  Zeitv 

praktisch  natürlich  nach  einer  endlichen  Zeit  erreicht,  u.  zw.  geschieht 

dies  um  so  raschei',  je  größer  das  k  und  je  kleiner  die  Masse  m  ist> 

-  ^'  t 
wie  man  aus  dem  Exponenten   von  c   m     entnehmen  kann. 
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Für  eine  Kusjel  vom  Radius  )•  ist  —  wie  die  Hydromechanik  lelirt  —  k  =  6.-tj?j, 
wo  1}   den  Koefrizienteu   der  inneren  Reibung   des  Mediums   bedeutet;   die  Masse  m 

4rr 
einer  Kugel  ist  gleich    .y  r''(},    wenn   mit   q   die    Dichte    derselben   bezeichnet  wird, 
o 

Daher  ist  für  eine  Kugel  die  Grenzgeschwindigkeit 

foo  =  -y-  r^QD  •■  Q^ni  =  — ^^^^  "  ...  (8) 

Der  Koeffizient  t;  beträgt  für  Luft   von  18"  C   rund  00002  cm—'  g  sec— i.     Wenden 
wir  die  Formel  (8)   auf  ein  Nebeltröpfchen  an,   so   ist  (?  =  1  zu  setzen,  und   es  wird 

voo  =  109Ü0ÜÜ  )•■'  ...  (9) 

Die  Tröpfchen,  ans  denen  die  Wolken  bestehen,   haben  im  Durchschnitt  den  Radius 

cm 
r  =  0.01  mm;  für  sie  folgt  aus  (9)  voo  =  1.09       .     Mit  dieser  Geschwindigkeit  fallen 

also  die  Wolkentrüpfchen.  bevor  sie  in  den  Bereich  der  Verdunstung  gelangen.*) 

Man  kann  die  Formel  (8)  auch  umgekehrt  dazu  verwenden,  aus  der  beobachteten 
Fallgeschwindigkeit  voo  den  Radius  des  fallenden  Körpers  zu  berechnen. 

10.    Uebung.      Man     integriere     die     Differentialgleichung    für 
bimolekulare  Reaktionen: 

^^  =  k{a-x)ib-x)  ...(1) 

Lösung.    Trennung  der  Variablen  ergibt: 

(^^^5^.-)  =  "'  ■•■(2) 

Mittels  Partialbruchzerlegung  und  Integration  findet  man  ferner 

^   ^     ]n^~^  =  kt  +  C  ...  (3) 

b  —  a      a  —  X 

Soll  etwa  für  ^  =  0  auch  x^O  sein,  so  muß 

C  =  ^\n^  ...(4) 

6  —  a      a 

sein;  dieses  in  (3)  eingesetzt,  gibt: 

1        ,    a{b  —  x)      .  ,. 

, ^^jj ;  =  ^  .  .  .  (o) 

0  —  a        b{a  —  X) 

oder 

1       1       -    a{h  —  x)       ,  ,„, 

/•;  •^"^:7 ^— ^  ...  (6) 

t    0  —  a        b{a  —  x) 

Die  Formel  (6)  eignet  sich  besonders  gut  zur  Prüfung  der  experimentell 
gefundenenen  Daten. 

Ist  a  =  6,  so  nimmt  die  Formel  (6)  die  unbestimmte  Form  ^  an. 

Daher  wollen  wir  den  Fall  a^b  selbständig  behandeln.    Die  Diffe- 
rentialgleichung (1)  nimmt  dann  die  Gestalt  an: 

"^^^^kia-xy-  .  .  .  (7) 

Durch  Trennung  der  Variablen  findet  man: 

—  =  Ä;i  +  C  .  .  .  (8) 

a  —  X 

Soll  für  «  =  0  auch  a;  =  0  sein,   so   muß  (7:=-  sein,  woraus  das  parti- 

a 

kuläre  Integral  resultiert: 


*)  Lampa,  Physik,  S.  152. 
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r-r         ,  =  k  ...(9) 

t    a{a — X) 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man  auch,  wenn  man  in  (^6)  das 

X  und  a  als  fix,  dagegen  b  als  variabel  betrachtet  und  den  Grenzwert 

1  dfif jp") 

Ton    T In  ^7 für   b-^a    nach    dem    Satz    von    L'Hospital 

0  —  a         b(a  —  x) 

(S.  144)  bestimmt.    Es  wird  dann  nämlich 


lim 


1        ,    a(&  —  x) 

In^T 

—  a        b{a  —  x) 


\       a(b  —  x) 
lim  In  V,  \'.{b  —  a) 

o^a  [      b{a  —  x)^ 


^lim 
^lim 

b—>a 


=  lim 
=  lim 

6— ä»a 

=  lim 

b-->a 


ö6      b{a  —  x)  hb 


b{a  —  x)    ö  a{b  —  x)  ^ 
a{b  —  x)   ö&  b{a  —  x) ' 

,,  b-^r{b—x)  —  (b — x)^rTb 

b{a  —  x)a  öö^         '      ^        'hb 


a{b  —  x)  a — X 
b      b-l—{b  —  x)-l 
h-x '  P 

1        X 


V- 


b — X    b 


a{a  —  x) 
wodurch  die  Formel  (6)  in  Formel  (9)  übergeht. 

11.  Uebuug.  Man  integriere  die  Differentialgleichung  für  eine 
trimolekulare  Reaktion  (bei  chemisch  äquivalenten  Ausgangs- 
mengen): 

^^^  =  kia-xy  ...(1) 

Lösung.   Durch  Trennung  der  Variablen  und  Integration  erhalten  wir 

dx 


I 


(a  —  x)^ 
dx 


Mi  ...  (2) 

^3  =ht  =  C  ...  (3) 

[a  —  xy  ^  ' 

Das  links  stehende  Integral  wird  mittels  der  Substitution  a  —  x^=z 
ausgeführt;  es  ergibt  sich  soj  ,^_5^=   2(a  — a;)'^ 
gemeine  Integral  von  (1)  ist  somit 


const.  Das  all- 


(•i) 


1 


1{a  —  x) 
Soll  für  /  =  0  auch  x  =  0  gewesen  sein,  so  muß  C  = -^^t,  sein;  dies  in 

(4)  eingesetzt,  gibt 

1     2ax  —  x'^ 


/  '"MHfi  —  x)'' 


=  k 


.(5) 


Salpeter,  Mathematik.    2.  .\ull. 


lö 
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12.  Uebung:.  Unter  einem  Katalysator  versteht  man  bekannt- 
lich einen  Stoff,  der  eine  chemische  Reaktion  beschleunigt  (bzw.  ver- 
zögert), ohne  an  ihr  teilzunehmen.  Es  ist  naheliegend  anzunehmen, 
daß  die  katalytische  Wirkung  eines  Stoffes  seiner  Konzentration  z 
proportional  ist;  dies  wird  nun  derart  in  Rechnung  gezogen,  daß  der 
Geschwindigkeitskoeffizient  Ic  durch  'k-^'k^z  ersetzt,  wo  \  eine  andere 
Konstante  ist,  die  den  Grad  der  katalytischen  Wirksamkeit  des 
Katalysators  anzeigt;  ein  positives  k^  bedeutet  eine  beschleunigende, 
ein  negatives  eine  verzögernde  Katalyse. 

Es  ist  nun  eine  Erweiterung  des  Begriffes  der  Katalyse,  wenn 
man  die  Auffassung  zuläßt,  daß  mitunter  eine  der  Komponenten  der 
chemischen  Reaktion  gleichzeitig  als  Katalysator  wirksam  ist.  Der 
betreffende  Stoff"  spielt  dann  in  der  Reaktion  eine  doppelte  Rolle. 
Betrachten  wir  der  Einfachheit  halber  eine  monomolekulare  Reaktion, 
bei  der  der  Ausgangsstoff  gleichzeitig  als  Katalysator  wirkt.  Die 
Differentialgleichung  für  eine  derartige  Reaktion  lautet  dann: 

^  =  [Ä;  +  Ä:,  (a  — a;)](a  — x)  •  •  •  (1) 

(wo  X  die  Konzentration  des  Reaktionsproduktes,  a  —  x  die  des  Aus- 
gangsstoffes bedeutet).    Trennung  der  Variablen  ergibt: 

'k{a  —  x)^'k^{a  —  xf  ^  ^  •  •  •  (2) 

T^ m-7 nr  =  «  +  lnC  ...(3) 

k{a — x)-\-\{a  —  xy  ' 

Das  links  stehende  Integral  wird  durch   die  Substitution  a  —  x^=z 

/dx 
k{a  —  x)-\-  k^ia  —  x)- 

=  —  I  ,        ,    .^ .  Mittels  Partialbruchzerlegung  finden  wir     ,      ,      = 

_1/1_     k^ \  f"     dz       _1  l^dz      k^   P    dz     _  1  z 

k\z      k  +  k^zj        J  kz-\-k{Z'      kj   z        k  ^  k-\-k^z      k      k+k^z 

4-  const.  =  -,-  In  ,   ,  ,   , +  const.    Somit  ist 

A;      «  +  A;,  (a  —  X) 

das  allgemeine  Integral  von  (1).    Soll  für  ^  =  0  auch  x  =  0  sein,  so  muß 
In  C  =  —  ,  In  i^.T^    sein;  dies  in  (4)  eingesetzt  gibt: 

^"^  a[k  +  k,ia-x)]-       '^  •  •  •  ^^^ 

oder 

[i-       * 


/ 


x  =  a 


{k-{-a\)e''  —ak^\  •  •  •  (6) 

13.  Uebung.  Es  falle  ein  Bündel  Lichtstrahlen  senkrecht  auf 
eine  dicke  Glasplatte.  Ein  Teil  der  durch  die  Strahlen  mitgeführten 
Energie  wird  dunth  das  Glas  absorbiert  und  es  wird  daher  die  Intensität 
des  Bündels  längs  des  Weges  des  Lichtes  abnehmen.    Legen  wir  in 
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den  Weg  des  Lichtes  die  x-Achse,  u.  zw.  den  positiven  Teil  der  Achse 
ins  Glas,  mit  dem  Nullpunkte  bei  der  Einfallstelle  des  Lichtes  ins 
Glas  und  bezeichnen  mit  /  die  Intensität  des  Bündels,  so  ist  /  eine 
Funktion  von  cc,  u.  zw.  eine  mit  wachsendem  x  abnehmende  Funktion 
von  X. 

Welche  physikalische  Bedeutung  kommt  dem  Differentialquotienten 

dieser  Funktion  nach  x,  also  -j-  zu?    Wäre  die  Funktion  l{x)  eine 

lineare  (also  von  der  Gestalt  /=:aa;  +  &),  so  würde    ,     die  Abnahme 

der  Intensität  /  pro  Längeneinheit,  also  die  durch  das  Glas  pro  Längen- 
einheit absorbierte  Lichtmenge  bedeuten.  In  Wirklichkeit  ist  aber 
die  Funktion  l\x)  keine  lineare  (also  die  Bildkurve  von  l{x)  keine 

Gerade).    Bilden  wir  den  Differenzenquotienten    .   ,  so  bedeutet  dieser 

Quotient  die  mittlere  Zunahme  (die  hier  negativ  ist)  des  Lichtes 
pro  Längeneinheit  längs  der  Strecke  {x,  x  +  Ax)  oder  die  „mittlere 
Absorption  des  Lichtes  pro  Längeneinheit"  längs  der  Strecke  (x,  x  +  Ax); 

der  Grenzwert   dieses  Quotienten    lim         =     -  ist  die  „Absorption 

^x—^o  Ax       dx 

(schlechthin)  pro  Längeneinheit"  an  der  Stelle  x. 

Hierbei  ist  natürlich  die  Bezeichnung  „Absorption  pro  Längeneinheit"  nicht  so 

zu  verstehen,  daß  längs  einer  Strecke  von  1  cm  eine  Lichtmenge  vom  Betrage  — 

zur  Absorption  gelangt.  Die  Sache  wird  sofort  verständlich,  wenn  wir  an  die  analoge 
Definition  der  Geschwindigkeit  erinnern.  Ist  bei  einer  geradlinigen  Bewegung  der 
Weg  s  eine  Funktion  der  Zeit  f,  so  wird  als  Geschwindigkeit  d.  i.  „Weg  pro  Zeit- 

ds 
einheit"   der  Differential quotient   jr  definiert  (vgl.  S.  28).     Hierbei  ist  natürlich 

bei  einer  ungleichförmigen  Bewegung  der  in  der  Zeiteinheit  (also  in  1  Sekunde) 
zurückgelegte  Weg,  also  die  Strecke  s{t  +  1)  —  s(t)  verschieden  vom  Differential- 
quotienten -r.;  nur  bei  einer  gleichförmigen  Bewegung  s=at+b  ist    -^^ ^j ^  = 

ds 
=  di  =  "'- 

Ueber  das  Quantitative  des  Vorganges  der  Lichtabsorption  in 
Glas  ist  es  naheliegend  die  Annahme  zu  machen,  daß  stets  ein  ge- 
wisser, konstanter  Bruchteil  der  jeweils  noch  vorhandenen  Energie 
zur  Absorption  gelangt,  daß  also  die  Absorption  pro  Längeneinheit 
der  Intensität  /  proportional  ist: 

In  der  Differentialgleichung  (1)  bedeutet  h  einen  (positiven)  Pro- 
portionalitätsfaktor und  das  negative  Vorzeichen  bringt  zum  Ausdruck, 
daß  /  mit  fortschreitendem  x  abnimmt.  Um  uns  zu  überzeugen,  ob 
die  Annahme  (1)  die  wirklichen  Verhältnisse  tatsächlich  wiedergibt, 
wollen  wir  zunächst  die  Differentialgleichung  (1)  integrieren,  was 
durch  Trennung  der  Variablen  sofort  geschieht: 

^-  j^l.dx  =  Q  ...  (2) 

\xiI+k-x=\\\C  ...  (3) 

l  =  C-e-"  .  .  .  (4) 

15* 
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Gleichung  (4)  stellt  das  allg-emeine  Integral  von  (1)  dar.  Um  die 
Bedeutung  der  Integrationskonstanten  C  zu  ermitteln,  setzen  wir  in 
(4)  a;==0;  bezeichnen  wir  die  Intensität  des  Bündels  beim  Eintritt  in 
die  Glasplatte  mit  /,),  so  wird 

/o  =  C.         ■  ...(5) 

also 

/   =I,-e-''-  ...  (6) 

Gleichung  (6)  gibt  die  gesuchte  Funktion  /  von  x  auf  Grund  der 
Annahme  (1).  Experimentelle  Prüfung  hat  die  Richtigkeit  von  (6) 
und  somit  auch  die  Riclitigkeit  der  Annahme  (1)  ergeben.  Die  Kon- 
stante k  wird  als  Absorptionskoeffizient  bezeichnet. 

Was  hier  für  Lichtstrahlen  dargelegt  worden  ist,  gilt  ganz  analog 
auch  für  Röntgenstrahlen. 

14.  Uebung.  Denken  wir  uns  in  einem  Zylinder  mit  verschieb- 
barem Stempel  eine  Gasmenge  von  1  g  eingeschlossen.  Die  Wände 
des  Zjiinders  sollen  für  Wärme  undurchlässig  sein,  so  daß  also 
Wärme  weder  aus  dem  Zylinder  aus-  noch  in  den  Zylinder  eintreten 
kann.  Nun  komprimieren  wir  das  Gas,  indem  wir  den  Stempel 
hinunterschieben;  die  hierbei  geleistete  Arbeit  wandelt  sich  in  Wärme 
um ,  die  ausschließlich  zur  Erhöhung  der  Temperatur  der  einge- 
schlossenen Gasmasse  dient,  da  ja  die  Wände  für  Wärme  undurchlässig 
sind.  Eine  derartige  Kompression  nennt  man  eine  adiabatische. 
Wir  fragen  nun,  welcher  Zusammenhang  besteht  zwischen  Temperatur 
und  Volumen  eines  Gases,  das  adiabatisch  komprimiert  wird. 

Wird  das  Volumen  des  Gases  um  Av  verringert,  so  ist  die  hierbei 
geleistete  Arbeit  gleich  pAv"");  bezeichnet  man  aber  mit  Av  die  Zu- 
nahme des  Volumens,  so  ist  die  Arbeit  gleich  ( — pAv).  Hierbei  ist 
noch  folgendes  zu  beachten:  während  der  Kompression  bleibt  der 
Druck  p  nicht  konstant;  er  wächst  erstens  wegen  der  Volumver- 
kleinerung, zweitens  wegen  der  Temperaturerhöhung;  daher  ist 
im  Ausdrucke  ( — pAv)  unter  p  ein  Mittelwert  zu  verstehen: 
p{v  +  ^Av,  T  +  ^'A  T),  0  <  >^  <  1,  0  <  ^'  <  1.  Die  Arbeit  —  pAv  setzt 
sich  vollständig  in  innere  Energie  des  Gases  um,  dessen  Temperatur 
um  AT  erhöht  wird.  Ist  c  die  spezifische  Wärme  des  Gases  und  E 
das  kalorische  Aequivalent  der  Arbeit,**)  so  ist  daher 

—  EpAv^cAT  .••(!) 

oder 

^  =  -^p{v  +  ^Av,  T  +  ^'AT)  .  .  .  (2) 

Lassen  wir  in  (2)  Av  gegen  Null  konvergieren,  so  konvergiert  auch 
AT  gegen  Null,  und  es  wird 

dT  E 

1^  =  -^^  •••(3) 


*)  Ist  der  Flächeninhalt  des  Stempelquerschnittes  gleich  b,  so  ist  die  durch  den 
Gasdruck  auf  ihn  ausgeübte  Kraft  gleich  pb ;  wird  nun  der  Stempel  um  das  Stück  h 
binuntergeschoben,  so  wird  dabei  die  Arbeit  2;/;-/i  verrichtet.  Nun  ist  aber  bh  =  Jv, 
wenn  man  unter  Jv  die  Volumabnahiue  versteht,  daher  die  Arbeit  gleich  pbh=pJv. 

**)  Das  kalorische  Aequivalent  der  Arbeit  ist  diejenige  Wärmemenge, 
die  entsteht,  wenn  die  Einheit  der  Arbeit  vollständig  in  Wärme  umgewandelt  wird. 
Mau  sieht  leicht  ein,  daß  das  kalorische  Aequivalent  der  Arbeit  gleich  ist  dem  rezi- 
proken Werte  des   mechanischen  Aequivalentes   der  Wärme.     CVgl.  S.  139  Fußnote.) 
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Aus  der  Zustandsgieichung  pv  =  RT  folgt 

v=-r'^  •••(4) 

dies  in  (3)  eingesetzt  gibt: 

dT  ER      T 

-^— = .  •  .  (5) 

dv  c        V 

Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  T 
als  Funktion  von  v.    Um  sie  zu  integrieren,  trennen  wir  die  Variablen : 

dT  ER  dv 

-ff-  = r-—  •  •  •  (6) 


Integration  ergibt; 
oder 


In  T  =  —  -:^  In  V  +  In  C  •  •  •  (7) 

c 


_ER 

T  =  C.v   ^  ...  (8) 

wo  C  die  Integrationskonstante  bedeutet.  Nun  bemerke  man,  daß 
die  hier  eingeführte  spezifische  Wärme  c  identisch  ist  mit  der 
„spezifischen  Wärme  bei  konstantem  Volumen"  c-,  von  der  im  Kap.  X 
S.  140  die  Rede  war.    Dort  haben  wir  auch  die  Beziehung  abgeleitet:*) 

ER  =  Cp  —  Co  •  .  .  (9) 

Setzen  wir  -^  ==  ä;,  so  wird  =^h  —  1  und 

T  =  C.v^-'  .  .  .  (10) 

Die  Bedeutung  von  C  ergibt  sich  aus  dem  Anfangszustande  des 
Gases.    Waren  v^,  T^  die  Anfangswerte  von  v.  T,  so  muß 

n  =  c.V"*  .  •  .(11) 

sein,  also 

C  =  T,v,'-'  ...(12) 

Dies  in  (10)  eingesetzt  gibt 

T  =  T,v,'''.v'-''  ...  (13 

oder  —  der  Symmetrie  halber  — 

T        Iv  \'-' 

""^  (14) 


^0  \  ^0 

Dies  ist  die  gesuchte  Beziehung  zwischen  Temperatur  und 
Volumen  eines  adiabatisch  komprimierten  Grases. 

Wir  wollen  noch  die  Frage  aufwerfen:  in  welcher  Beziehung 
stehen  zueinander  Druck  und  Volumen  eines  Gases  Avährend  einer 
adiabatischen  Kompression?  Diese  Frage  wird  sehr  einfacli  folgender- 
maßen erledigt.  Die  Zustandsgieichung  pv  =^  RT  gilt  jederzeit;  aus 
ihr  folgt  aber 

T=f,  n  =  .Y.  ...(15) 


*)  Es  sei  daran  erinnert,  daß  E  =    .    ist. 
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Dies  in  (14)  eingesetzt  gibt: 

V  \ 

oder 

Die  Rildkurve  der  Funktion  (17)  nennt  man  eine  Adiabate.    Durch 
jeden  Tunkt  der  ^^-u-Kbene  geht  eine  Adiabate  hindurcli.    In  Fig.  101 


(16) 


(17) 


Fig.  101. 


sind  einige  Adiabaten  für  Luft  (ä;^1-4)  gezeichnet;  zum  Vergleich 
sind  aoch  die  durch  die  betreffenden  Punkte  gehenden  Isothermen  ein- 
gezeichnet: die  steileren  Kurven  sind  die  Adiabaten. 


V.  ToUstäiidige  Dififereiitiale. 

Setzt  man  eine  Funktion  zweier  Variablen  F{x,y)  einer  will- 
kürlichen Konstanten  C  g-leich: 

F[x,y)  =  C,  .  .  .  (1) 

so  wird  dadurch  für  jeden  Wert  von  C  y  als  eine  bestimmte  Funktion 
von  X  implizite  definiert.  Die  Gleichung  (1)  stellt  also  eine  einfach 
unendliche  Kurvenschar  dar;  die  Ditierentialgleichung  derselben  wird 
gewonnen,  indem  man  auf  (1)  die  Regel  der  Difterentiation  impliziter 
Funktionen  anwendet: 

y=-^  •■•(2) 

Gleichung  (2)  ist  die  zu  (1)  zugehörige  Differentialgleichung.  Sie 
kann  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 

dX  Fy  ■      '      '     ^^^ 

oder 

F^dx  +  Fydy=0  •  •  •  (4) 

Nun  ist  aber  nach  Definition  des  totalen  Differentials  einer  Funktion 
von  zwei  Variablen  (vgl.  S.  197)  die  linke  Seite  von  (4)  nichts  anderes 
als  das  totale  Differential  von  F{x,  y).  Gleichung  (4)  kann  daher 
auch  geschrieben  werden: 

dFix,  ^/)  =  0  ...  (5) 

Liegt  nun  umgekehrt  eine  gewöhnliche  Dift'erentialgleichung 
erster  Ordnung  vor,  deren  rechte  Seite  fix,  y)  als  negativer  Quotient 
zweier  Funktionen  u{x,y),  v{x,y)  erscheint: 

y  v{x,y)  '-^^ 

so  können  wir  fragen:  Gibt  es  eine  Funktion  Fix,y)  derart,  daß 
F,,{x,y)  =  u(x,y),  F,,(x,y)--^v[x,y)  wäre?  Oder  —  wenn  wir  Gleichung 
(6)  in  der  Form  schreiben: 

udx  +  vdy  —  0  •  •  •  (7) 

—  gibt  es  eine  Funktion  F{x,y)  derart,  daß  ihr  (totales)  Difterential 
gleich  der  linken  Seite  von  (7)  wäre,  —  also  dF[x,y)^udx  +  vdy? 
Wenn   dies  nämlich   der  Fall  wäre,   so  wäre,   wie  aus  Obigem  so- 


232  Zweiter  Teil.    Integralrechnung. 

fort  erhellt,  F{x,y)  =  C  das  allgemeine  Integral  von  (6)  und  somit 
die  Aufgabe,  Gleichung  (6)  zu  integrieren,  gelöst. 

Wir    wissen    bereits,    was    dazu    notwendig    ist.      Soll    es   eine 

Funktion  F{x,  y)  geben,  derart,  daß   x    =w,  -x-  =  '"  ^^^'  ^^  °^^^  ~  ^^ 

03?  öy 

by  =  ^x  "-^^^ 

sein  (vgl.  S.  150).  Gleichung  (8)  ist  die  notwendige  Bedingung 
für  die  Existenz  einer  solchen  Funktion  F{x,  y).  Daß  sie  aber  auch 
hinreichend  ist,  wollen  wir  jetzt  beweisen,  indem  wir  unter  Vor- 
aussetzung, daß  die  Bedingung  (8)  erfüllt  ist,  die  Funktion  F{x,  y) 
aus  den  gegebenen  Funktionen  u{x,  y),  v{x,  y)  allgemein  berechnen. 
Um  aber  die  Ideen  zu  fixieren,  wollen  wir  dies  zunächst  an  einem 
konkreten  Beispiele  durchführen. 

Es  liege  nämlich  die  Differentialgleichung: 

1  +  xy^  . 

y-    i+x'^y  •  "^^^ 

vor,  die  wir  in  der  Form-  schreiben  wollen: 

(1  +  x^f)dx  +  (1  +  x''y)dy  =  0  ...  (10) 

Hier  ist  u{x,  y)  =  l  +  xy\  v{x,  y)  =  l-{-  x^-y,  ^  =  2xy,  ^^  =  2xy,  also 

die  Bedingung  (8)  in  der  Tat  erfüllt.  Daraus  folgt  die  Möglichkeit 
der  Existenz   einer   Funktion  F{x,  y),   deren   partielle   Ableitungen 

— ,  ^  gleich  1  +  xy^,  bzw.  1  +  x^y  sind.  Daß  sie  wirklich  existiert, 
ox    oy 

werden  wir  uns  überzeugen,  indem  wir  sie  aufstellen  werden.  Aus 
der  Forderung: 

^=i  +  ^r  ...(11) 

folgt  durch  Integration: 

Fi^,  y)  = /(l  +  ^y')dx  +  C{y)  .  .  .  (12) 

(iF(x  y) 
Da  bei  der  Differentiation :  — .  '       das  y  konstant  gehalten  wurde, 

0**' 

so  muß  auch  umgekehrt  bei  der  Integration  das  y  als  eine  Konstante 
behandelt  werden;  aus  diesem  Grunde  wird  auch  im  allgemeinen  die 
Integrationskonstante  C  das  y  enthalten,  was  wir  durch  die  Schreib- 
weise: C(y)  angedeutet  haben.    Aus  (12j  folgt: 

F{x,y)  =  x  +  ix'y'  +  C{y)  .  .  .  (13) 

wobei,  wie  gesagt,  C(y)  als  eine  Funktion  von  y  aufzufassen  ist. 
Um  diese  Funktion  zu  bestimmen,  ditferentiieren  wir  Gleichung  (13) 
nach  y  und  erhalten  so : 

dC       hF 
also  -y— =  s     — x'y 

dy       by 
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oder  —  da  -~=zv(x,  y)  =  l-\- x-y  sein  soll  — 

^-==l  +  x-y-x-y 

=  1  ...  (15) 

Ans  (15)  folgt  durch  Integration  nach  y 

C(y)  =  y  +  k  ...(16) 

wo  k  eine  von  x  und  y  freie  Integrationskonstante  bedeutet.    Dies 
in  (13)  eingesetzt  gibt: 

F{x,y)  =  x  +  y  +  ^x-'y'-{-k  .  .  .  (17) 

und  es  ist  daher 

^  + y +  i^^y""  =  constans  .  .  .  (18) 

das  allgemeine  Integral  von  (9). 

Dasselbe  Verfahren   wollen   wir   nun    auf   den   allgemeinen  Fall 
anwenden.    Es  liege  also  eine  Differentialgleichung  in  der  Form  vor: 

u{x,  y)dx-{-v{x,  y)dy=^0  .  .  .  (19) 

wo   die  Funktionen  u(x,  y),  v(x,  y)   die  Bedingung  (8)  erfüllen.    \s"\y 
suchen  nun  eine  Funktion  F{x,  y)  von  der  Eigenschaft,  daß 

-^  =  u[x,y)  ...(20) 

'öF 

-^=<^^y)  •••^21) 

wäre.    Aus  (20)  folgt  durch  Integration: 

F{x,  y)  =Ju[x,  y)dx  +  C{y)  .  .  .  (22) 

Um  die  Funktion  C{y)  zu   bestimmen,   differentiieren  wir  Gleichung 
(22)  nach  y,  woraus  mit  ßücksicht  auf  (21)  resultiert: 

-^  =  u(x,  y)  -  ^ J  u{x,  tj)bx  ...  (23) 

Indem  wir  nun  Gleichung  (23)  nach  y  integrieren,  finden  wir 

Somit  ist  nach  (22) 

lu{x,y)dx+  l  \v{x,  y)  —  ^-  l  u(x,  y)dx\dy^ const&ns     .  .  .  (25) 

das  allgemeine  Integral  von  (19). 

Gleichzeitig  haben  wir  den  Satz  bewiesen: 

Soll    u{Xf  //)  (Ix  +  r(x^  !/)  (h/    das     totale    Di f f e r e n t i al 
einer  Funktion  Jt\Xf  y)  sein,  so  ist  hierzu  notwendig  und 

hinreichend,   daß  ->  -  =  ^-   sei. 
0//       0^ 

Anstatt    des    Ausdruckes    „totales    Differential"    boniitzt 
man  auch  die  Ausdrücke  „exaktes",   „vollständiges-'  Diffe- 


dy  ...  (24) 
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rential.      Erfüllen    die   Funktionen  u[x,  y),  v{x,  y)   die    Bedingung 

^-  =  r—  nicht,  so  gibt  es  eben  keine  Funktion  F(x.  y)  von  der 
öy      0« 

hF  (iF 

Eigenschaft,  daß  .     =  u(x,  y),        =  v{x,  y)  wäre.     Man   nennt  dann 

den  Ausdruck  udx-\-vdy  ein  ..unexaktes"  oder  „unvollstän- 
diges" Differential,  obschon  es  exakter  wäre  zu  sagen:  der  Aus- 
druck udx-\-vdy  ist  kein  Differential  (seil,  einer  Funktion  von  zwei 
Variablen  F{x,  y)).  Noch  unexakter  ist  es  aber,  wenn  man  ein  „un- 
exaktes" Differential  mit  einem  Symbol  dW  etwa  bezeichnet: 
udx-\-vdy^:^dW  \  dadurch  wird  ja  der  Anschein  geweckt,  als  ob  es 
eine  Funktion  W(x,  y)  gäbe,  deren  totales  Differential  gleich  udx  +  vdy 
wäre.  Dieser  Bezeichnungsweise,  die  mitunter  zu  Irrtümern  Anlaß 
geben  kann,  begegnet  man  in  manchen  therraodynamischen  Abhand- 
lungen. 


Uebungen. 

1.   Uebung.     Ist    der    Ausdruck:    {x -{- y-) dx -\- 2  xy dy    ein    voll- 
ständiges Differential?  —  Man   integriere   die   Differentialgleichung: 

{x+y-)dx-\-2xydy  =  0  •  •  •  (1) 

Lösung.     Hier   ist   u^^x  +  y-,  v  =  2xy,  ^^2y,  ^  =  2?/,  also 

oy  ox 

=  ■  Der  Ausdruck  {x -\- y'^)  dx -\- 2  xy  dy  ist  daher  ein  voll- 
ständiges Differential.  Das  Integral  der  Differentialgleichung  (1) 
wird   mit  Benützung  der  Formel  (25)  gewonnen.      Es  ist    j  udx  ^ 

-.  j  {x  +  y-)dx  =  ^x'  +  xy^,   ferner  ^- j  udx=^[^x^  +  xy^-\  =  2xy, 

udx  =  2xy  —  2xy^=0;  da  das  Integral  von  Null  gleich  einer 


""i/" 


Konstanten  ist,  so  ergibt  Formel  (25)  die  Gleichung: 

^x''  +  xy'  =  C  ...(2) 

als  allgemeines  Integral  von  (1).    Aus  (2)  folgt  weiter: 

y=Y~~^  •■■(^^) 

2.  Uebung.    Man  integriere  die  Differentialgleichung: 

,       1  -  2xe-'  ,^. 

Lösung.   Trennung  der  Variablen  ist  hier  nicht  möglich.  Schreiben 
wir  aber  die  Differentialgleichung  (1)  in  der  Form: 

(2xe-'  —  l)dx-\-  {e"  —  x-'e-") dy  =  0  •  •  •  (2) 

so    bemerken   wir,    daß   die   linke   Seite   von    (2)   ein   vollständiges 
Differential  ist.    In  der  Tat:  setzen  wir  w  =  2a;e~^ —  1,  v  =  e'  —  x'^e~^, 

so  ist  ^  =  —  2xe~'\    [^  =  —  2xe~\  also  ^  =  ^^ •  Um  Formel  (25) 
by  '    ÖÄ  '  oy      ox 
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anwenden  zu  können,  berechnen  wir  zunächst:  1  MeZx=  i  (2xe~''  —l)dx= 
=  x-e~''  —  X,     ;—  / udx^^  r—  {x^e~'-'  —  05)  =  —  x-e''\  v —  .     / udx  = 

=  e'^ — x'^e~''  —  ( — x-e~^)  =  e' ,     j  \v — ^  judx\dy=  ie'dy=e^  und 

Einsetzen  in  (25)  ergibt  als  allgemeines  Integral  von  (2)  die  Gleichung: 

x''-e-''  —  x  +  e'  =  C  .  .  .  (3j 

3.  Uebung,    Man  integriere  die  Differentialgleichung 

l+\ny 

y'=-l ■  •••(!) 

f-  In  aj 

y 

Lösung.     Trennung  der  Variablen  ist  hier  nicht  möglich.   Bringt 
man  aber  die  Differentialgleichung  auf  die  Form: 

[^-{■\iiy\dx+{y  +  \nx\dx  =  Q  ...(2) 

so  erkennt  man  sofort,   daß  die  linke  Seite  von  (2j  ein  vollständiges 

Differential   ist.     Setzt   man   nämlich   —  +  In  ?/ =  w,     \-\nx^v, 

X  y 

.  ^  .     bu       1,1       bv        11       .       .      ,      rn  ^  öw      hv 

soistiav-  = ,    ^--  = ,  also  in  der  lat  .    ^^.     Lm 

"^     oy       X        y  ^    ox       y        X  oy      ox 

das   allgemeine  Integral  von  (1)  zu   finden,   berechnen  wir:   /  udx  = 

=  l  i^-}-lny\dx=yh\x  +  x\ny,  ^  j  udx  =  —[y\nx+  x\üy]  = 

=  lnx+— ,     v  —  ^ludx=—-{-\nx—lh\x-\-^]  =  0,    woraus 
y  '  öyj  y     .         \  y  I 

sich  mit  Hilfe  der  Formel  (25)  ergibt: 

?/ In  cc  +  X  In  y  =  constans  •  •  •  (3) 

oder   —    da  ?/lna;  =  lnx^,     xln  t/  =  ln  t/""  —  ...  (4) 

x'/  =  C 

4.  Uebung.    Man  integriere  die  Differentialgleichung: 

_x+^  ...(1) 

^        x  —  y 
Lösung.    Trennung  der  Variablen   ist   hier  nicht  möglich.     Wir 
bringen  daher  die  Differentialgleichung  auf  die  Form: 

{x-^y)dx-\-(y-x)dy  =  0  ...(2) 

und   untersuchen,   ob   nicht   vielleicht   die   linke  Seite   von  (2)    ein 
vollständiges    Differential   ist.    Hierzu   setzen    wir    x-\-y  =  u{x,  y), 

y-x  =  v{x,y)  und  bilden  ^^=1,^^^  =  -1;   die  Bedingung  ^^^  =  ^-^ 

ist  hier  nicht  erfüllt,  somit  ist"  die  linke  Seite  von  (2)  kein  Diffe- 
rential (ein  „unvollständiges"  Differential).    Multiplizieren  wir  Jedoch 
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beide  Seiten   der  Gleichung;  (2)  mit  — ^— — ^  und  setzen 


x'^  +  y'^  x^  +  y^ 

=  U{x,y),  '^^^^=V{x,y),  so   finden  wir     ^^   =       ^^.^y.^.      , 

-^- — = :r-r-, — .>,»      ,  also-^-  =  -T — .      Durcii   Multiplikation   mit 

dx  (aJ-  +  ?/-)2      ^  oy        ox 

2"  ist  (a;  + y)t^a;  + (?/  —  x)dy   ein   vollständiges  Differential   ge- 


X-  +  y 

worden.    Man  nennt  den  Faktor  --^r~, — ;f  einen  „Multiplikator" 

x^  +  2/ 

oder     „integrierenden    Faktor"    von    (a;  +  y)dx  +  (y  —  x) dy. 

Die  Diöerentialgleichung: 

'\-\y,dx+    y~''dy  =  {)  ...(3) 

kann  nun  nach  Regel  (25)  integriert  werden.    Man  findet  so: 

=  iln(:r^  +  2/^)  +  arctg~    ^  Jf/^^  =.  ,  |^in(^Hy2)+^ö^  a.etg  ^  = 

=  — TT— 2- 2?    2=    ^T'^2>  ^  — ^  I  ^^^  =  Q    uiKi    als    all- 

X  •\- y         x^  +  y^       x^-\-y^^  oytj 

gemeines  Integral  von  (1): 

iln(x2  +  ?/2)  +  arctg|=C  ...  (3) 

5.  Uebung.     Ist   ydx  —  xdy   ein   vollständiges   Differential?  — 
Lösung,    Nein,  denn   setzt  man  u{x,  y)  =  y,  v{x,  y)  =  —  x,  so  findet 

man  ,— =  1   ^- ==  —  1.    Hier  ist -^  ein  integrierender  Faktor.    In 

öy  öx  y'^  ^ 

der  Tat,  setzt  man  V{x,y)=-    2  =  — ?  F(x,  ^)  = -^,  so   erhält  man 

X  -  =  —    .,,    -T—  = 7i,    also    -^--  =  ^— ;  es  ist  somit  der  Ausdruck 

oy  y-      hx  y2'  ^y       ö« ' 

.^{ydx  —  xdy)  ein  vollständiges  Differential. 

6.  Uebung.     Ist   (cc^  —  y~)dx  +  2xydy   ein    vollständiges    Diffe- 
rential? —  Lösung.    Nein,  denn  setzt  man  x^  —  y^'=u,  2xy^v,  so 

findet  man        =  —  2y,  -—  =  -\-2y.    Hier  ist  -^  ein  integrierender 

/v2 /tj2  2?y 

Faktor.    In  der  Tat,  setzt  man  £/  = ~^,  F  =  -^,  so  erhält  man 

"0^  =  "  J'  "ö^  =  ~^^'  ^^'^  \y=Vx'^   ^'  ^'^  '^^^^  ^"^  Ausdruck 
-^dx-^—^dy  ein  vollständiges  Differential   —   Man  integriere 

die  Differentialgleichung  ^     .^^  (ia;-{7-2<^2/  =  0  nach  Regel  (25).   (Man 
vergleiche  Ueb.  7  Kap.  XII  und  Ueb.  5  Kap.  IV.) 


YL  Gewöhnliche  Diflferentialgleichungen 
zweiter  Ordming. 

1.  Beispiel    Es  liege  die  Gleiciiung 

y  =  C^+C^x  .  .  .  (1) 

vor,  wo  Cj,  Cg  zwei  willkürliche  Konstanten  bedeuten.  Für  jedes 
Werte  paar  C^,  Cg  definiert  die  Gleichung  (1)  eine  lineare  Funktion 
von  x,  also  graphisch  dargestellt  eine  Gerade.  Die  Gesamtheit  der 
Geraden,  die  man  erhält,  wenn  man  den  Konstanten  C^,  Cg  alle 
möglichen  Werte  zwischen  — oo  und  +  oo  erteilt,  bildet  eine  „zwei- 
lach unendliche"  Geradenschar;  es  ist  dies  nichts  anderes  als 
die  Gesamtheit  der  Geraden  der  x-^-Ebene.  Durch  jeden  Punkt  der 
Ebene  gehen  unendlich  viele  Geraden  dieser  Schar  hindurch.  In 
der  Tat  lautet  ja  die  Gleichung  einer  Geraden,  die  durch  einen 
Punkt  P  (X(,,  y^)  geht  und  den  Richtungskoeffizienten  a  hat,  folgender- 
maßen: 

y  —  Vo  =a{x  —  x^)  ...  (2) 

oder 

y  =  ax-{-y„—aXo  ...  (3) 

Ein  Vergleich  der  Gleichung  (3)  mit  Gleichung  (1)  lehrt,  daß  man 
die  Konstanten  C^,  Co  stets  derart  wählen  kann,  daß  die  Gerade 
y  =  Ci-{-  C^x  durch  einen  beliebig  vorgeschriebenen  Punkt  x„.  y^  in 
beliebig  vorgeschriebener  Richtung  a  =  arc  tg  a  hindurchgeht.  Es 
genügt  ja  hierzu 

C,  =a,  C^=y(^  —  aXo  ...  (4) 

zu  setzen. 

Wir  wollen  nun  eine  Eigenschaft  ableiten,  die  allen  Geraden 
der  Schar  (1)  gemeinsam  zukommt.  Hierzu  ditterentiieren  wir  die 
Gleichung  (1)  zweimal  nach  x 

y'=C,  ...(5) 

y"  =  o  ...(6) 

Gleichung  (6)  ist  frei  von  willkürlichen  Konstanten,  bezieht  sich  also 
in  gleichem  Maße  auf  jede  Gerade  der  Schar  (1).    Erinnern  wir  uns 

an  die  Formel,  durch  welche  die  Krümmung       einer  Kurve  definiert 

wurde : 

1        •     y" 


Q     (14- y^)'- 


(7) 


■ 
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SO  lesen  wir  der  Gleichung  (6)  ab:  die  Krümmung  jeder  Geraden 
der  Schar  (1)  (d.  h.  ja  jeder  Geraden  der  Ebene  überhaupt)  ist 
gleich  Null. 

Man  nennt  die  Gleichung  (6)  eine  gewöhnlicheDifferential- 
gleichung  zweiter  Ordnung,  die  Gleichung  (1)  die  zu  ihr 
zugehörige  Stammgleichung.  Betrachtet  man  die  Gleichung  (6) 
als  das  Primäre,  so  stellt  (1)  das  allgemeine  Integral  von  (6) 
dar.  Wie  wir  an  diesem  Beispiele  sehen,  weist  also  das  allgemeine 
Integral  einer  gewöhnlichen  Difterentialgleicliung  zweiter  Ordnung 
zwei  Integrationskonstanten  C^,  C2  auf. 

2.  Beispiel.    Die  Gleichung: 

(x-C,y-  +  (y-C,)^  =  r'  ..  .(1) 

stellt  für  jedes  Wertepaar  Cj,  C^  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r  dar. 
Die  Gesamtheit  dieser  Kreise  bildet  eine  zweifach  unendliche  Schar 
von  Kurven.  Durch  jeden  Punkt  der  a;-?/-Ebene  gehen  unendlich 
viele  Kreise  der  Schar  (1),  und  zwar  in  jeder  beliebig  vorgeschriebenen 
Richtung  je  zwei.*) 

Um  nun  eine  Eigenschaft  abzuleiten,  die  allen  Kreisen  der 
Schar  (1)  gemeinsam  wäre,  differentiieren  wir  Gleichung  (1)  zwei- 
mal nacheinander,  und  eliminieren  mit  Hilfe  der  so  gewonnenen 
Gleichungen  die  willkürlichen  Konstanten  Cj,  C^.  Die  Regel  über 
die  Differentiation  impliziter  Funktionen  ergibt: 

^  +  {y-C,)y"+y-y'=-0  ...  (3) 

Aus  (3)  und  (2)  folgt: 

'J-C.  =  ~^rr,^~^C,  =  y.^r-  ...(4) 

Dies  in  (1)  eingesetzt,  gibt: 

{^  +  y")'{~^f  =  r'  ...(5) 

oder 

^    ^l  '    =r  ...  (6) 

y 

Gleichung  (6)  ist  die  zu  (1)  zugehörige  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung;   sie  sagt  aus:  die  Krümmung  jeder  Kurve  der  Schar  (1) 

ist  konstant  gleich  —  • 

Umgekehrt  ist  Gleichung  (1)  das  allgemeine  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung (6). 

3.  Beispiel.    Die  Gleichung: 

■C,  x—C^^ 


+  e 


Ci 


*)  Streng  genommen  stellt  also  Gleichung  (1)  zwei  zweifach  unendliche 
Kurveuscharen  dar.  Dies  rührt  davon  her,  daß  durch  Gleichung  (1)  y  implizite 
als  eine  zweideutige  Funktion  von  x  definiert  wird:  ?/ =  €"2  ±  iV^— (x — CJ'',  oder 
—  besser  gesagt  —  die  Gleichung  (1)  definiert  zwei  Funktionen   von   x,  u.  zw. 

1/  =  C'2  +  Vr^  —  {x—C,)'  und  rj  =  Cj  — ['^^^(a;  — C,)'^ 


(1) 

i 
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Stellt  eine  unendliche  Schar  von  Kettenlinien  dar  fv^l.  Ueb.  20  S.  128). 
Um  die  zugehörige  Differentialgleichung  abzuleiten,  differentiieren  wir 
zunächst  Gleichung  (1)  zweimal  nacheinander: 


y'  =^ 


e  ^''   — e 


y"  =  . 


2Ci 


(2) 


.  .(3) 


Aus  (1)  und  (3)  folgt  sofort  (durch  Division  beider  Gleichungen): 

,.,.  —  ^1  •  .  • 


(4) 


Multipliziert  man  Gleichung  (2)  mit  C,  und  addiert  sie  zu  (1),  so  findet 
man :  ^  ,. 

''      y-¥C,y' 


(-'l 


dies  in  (1)  eingesetzt,  gibt: 


oder 


y  +  c,y'  ,      c-, 


Cr 


+ 


y  +  c,y 


(ö) 


(6) 


(7) 


y2  =  C,2(l  +  y'2) 

Mit  Rücksicht  auf  (4)  gibt  (7)  die  Gleichung: 

yy"  =  i-\-y"  ...(8) 

Dies  ist  die  gesuchte  Differentialgleichung.    Bringt  man  sie  auf  die 
Form 

^-^^  =  yilJ^2  ...    (9) 

so  drückt  sie  folgende  Eigenschaft  der  Schar  1)  aus  (vgl.  auch  Ueb.  21 
S.  128):  Wählt  man  einen  beliebigen  Punkt  P  (x.  ?/)  in  der  Ebene 
und  in  diesem  Punkte  eine  beliebige  Richtung  (Fig.  102),  so 
findet  man  den  Krümmungsradius  der 
durch  P  in  der  vorgeschriebenen  Richtung 
hindurchgehenden  Kurve  der  Schar  (1), 
indem  man  durch  P  eine  zur  gegebenen 
Richtung  normale  Gerade  zieht  und  die- 
selbe mit  der  a;-Achse  zum  Schnitt  bringt ; 
ist  N  der  Schnittpunkt  so  ist  PN  der 
Krümmungsradius  derjenigen  Kettenlinie. 
die  durch  P  geht  und  deren  Tangente  in  P 
die  vorgeschriebene  Richtung  hat. 

Umgekehrt  stellt  Gleichung  (1)  die  Gesamtheit  aller  derjenigen 
Kurven  dar,  denen  die  durch  Gleichung  (9)  ausgedrückte  Eigenschaft 
zukommt. 

Es  liege  nun  allgemein  eine  Gleichung 

y  =  F{x,C\M^  .  ..(1) 

vor,  in  der  Cj,  C,  zwei  willkürliche  Konstanten*)  bedeuten.    Jedem 
Wertepaare  Cj,  C,  entspricht  eine  ganz  bestimmte  Funktion  y  von  x, 

*)  Vorsichtshalber  müCte  man  sagen:  zwei  wesentlich  willkürliche 
Konstante,  d.  h.   zwei  solche  Konstante,   die  sich   nicht  durch  eine  einzige  ersetzen 


Fig.  102. 


y"  =  ^{^,c..c,)  ...(3) 
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oder  —  bildlich  gesprochen  —  eine  ganz  bestimmte  Kurve.  Durch 
jeden  Punkt  iCn,  y^  der  a;-?/-Ebene  geht  eine  einfach  unendliche  Schar 
der  Kurven  von  (1)  hindurch.  Die  Gesamtheit  dieser  Kurven  bildet 
eine  zweifach  unendliche  Kurvenschar  („zweifach"  —  weil 
die  Gleichung  (H  zwei  willkürliche  Konstanten  enthält).  Um  eine 
Eigenschaft  herzuleiten,  die  allen  diesen  Kurven  gemeinsam  ist, 
ditferentiieren  wir  die  Gleichung  (1)  zweimal  nacheinander: 

y'  =  ^{x,c,,c,)  ...(2) 

und  eliminieren  aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (3)  die  Konstanten  C^, 
C,,  wodurch  eine  Gleichung  hervorgeht: 

y"  =  f{^..y,y')  •  •  •  (4) 

die  nur  die  unabhängige  Variable,  die  abhängige  Variable  und  ihre 
erste  und  zweite  Ableitung  enthält.  Gleichung  (4)  ist  die  zu  (1) 
zugehörige  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung;  umgekehrt  stellt 
Gleichung  (1)  das  allgemeine  Integral  von  (4)  dar;  sie  definiert  die 
Gesamtheit  aller  derjenigen  Funktionen,  die  der  Gleichung  (4)  genügen. 
Während  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu 
einem  beliebig  gewählten  Punkte  der  Ebene  die  Fortschreitungs- 
richtung  der  durch  ihn  gehenden  Kurve  vorschreibt,  wird  durch 
eine  Diff"erentialgleichung  zweiter  Ordnung  zu  einem  willkürlich  ge- 
wählten Punkte  und  einer  in  diesem  Punkte  willkürlich  gewählten 
Richtung  die  Krümmung  der  entsprechenden  Integralkurve  vor- 
geschrieben. In  der  Tat:  wählt  man  x,y,y'  beliebig,  so  kann  man 
aus  (4)  den  Krümmungsradius  q  berechnen: 

y"  f{^,y,y') 

Eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  integrieren, 
heißt  demnach  —  bildlich  gesprochen  —  alle  diejenigen  Kurven 
finden,  die  in  jedem  ihrer  Punkte  die  durch  die  Differentialgleichung 
vorgeschriebene  Krümmung  haben. 


Uebungfen. 


1.  Uebung.    Man  leite  die  Differentialgleichung  der  Schar: 

y  =  C,x-]-C.,x^-  .  .  .  (1) 
ab.  —  Lösung.    Zweimalige  Differentiation  ergibt: 

y'  =  C,+2C,x  ...(2) 
y"=2C,  ...(3) 

lassen.  So  enthält  z.  B.  die  Gleichung  ?y  =  (C\  +  C^x  formal  zwei  Konstante;  diese 
lassen  sich  aber  durch  eine  ersetzen,  indem  man  C'=Ci  +  C2  setzt,  ohne  daß  hierbei 
die  Allgemeinheit  der  Gleichung  eingeschränkt  werde.  Die  Gleichung  y  =  Cx  stellt 
ja  dieselbe  Geradenschar  dar,  wie  y  =  (C'i  -\-  C.i)x. 
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Aus  (2)  und  (3)  ergibt  sich: 

C2=W,  C,    =y'  —  xy"-  ...  (4) 

dies  in  (1)  eingesetzt  liefert: 

y  =  xiy'—xy")  +  \x^y"  ...  (5) 

oder 

y"  =  ^'"^'^'  ...(6) 

Gleichung  (6)  ist  die  gesuchte  Differentialgleichung. 

2.  Uebung.    Man  beweise,  daß  die  Differentialgleichung 

y"  =  —k'y  .  .  .  (1) 

zum  allgemeinen  Integral  die  Schar: 

y  =  C^  sin  kx  +  Cg  cos  kx  ...  (2) 

hat.  —  Lösung.    Zweimalige  Differentiation  der  Gleichung  (2)  ergibt 

y'  =C^k  cos  kx  —  C^k  sin  kx  ,  .     (3) 

y"  =  C,k^  sin  kx  -  C^t'  cos  kx 

=  —  k\C^  sin  kx  +  C^  cos  kx)  ...  (4) 

Aus  (2)  und  (4)  folgt  nun  in  der  Tat: 

y'  =  -r-y 

3.  Uebung.    Man  leite  die  Differentialgleichung  der  Schar 

y  =  C^€l'-  +  C,e->'=^  .  .  .  (1) 

ab.  —  Lösung.    Durch  zweimalige  Differentiation  von  (1)  erhalten  wir 

y'  =  Cyke^""  —  CM~''^  (2) 

=  k\C^e'-+C^e-'^^)  ...  (3) 

Ein  Vergleich  von  (3)  mit  (1)  gibt  die  gesuchte  Differentialgleichung: 

y"  =  k^y- 

4.  Uebung.     Wie  lautet  die  Differentialgleichung  der  Schar: 

y  =  C^e-^'^  cos  {kx  +  Cg)  ?  ...  (1) 

Lösung.    Durch  zweimalige  Differentiation  ergibt  sich: 
y'  =  —  C^e-"^{k  sin  {kx  +  CJ  +  in  cos  (kx  +  C,)]  (2) 

y"  =  —C^e-"ik^cos{kx+C.,)—2fiksin(kx-^C^)—u'cos{kx-{-C,_)]  ...  (3) 
Aus  (1)  und  (2)  folgt: 

C,e-"- cos  {kx-^C^)  =  y,  C,e-"-sm{kx-\-C^)  =  —  ^{^y-\-y');  .  .  .  (4) 

dies  in  (3)  eingesetzt  gibt  die  gesuchte  Differentialgleichung: 

y"  =  -2fiy'-{k'--\-fi^)y  ...  (5) 


Li  obigen  Beispielen  haben  wir  gelernt  zu  einer  gegebenen  zwei- 
fach unendlichen  Kurvenschar  die  zugehörige  Differentialgleichung 
zu  finden.     Viel  häufiger   begegnet  man  der  Unikeinung   dieser  Aut^- 
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gäbe,  nämlich  zu  einer  vorgelegten  gewöhnlichen  Diiferentialgleichung 
zweiter  Ordnung  das  zugehörige  allgemeine  Integral  zu  ermitteln. 
Eine  Darlegung  der  allgemeinen  Methoden  zur  Integration  von 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  würde  den  Rahmen  dieses 
Buches  überschreiten ;  es  soll  daher  bloß  an  einigen  Beispielen  gezeigt 
werden,  wie  naturwissensclmftliche  Probleme  auf  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  führen,  und  es  soll  die  Integration  in  einigen  speziellen 
Fällen  durchgeführt  werden. 

1.  Beispiel.  Ungedämpfte  elastische  Schwingungen.  —  Eine  Kugel 
von  der  Masse  m  sei  an  Spiralfedern  angebracht,  wie  es  Fig.  103 
andeutet.     Wird  die  Kugel   aus  der  Mittellage  entfernt,   so  wird  die 

Spiralfeder  trachten,  dieselbe  in  die 
Ruhelage  zurückzubringen,  und  zwar 
wird  der  Zug,  bzw.  Druck,  den  die  de- 
formierte Spiralfeder  auf  die  Kugel  aus- 
Fig.  103.  üben  wird,   der  Distanz   derselben  von 

der  Mitte  proportional  sein;  wird  mit  s 
die  Entfernung  der  Kugel  von  der  Ruhelage  bezeichnet  (und  zwar 
nach  rechts  hin  positiv,  nach  links  hin  negativ  gemessen),  so  wird 
die  durch  die  Feder  auf  die  Kugel  ausgeübte  Kraft  gleich  {—fi^^s)  sein, 
wo  unter  ^i-  eine  (wesentlich  positive)  Konstante  verstanden  wird;  das 
negative  Vorzeichen  vor  ^/ 's  bedeutet,  daß  die  Feder  die  Kugel  nach 
links  hin  zu  verschieben  trachtet,  wenn  sich  die  Kugel  rechts  von 
der  Mitte  befindet,  und  umgekehrt.  Daß  die  durch  die  Feder  auf  die 
Kugel  ausgeübte  Kraft  der  jeweiligen  Elongation  s  proportional  ist, 
kann  folgendermaßen  gezeigt  werden.  Man  verbindet  die  Kugel 
mittels   einer  Rolle   mit   einem  Gewicht  f  (Fig.  104),  variiert   das  f 

und    mißt   jedesmal     die    zugehörige 
„^  Elongation;   man  wird  so  finden,  daß 

das  s  dem  f  (innerhalb  gewisser 
Grenzen)  proportional  ist;  auf  diese 
Weise  kann  man  auch  die  Konstante  f^i" 
experimentell  bestimmen. 

Wird    nun    die    Kugel    aus    der 


Fig.  104.  Ruhelage   entfernt   und    dann    losge- 

lassen, so  wird  sie  infolge  des  Druckes 
bzw.  Zuges  der  Feder  gegen  die  Mitte  hin  sich  bewegen;  infolge  der 
Trägheit  wird  sie  aber  über  das  Ziel  hinausschießen;  dadurch  wird 
neuerlich  die  Feder  deformiert,  die  durch  die  Deformation  hervor- 
gerufene Kraft  treibt  die  Kugel  wiederum  in  ihre  Ruhelage,  die 
Kugel  schießt  wiederum  über  das  Ziel  hinaus,  kurz:  die  Kugel 
gerät  in  Schwingungen.  Wir  fragen  nun:  nacli  welchem  Gesetze 
werden  diese  Schwingungen  vor  sich  gehen?  Was  für  eine  Funktion 
der  Zeit  t  wird  die  Elongation  s  sein?  Offenbar  wird  ja  die  Bewegung 
vollkommen  beschrieben  sein,  wenn  wir  diese  Funktion  s  =  f{t)  ge- 
funden haben  werden. 

Um  die  aufgeworfene  Frage  zu  beantworten,  wenden  wir  auf  den  Vor- 
gang das  zweite  Newton'sche  Prinzip  der  Mechanik  an.  Dasselbe  besagt: 
Wirkt  auf  eine  Masse  m  eine  Kraft  'p,  so  wird  die  Masse  beschleunigt, 
und  zwar  ist  die  Beschleunigung  gleich   dem  Quotienten   aus  Kraft 

Kraft 
und  Masse,  Beschleunigung  =  ^  ^^^  •    Wir  haben  bereits  früher  dar- 
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gelegt,  wie  die  Beschleunigung  als  die  zweite  Ableitung  des  Weges 

nach  der  Zeit  definiert  wird:  Beschleunigung  =  ,,  •    Da  in  unserem 

Falle  die  wirkende  Kraft  gleich  —  i-i^s  ist,  so  führt  das  Newton'sche 
Prinzip  auf  die  Gleichung: 

-T*2=-       s  ...    1) 

Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  s 
als  Funktion  von  t.  Um  zur  gewohnten  Schreibweise  zurückzukehren, 
schreiben  wir  y  anstatt  s  und  x  anstatt  t: 

wo  noch   der  Kürze  halber        =  ä:-  gesetzt  worden  ist.    Um  diese 

m 

Difierentialgleichung  zu  integrieren,  multiplizieren  wir  beide  Seiten 

derselben  mit  y' 

y'y"  =  —  k^yy'  ...  (2) 

und  bemerken,  daß  -j-(y''^)  =^2y'y",  ^-(y-)^==2ytj'  ist;  daher  kann 
Gleich.  (2)  auch  geschrieben  werden: 

i('y')=-'''L(y')  •••(3) 

und  Integration  ergibt: 

y"  =  -kY  +  C,  ...  (4) 

oder  

y'  =  iC,-k'y'  ...  (5) 

wo  Cj  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.  Gleichung  (5)  ist  eine 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  in  der  sich  die 
Variablen  trennen  lassen: 

--jL=  =  dx  ...(6) 

Integrieren  wir  beide  Seiten  von  (6),  so  erhalten  wir: 

JiC,-k'y' 
wo  Cg    eine   zweite   Integrationskonstante   bedeutet.     Das   Integi-al 

/^ erledigt  sich  durch  die  Substitution  z  =  — ~  :    es   wird 
|/c7=rpy'^         _  1  c, 

dann  nämlich  dy  =  ^-^  dz,  l'C;^=IV  =  1^x '  1' 1^^'  ^^"d  f  _-^^^.  = 

^-  =  ,  arc  sin  z  =  ,  arc  sin  -~.     Dies   in  (7)   eingesetzt, 
—  z^k  k  id 

-=-  arc  sin         =  X  4-  ^^2  •  •  •  ^^) 

k  VC 

16* 


j^Jn 


gibt: 


244  Zweiter  Teil.     Integralrechnung. 

oder  k  •   n     ,  m  \ 

y  =  ^.^^8in{kx-{-kG,)  ...  (9) 

k 

Beachtet  man,  daß  sin  (a  +  /S)  =:  sinacos/!?+ cosasin/ö  ist,  so  sieht 
man  leicht  ein.  daß  das  allgemeine  Integral  (9)  auch  in  der  Form 
geschrieben  werden  kann : 

y  =  Asu\kx-\- Bcoskx  ...  (10) 

wo  A,  B  zwei  (willkürliche)  Integrationskonstanten  bedeuten*)  (man 
vgl.  Ueb.  2  S.  241).  Führen  wir  wiederum  s  und  t  an  Stelle  von  y 
und  X  ein,  so  lautet  das  allgemeine  Integral  von  (1): 

s  =  Äm\kt-{- Bcoskt  .  .  .  (11) 

L'm  die  physikalische  Bedeutung  der  Integrationskonstanten  A,  B  zu 
ermitteln,  setzen  wir  in  Gleichung  (11),  sowie  in  der  aus  ihr  durch 
Differentiation  hervorgehenden  Gleichung: 

ds 

^   —  Akcoskt  —  Bkfi'mkt  .  .  .  (12) 

dt  ' 

t  =  0;  bezeichnet  man  mit  «^  den  Anfaugswert  der  Elongation  5,  mit 
Vq  den  Anfangswert  der  Geschwindigkeit  v  =  -^,  so  findet  man : 

5  =  .„^  =  |  ...(13) 

Dies  in  (11)  eingesetzt  gibt: 

V 

s="  sinkt -{- s^  cos kt  .  .  .  (14) 

Zählen  wir  etwa  die  Zeit  vom  Momente  an,  wo  wir  die  Kugel  los- 
gelassen haben,  so  ist  v^^^O  und  «o^^*  zu  setzen,  wenn  mit  a  die 
maximale  Elongation  (Amplitude)  bezeichnet  wird;  ist  es  dann 

s ^a cos  kt  ...  (15) 

Zur  Zeit  ^  =  0  ist  s  =  a:  wir  fragen  nun,  nach  welcher  Zeit  wird 
s  wieder  gleich  a?    Dies  geschieht  dann,  wenn  coskt  wieder  gleich  1 
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wird;   cos kt   wird    aber  wieder   gleich  1    wenn  kt^=27t  oder  t=   , 

27t 

wird;  man  bezeichnet  die  Zeit  t=        als  die  Schwingungsdauer 

oder  Periode  der  Schwingung.    Da  ^- =         gesetzt   worden  ist,   so 

m 


*)  Gleichung  (9)  kann  nämlich  geschrieben  werden: 

y  —    ,  '  cos  kC«  sin  kx  -\ — ~  sin  kC<,  cos  kx 
"        k  k 

Setzt  man  nun : 

^i  cos  fcCü  =  A,    -j^'  sin  kC^  =  B 

so  geht  Gleichung  (9)  in  Gleichung  (lOj  über.  Jedem  beliebigen  Wertepaare  C,,  C^ 
entspricht  ein  bestimmte.s  Wertepaar  .4,  B  und  umgekehrt;  da  aber  Ci,  C^  willkürliche 
Konstanten  sind,  so  sind  es  auch  die  Konstanten  A,  B. 


1 


VI.  Gewöhnliche  Differentialgleichnngen  zweiter  Ordnung.  245 

2ji  

ist  T=       Im;  unter  der  Freq  uenz  n  versteht  man  die  Anzahl  der 

Schwing'ungen  in  der  Zeiteinheit:  es  ist  otfenbar  n=    =^    u]m. 

Stellt  man  die  Funktion  (15)  (für  positive  Werte  von  t)  graphisch 
dar,  so   erhält   man  eine  wellenartige  Kurve  von   der  Wellenlänge 
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T  =  -:r-  und   konstanter  Amplitude  a;   die   Schwingung   dauert 

unendlich  lange  ungeschwächt  an.  Dieser  Widerspruch  mit 
der  Erfahrung  rührt  davon  her.  daß  wir  die  Reibung  gar  nicht  in 
Rechnung  gezogen  haben,  während  ja  in  Wirklichkeit  jede  Bewegung 
mit  Reibung  verbunden  ist.  Wir  wollen  daher  im  nächsten  Beispiele 
eine  elastische  Schwingung  mit  Berücksichtigung  der  Reibung  behandeln. 
2.  Beispiel.  Wir  nehmen  nun  an,  die  Schwingung  der  Kugel  m 
gehe  in  einem  reibenden  Medium  (z.  B.  Oel,  Wasser.  Luft)  vor  sich. 
Zur  elastischen  Kraft  — u-s  kommt  dann  noch  die  Kraft  des  Reibungs- 
widerstandes hinzu,  die  der  Geschwindigkeit   der  Kugel  proportional 

ds 
gesetzt  werden  darf,  also  gleich  — ;;  ,- ,    wo    ?j   eine    Konstante    be- 
deutet.   (Das  negative  Vorzeichen  deutet  an,  daß   die  Reibung  stets 
in    einer   der    Bewegung    entgegengesetzten  Richtung   wirkt.)     Das 
Xewton'sche  Prinzip  der  Mechanik  liefert  nun  die  Gleichung: 

d^s       1  i        .^  ds\  . , 

^— ,  =  US  ',7  .    .    .    ( 1) 

dt-       7n\      ■  '  dtl 


oder 


dt-  ^  mdt^  m  ^  ' 


r  II' 

Setzen  wir  der  Kürze  halber     '  =  2p, '  =  Ä:- und  schreiben  wiederum 

m  m 

y  anstatt  s  und  x  anstatt  t,  so  erhalten  wir: 

y"^'2Qy'-\-k'y  =  0  .  .  .  l3) 

Dies  ist  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  für 
y  als  Funktion  von  x,  von  der  die  im  1.  Beispiele  behandelte  Ditfe- 
rentialgleiclmng  ein  Spezialfall  ist  (nämlich  für  (>  =  0).  Diese  Diffe- 
rentialgleichung ist  dadurch  ausgezeichnet,  daß  ihre  linke  Seite  eine 
lineare  Funktion  von  y.  y'.  y"  allein  ist  und  das  x  gar  nicht  enthält ; 
man  nennt  sie  eine  ..homogene  lineare  Differentialgleichung  mit  kon- 
stanten Koeffizienten".  Bevor  wir  sie  integrieren,  wollen  wir  folgende 
zwei  p]igenschaften  derselben  nachweisen. 

1.  Eigenschaft.  Ist  eine  Funktion  (f[x)  ein  partikuläres  Integral 
von  (3),  so  ist  ih(x)  =  C •  fp(x),  wo  C  eine  willkürliche  Konstante  be- 
deutet, ebenfalls  ein  Integral  von  (3). 

Beweis.  Der  Voraussetzung  nacli  befriedigt  (p{x)  die  Differential- 
l?leichung  (3),  d.  h.  es  ist  für  jeden  Wert  von  x 

(p"{x)  +  2q fp'(x)  +  k-(p{x)  =  0  ...  (4) 

Multipliziert  man  Gleichung  (4)  mit  einer  willkürlichen  Konstanten  T, 
so  wird 

Cfp"(x)  +  2q C(p\x)  -f  k'C •  <p{x)  =  0  ...  (5) 
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oder  —  da  il>{x)  =  C •  (p(x\  ii>\x)  =  C.fp'{x),  ip"{x)  =  C.(f"{x)  ist  — 

ip''{x)  +  2q  ip'{x)  +  k^ip{x)  =  0  .  •  .  (6) 

GleichuDg  (6)  sagt  aber  aus,  daß  ip{x)  der  Differentialgleichung  (3) 
genügt,  was  zu  beweisen  war. 

Es  braucht  kaum  hinzugefügt  zu  werden,  daß  nicht  jede  Differentialgleichung 
sich  der  soeben  bewiesenen  Eigenschaft  erfreut.  Um  ein  sehr  einfaches  Beispiel 
heranzuziehen,  betrachten  wir  etwa   die  Differentialgleichung  y"  =  x;   die  Funktion 

(p{x)  =  -=-  ist  ein  partikuläres  Integral  derselben,  denn  es  ist  ja  cp'{x)  =  ^x'',  (p"{:x)  =  x ; 

6 
dagegen   ist   '^{x)  =  C'cp{x)   nur  dann   ein  Integral  von  y"  =  x,  wenn  C=l  gesetzt 

Cx'^ 
wird,  denn  es  ist  '^'{x)  =  -~-  und  ip"{x)  =  Cx.   —   Auch   die   gleich  zu  beweisende 

zweite  Eigenschaft  kommt  nur  den  „homogenen  linearen"  Differentialgleichungen  zu. 

2.  Eigenschaft.     Sind  cp^{x)  und  cp^{x)  zwei  partikuläre  Integrale 
von  (3),  so  ist  M^{x)=^(p^{x)-\-(p.^{x)  ebenfalls  ein  Integral  von  (3). 
Beweis.    Laut  Voraussetzung  ist: 

(p^"{x)  +  2qcp,ix)  +  Ä;V,(a;)  =  0  ...  (7) 

cp^"{x)  +  2q (p^'{x)  +  khp^{x)  =  0;  ...  (8) 

durch  Addition  von  (7)  und  (8)  findet  man: 

[fpi'i^)  +  ^p-i'i^)]  +  M^PÄ^)  +  'pA^)]  +  T^'VPii^)  +  '-/'•>(^)] =0     ...  (9) 

oder  —  da 

ip[x)  =  ip^{x)+(p,Sx\  \l)'{x)=^cp^'{x)+(p^'{x\  il)\x)^(p^"{x)-{-(p.^"{x)  ist  — 
ip"{x)  +  2q  xp'{x)  +  h''ip{x)  =  0  ...  (10) 

was  eben  zu  beweisen  war. 

Um  nun  die  Differentialgleichung  (3)  zu  integrieren,  machen  wir 
den  Ansatz 

?/  =  e'"\cos(/?a;  +  y)  .  .  .  (11) 

d.  h.  wir  versuchen,  ob  sich  nicht  drei  Konstanten  a,  /?,  y  derart  be- 
stimmen lassen,  daß  die  Funktion  (11)  die  vorgelegte  Differential- 
gleichung (3)  befriedigt.  Um  die  Bedingungen  zu  ermitteln,  denen 
«,  ß,  y  genügen  müßten,  damit  (11)  ein  Integral  von  (3)  wird,  diffe- 
rentiieren  wir  den  Ausdruck  (11)  zweimal  nach  x  und  setzen  in  (3) 
für  y,  y\  y"  die  Funktion  (11)  und  ihre  Ableitungen  ein.  Durch 
Differentiation  von  (11)  erhalten  wir  zunächst: 

y'  =  e''-'[aco^{ßx  +  y)  —  ß^\\\{ßx  +  y)]  .  .  .  (12) 

y-'  =  &'^\a'  cos  (ßx  +  y)  —  2aß sin  {ßx  -{-y)  —  ß" cos  (ßx  -\- y)]     ...  (13) 

Dies  in  (3)  eingesetzt  gibt: 

e»'^[(a-  —  ß^)  cos  {ßx  -\-  y)  —  2  aß  sin  (ßx  +  y)]  +  2(>e«-'[a  cos  (ßx  -{- y) — 
—  ß  sin  {ßx  +  y)\  +  k^-e'"  cos  {ßx-\-y)  =  0.  ...  (14) 

Da  e"-'  nie  gleich  Null  werden  kann,  so  dürfen  wir  die  Gleichung  (14) 
durch  c"-^  kürzen,  wodurch  wir  —  nachdem  wir  noch  die  Glieder 
geordnet  haben  —  erhalten: 

cos(/9a;  +  y)  [a''  — ß""  ■\-2Qa +  k'^]  —  ^m{ßx  + y)  \2aß+2Qß\  =  0  .  .  .  (15) 

Soll  Gleichung  (15)  für  jeden  Wert  von  x  richtig  sein,  so  ist  dies 
nicht  anders  möglich,  als  daß  der  Koeffizient  von  cos  (/icc  + /)  für  sich 
und  derjenige  von  sin  {ßx -\- y)  für  sich  gleich  Null  ist,  daß  also: 
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ft-— ,:?-^  +  2(.a  +  P  =  0  .  .  .  (16) 

ß{a  +  Q)  =  0  ...  (17) 

Soll  also  der  Ausdruck  (11)  ein  Integral  von  (3)  sein,  so  müssen  u 
und  ß  den  Gleichungen  (16)  und  (17)  genügen  (wo  natürlich  q  und  k 
als  bekannt  zu  betrachten  sind):  dagegen  darf  y  ganz  beliebig  ge- 
wählt werden,  da  es  in  den  Bedingungsgleichungen  nicht  enthalten 
ist.  —  Aus  (17)  folgt:  Entweder  muß  a-{-Q  =  0  sein,  oder  ^  =  0. 
Verfolgen  wir  zunächst  die  erste  Annahme;  aus  ihr  folgt  u  =  —  ^. 
Setzen  wir  für  a  diesen  ^^'ert  in  (16)  ein,  so  erhalten  wir 

ß-^  =  k-^  —  o'  .  .  .  (18) 

oder 

ß=ik'-e'  .  .  .  (19) 

Diese  Lösung  hat  nur  dann  einen  Sinn,  wenn  die  unter  dem  "Wurzel- 
zeichen stehende  Differenz  k-  —  o-  positiv  ist  (was  dann  der  Fall  ist 
wenn  die  Reibung  im  Vergleich  mit  der  elastischen  Kraft  nicht  all- 
zugroß ist).    Nehmen  wir  zunächst  an.  daß  in  der  Tat 

k-  —  o'>0,  .  .  .  (20) 

so  sind 

a  =  ~Q,  ,:?=fÄ-2^2  _     (21) 

die  Wurzeln  der  Gleichungen  (16)  und  (17).  Mithin  ist  —  mit  Rück- 
sicht auf  die  1.  Eigenschaft  unserer  Differentialgleichung  — 

y  =  C-e-i>^  cos  {]~k^^^^'-x-\-y)  .  .  .  (22) 

wo  C  und  y  zwei  willkürliche  Konstanten  sind,  das  allgemeine 
Integral  von  (3).    Kehren  wir  zur  ursprünglichen  Schreibweise  zurück : 

s  =  y,  t  =  X,   Q  =  J   ,  k^  ^       .so  wird 
^'  ^        2m'  m 


.  =  C..-.v'.cos(]    ^^--^.«  +  ,)  ...(23) 

Ist  Q  klein  gegenüber  k,  so  kann  man,  ohne  einen  großen  Fehler 
zu  begehen.   ]k'-  —  o-   durch  k  ersetzen,  wodui'ch  wir  erhalten: 

s  =  C-e-^'  Q,os{U  +  y)  .  .  .  (24) 

Um  die  für  einen  konkreten  Fall  in  Betracht  kommenden  W^erte  der 
Iiitegrationskonstanten  zu  ermitteln,  ditferentiieren  wir  noch  (24)  nach 
der  Zeit  t 

^  =  —  Ce-i^'  [q  cos  {U  +  y)  +  k  sin  {kt  +  y)]         •  •  •  (25) 

und   setzen   fest,   daß   etwa   für  ^  =  0   die  Elongation  s  =  a   und   di.- 

ds 
Geschwindigkeit    7.  =  0   gewesen   sein   soll   (d.  h.   die  Amplitude  der 

Schwingungen  sei  a  und   die  Zeitzähluug  beginne   vom  Momente  an. 

wo  wir  die  Kugel   losgelassen  haben).    Setzen   wir  dann  in  (24)  und 

ds 
\25)  t  =  0,  s  =  a.    7.  =  0,  so  linden  wir 

a  =  C. cosy  .  •  •  (26) 

und 

pcos;'  +  ^-sin;'  =  0  .  .  •  (27) 
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oder 


tgy  =  — 


k 


(28) 


Da  wir  aber  q  klein  gegenüber  k  angenommen  haben,  so  dürfen  wir 
tgy  =  0  somit  auch  y  =  0  (und  cosy  =^  1)  setzen,  wodurch  hervorgeht: 


s  =  ae  <*  cos  ^ 


.  (29) 


Um  die  Funktion  (28)  graphisch  darzustellen,  bemerken  wir  zu- 
nächst, daß  toskt  zwischen  +1  und  — 1  schwankt,  daß  daher  die 
Kurve  s  —  ae~°'  cos  kt  zwischen  den  Kurven  s  =^-^ae~-'  und  s  =^  — ae~'-'' 
liegen   muß ;   beachtet   man   ferner,  daß  die  Kurve  s  =  ac""?'  cos  kt  in 

O^y       4.7T'       OTT' 

den  Punkten  t  =  -j-,  -^  ,  -^r ,  ...  die   Kurve  s  =  ae~^'  und    in    den 

TT     "tTT     Ott* 

Punkten  <  ==  r,  -jt-j    iT?  •  •  •  ^^^  Kurve  s  =  -  ae~"'  berührt,  so  ergibt 

sich  das  in  Fig.  105  gezeichnete  Bild  der  Funktion  (29).    Man  neniit 
eine    durch     diese    Kurve    dargestellte    Bewegung    „gedämpfte 


Fig.  105. 

Schwingungen".  Die  Schwingungsamplitude  nimmt  hier  nämlich 
mit  der  Zeit  beständig  ab,  die  Kugel  kommt  allmählich  zum  Still- 
stande, Allerdings  erfolgt  völlige  Ruhe  theoretisch  erst  nach 
„unendlich  langer  Zeit-'  (d.  h.  nie),  denn  es  ist  ja 

lim  ae~'^''  cos  Z:«  =  0 ;  ...  (30) 

praktisch  wird  natürlich  der  Stillstand  bereits  nach  einer  endlichen 
Zeit  erreicht. 

Die  Lösung  (22)  hat  zur  Voraussetzung  gehabt,  daß  Ungleichung 
(20)  erfüllt  ist.     Nehmen  wir  dagegen  an,  daß 

A;-^  — ^■^<0  ...  (31) 

ist,  so  kommen  wir  mit  dem  Ansatz  a  +  p  ==  0  nicht  aus,  weil  ja 
dieser  auf  die  Formel  ß  =z^k'^ — q-  führt,  die  im  Falle  eines  negativen 
Radikanden  keinen  Sinn  hat.  Wir  werden  daher  jetzt  die  Gleichung 
(17)  durch  den  Ansatz 

ß  .    0  ...  (32) 

zu  befriedigen  suchen ;  aus  (16)  folgt  dann : 

a- +  2ea -f  ^- =  0  .  .  .  (33) 

Dies  ist  eine  quadratische  Gleichung  für  a,  deren  Wurzeln  durch 
a  =  —  ß±]/p^  — Ä;^,  oder 

«1  -  -  ^  +  Yo^-^k^  ct2  =~Q  -  iQ'-^k~^      .  .  .  (34) 


I 
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gegeben  sind.     Wir  eriuilten  so  zwei  partikuläre  Integrale  von  (3j 

r/^.j(a;)  =  e«'^,  (p^(x)  =  &'*''  .  .  .  (35) 

und  daher  ist  —  mit  Berücksichtigung  der  Eigenschaften  1.  und  2. 
unserer  Ditt'erentialgleichung  — 

y  =  Cie"^^-{-C^e"*^  ...  (36) 

bzw. 

s  =  C,e«''  +  a^e'^'  .  .  .  (37) 

wo  Cj,  Co  willkürliche  Konstante  sind,  das   allgemeine  Integral   von 

(3)  (unter  der  Voraussetzung  (31)). 

Um  die  in  Betracht  kommenden  Werte  von  C\,  C\  zu  ermitteln, 

differentiieren  wir  (37)  nach  der  Zeit: 

d<i 

—  =  C^a,e"^'-\-C.-,a,e'"-'  .  .  .  (38) 

ds 
und  setzen  in  (37),  (38j  t  =^0,  s  =  a,  ^-  =  0.     Daraus  ergibt  sich  mit 


'  dt 


Hilfe  von  (34): 


und 


i) 


39) 


yQ' 


+  1 


]Q 


Q\-ii'+\o'-k'y 


.  .  .  (40) 

Aus  f40j  erkennt  man.  daß  die  Elongation  s  zu  allen  Zeiten  t 
dasselbe  Vorzeichen  behält,  d.  h.  es  kommt  überhaupt  keine  Schwingung 
mehr  zustande.  iMan  nennt  diese  Bewegung  eine  ..aperiodische 
Schwingung.)  Die  losgelassene  Kugel  nähert  sich  allmälilich  wieder 
der  Ruhelage,  ohne  sie  je  zu  erreichen.     Es  ist  nämlich  nach  (40) 

lim  s  =  0:  ...  (41) 

praktisch  erfolgt  natürlich  der  Stillstand  bereits  nach  einer  endlichen 
Zeit.    Die  Funktion  (40)  ist  in  Fig.  106  graphisch  dargestellt. 


Fig.  1Ü6. 

Kehren  wir  noch  für  einen  Moment  zu  den  ungedämpften 
Schwingungen  zurück.  Zum  erstmaligen  Entfernen  der  Kugel  aus 
der  Ruhelage  wird  eine  gewisse  P'nergiemenge  aufgewendet,  die  sich 
in  potentielle  (elastische)  Energie  der  Spiralfeder  umwandelt;  beim 
Loslassen  der  Kugel  setzt  sich  die  iiutentielle  Energie  der  Feder  in 
kinetische  Energie  der  Kugel  um;  nachdem  dann  die  Kugel  die 
I    Ruhelage   passiert   hat,   geht   wiederum    ihre    kinetische   Energie    in 
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potentielle  Knergie  der  Feder  über,  und  so  fort;  die  ung-edämpften 
Schwinofungen  der  Kug:el  sind  mit  Schwingungen  der  Energie  ver- 
bunden, die  bald  in  potentieller,  bald  in  kinetischer  Form  zum  Vor- 
schein kommt,  ihrem  Gesamtbetrage  nach  aber  konstant  erhalten  bleibt. 

Anders  bei  den  gedämpften  Schwingungen,  Hier  tritt  bei  jeder 
Umwandlung  der  kinetischen  Energieform  in  die  potentielle,  oder 
umgekehrt,  ein  Verlust  derselben  infolge  der  Keibung  statt.  Die 
ursprüngliche  in  das  System  hineingesteckte  Energiemenge  geht 
nach  und  nach  in  Keibungswärme  über,  bis  schließlich  (theoretisch 
nach  unendlich  langer,  praktisch  aber  nach  einer  endlichen  Zeit)  der 
ganze  Energievorrat  durch  die  Reibung  aufgezehrt  wird.  Dies  ist 
das  wichtige  unterscheidende  Merkmal  der  gedämpften  Schwingungen 
gegenüber  den  ungedämpften. 

3.  Beispiel.  Wirft  man  in  einen  mit  Wasser  gefüllten  Zylinder 
ein  Salzkristall  hinein  (z.  B.  CUSO4),  so  löst  sich  dasselbe  im  Wasser 
auf  und  verteilt  sich  über  den  ganzen  Zylinder;  jedoch  wird  die 
Verteilung  (wenigstens  in  den  ersten  Stunden)  eine  ungleichmäßige 
sein.  Nennt  man  den  Abstand  einer  Schicht  vom  B<>den  des  Zylinders 
X.  so  wird  die  Konzentration  q  des  Salzes  eine  Funktion  von  x  sein 
(die  mit  wachsendem  x  abnimmt);  überdies  wird  aber  bei  konstant 
gehaltenem  x  die  Konzentration  eine  Funktion  der  Zeit  t  sein,  weil 
sich  ja  an  jeder  Stelle  die  Konzentration  mit  der  Zeit  ändert;  es 
wird  also  q  eine  Funktion  zweier  Variablen  x  und  t  sein  und  wir 
bezeichnen  sie  mit  q{x,t\. 

Das  Salz  wird  fortwährend  von  Stellen  höherer  Konzentration  zu 
solchen  niederer  hinüberdilfundieren  und  die  Ditfiisionstheorie  nimmt 
an.  daß  die  durch  einen  Zylinderquerschnitt  pro  Flächen-  und  Zeit- 
einheit wandernde  Salzmenge,  dem  an  der  betreffenden  Stelle  herrschen- 
den Konzentrationsgefälle  proportional  ist,  also  gleich  —  ^;,  ,  wo 

D  eine  Konstante  (den  „Dittusionskoefflzienten")  bedeutet.*)  Infolge 
dieses  Wanderns  des  Salzes  wird  sich  die  Konzentration  an  jeder 
Stelle  X  mit  der  Zeit  ändern  und  wir  fragen  nun  nach  dem  Zusammen- 
hange zwischen  der  zeitlichen  Aenderung  von  q  einerseits  und  der 
räumlichen  andererseits. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  legen  wir  durch  den  Zylinder 
zwei   benachbarte   Querschnitte   x^   und   a;,,  -|-  Jx ;    durch    den   ersten 

wandert  pro  Flächen-  und  Zeiteinheit  die  Menge**)  —  D-  |^j      ,  durch 


den  anderen  die  Menge  — 1)\^\  .  Die  Differenz — 1>\^\        — 

\dxls  =  x„  +  ^.r  \OXlx=.ra 


bleibt  in   dem   kleinen  Zylinder   {x^^,  x^  -\-  Jx) 


*)   Das  negative  Vorzeiclien   rührt  davon   her,   daß  das  Konzentrationsgefälle 
gleich   dem   negativ   genommenen  Differentialquotienten  ist;  ein  „Gefälle"  ist  ja 

l)Ositiv,  wenn  die  hetreffende  GrüUe  mit  wachsendem  x  abnimmt,  während  der 
Differentialquotient  dann  negativ  ist;  (wir  schreiben  den  partiellen  Differential- 
quotienten ^    ,  weil  ja  Q  eine  Funktion  zweier  Variableu  x  und  t  ist). 


**)  Das  Symbol  (-.-)  bedeutet  den  Wert  von  .^^  an  der  Stelle  x  =  Xo. 
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und  erhöht  in  ihm  die  Konzentration.*)  Bedeutet  b  den  Flächen- 
inhalt des  Zylinderquerschnittes  und  (oJa^xo+it^^x  den  Mittelwert  der 
Konzentration  im  Zylinder  (x^,  x^  +  Jx),  so  ist  die  in  ihm  enthaltene 
Salzmenge  gleich  (Q).r=r„+;t-b-Ax  und  es  ist: 


(Q).:  =  . 


•  h  Jx 


h-D 


he 


...     (1) 


Da  b  und  Ax  in  bezug  auf  die  Zeit  konstant  sind,  so  darf  das  Produkt 

b-Ax  vor  das  Difierentiationszeichen  .-    herausgehoben   werden   und 

wenn  man  dann  noch  beide  Seiten  von  (1)   durch  b-Ax  dividiert,   so 
eihält  man : 


bt 


iQl=^ 


■9^j 


=  D. 


Jx 


Läßt  man  in  (2)  das  Ax  gegen  Null  konvergieren,  so  findet  man 


bQ 


=  D 


(2) 


(3) 


Diese  Differentialgleichung  wäre  zu  integrieren,  wenn  wir  uns  ein 
genaues  Bild  über  den  Vorgang  der  Diffusion  verschaffen  wollten: 
es  ist  dies  eine  sog.  partielle  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung  („partiell"  wegen  der  in  ihr  vorkommenden  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten).  Eine  Darlegung  der  Methoden  zur  Integration 
von  partiellen  Differentialgleichungen  würde  aber  den  Rahmen  dieses 
Buches  überschreiten;  dalier  werden  wir  uns  auf  einen  Spezialfall 
beschränken,  in  dem  sich  die  partielle  Differentialgleichung  (3)  auf 
eine  gewöhnliche  reduziert. 

Bevor  wir  aber  zur  Diskussion  dieses  Spezialfalles  übergehen, 
wollen  wir  noch  einige  Bemerkungen  über  die  Art  der  Ableitung  der 
Differentialgleichung  (3)  aus  den  physikalischen  Ueberlegungen  machen. 
In  den  Lehrbüchern  der  mathematischen  Physik  ist  nämlich  eine 
andere  Art  der  Ableitungsweise  üblich,  die  wohl  kürzer  und  bequemer 
ist,  als  unsere,  dagegen  mathematisch  nicht  ganz  korrekt.  \\'ir  wollen 
zunächst  unsere  Ableitung  in  die  in  der  mathematischen  Physik 
übliche  Sprache  übersetzen.  In  dieser  Uebersetzung  würde  unsere 
Ableitung  folgendermaßen  lauten: 

,.Um  diese  Frage  zu  beantworten,  legen  Avir  durch  den  Zylinder 
zwei  unendlich  benachbarte  Querschnitte  x^  und  Xo  + (ix;  durch  den 

ersten  wandert  pro  Flächen-  und  Zeiteinheit  die  Menge  — ^(\) 
anderen     die     Menge    —DI.-) 

Zylinder   {xQ,x„+dx)   und    erhöht    in    ihm    die   Konzentration.     Be 
deutet  b  den  Flächeninhalt   des  Zylinderciuerschnittes,   so   ist  die 
ihm  enthaltene  Salzmenge  g-b-dx  und  es  ist: 


durch     den 


-DI 


D 


\ÖX/.r=.r„- 


Die    Differenz 


bleibt   in  dem  unendlich  kleinen 


in 


*)  Dies  natürlich  nur  dann,    wenn  diese  Diti'erenz  positiv  ist.     Ist  sie  negativ, 
SM  sind  auch  die  Worte  ..bleibt"  und  ..erhühf  in  negativem  Sinne  zu  verstehen. 
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{Q.h.dx)  =  h-D. 


(1) 


Da  6  und  dx  in  bezug  auf  die  Zeit  konstant  sind,  so  darf  das  Produkt 

h-dx  vor  das  Difterentiationszeic-hen  .^    herausgehoben  werden  und 

ot 

wenn  man  dann   noch   beide  Seiten   von  (1)  durch  hdx  dividiert,  so 

erhält  man: 

^-^ dx  •  •  •  '"^^ 

=  Z,.f|  ...(3,- 

In  dieser  neuen  Ausdrucksweise  irritiert  uns  zunächst  der  Aus- 
druck: „unendlich  benachbarter  Querschnitt".  Unter  einer  „un- 
endlich kleinen  Größe"  verstehen  wir  eine  variable  Größe,  die 
gegen  Null  konvergiert  (vgl.  S.  146).  Analog  wird  also  unter  dem 
..unendlich  benachbarten  Querschnitt"  ein  Querschnitt  zu  verstehen 
sein,  der  gegen  den  ersten  zu  unbegrenzt  wandert;  mit  anderen  Worten, 
es  ist  unter  dx  eine  unendlich  kleine  Größe  zu  verstehen,  d.  i.  eine 
variable  Größe,  die  gegen  Null  konvergiert.  Wir  haben  seinerzeit 
das  Dilferential  dx  als  einen  beliebigen  Zuwachs  der  unabhängigen 
Variablen  definiert  (vgl.  S.  198).  Da  dieser  Zuwachs  beliebig  war,  so 
steht  uns  nichts  im  Wege  zu  fordern,  daß  dieser  Zuwachs  variabel, 
u.  zw.  gegen  Null  konvergierend  gedacht  werde;  dies  muß  aber  be- 
sonders hinzugefügt  werden,  denn  ohne  diese  ausdrückliche  Bemerkung 
würde  man  diesen  Zuwachs  als  eine  konstante,  nicht  variable  Größe 
auffassen. 

Nachdem  nun  der  „unendlich  benachbarte  Querschnitt"  einge- 
führt worden  ist,  wurde  die  ganze  üeberlegung  an  dem  „unendlich 
kleinen  Zylinder"  (x^,  x^  +  dx)  angestellt,  d.  h.  an  einem  Zylinder,  der 
schon  wälirend  der  Üeberlegung  variabel  ist  und  auf  Null  zusammen- 
zuschrumpfen bestrebt  ist.  In  unserer  Ableitung  hingegen  ist  der 
zweite  Querschnitt  {xq-\-Ax)  „endlich"  benachbart,  d.h.  die  Größe 
Ax  ist  eine  fixe,  endliche  Größe;  die  ganze  Üeberlegung  wird  an 
dem  fixen,  endlichen  Zylinder  (»o,  cco  +  '^*)  angestellt  u.  zw.  bis  zur 
Erzielung  der  Gleichung  (2).  F>st  zwischen  der  Gl.  (2)  und  (3)  wird 
der  Grenzübergang  zla;->0  durchgeführt.  Darin  liegt  der  wesentliche 
Unterschied  zwischen  unserer  und  der  angeführten  Ausdrucksweise. 
Das  Resultat,  nämlich  die  Differentialgleichung  (3)  ist  in  beiden 
Fällen  dasselbe. 

Von  der  Differentialgleichung  (3)  wollen  wir  einen  Spezialfall 
behandeln,  nämlich  die  stationäre  Diffusion  eines  radio- 
aktiven Gases  (Emanation)  durch  eine  Flüssigkeit  (oder  durch  ein 
Gas).  Da  ein  radioaktives  Gas  spontan  zerfällt  u.  zw.  mit  einer 
Geschwindigkeit,  die  seiner  jeweiligen  Konzentration  proportional  ist, 
so  kommt  in  diesem  Falle  auf  der  rechten  Seite  von  (3)  noch  ein  Glied 
( — Iq)  hinzu,  wo  l  die  Zerfallskonstante  bedeutet. 
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Nehmen  wir  ferner  an.   daß  der  Zustand  stationär  ist.  so  ist 
zu  setzen,  wodurch  wir  erhalten: 


bt 


0  =  D.^-Xg  ...(5) 

Gleichung  (5)  sagt  aus,  daß  sich  die  Konzentrations  ab  nähme 
infolge  des  spontanen  Verfalles  einerseits  und  die  Konzentrations- 
zunahme infolge  der  Diffusion  andererseits  gerade  ausgleichen. 
Ein  derartiger  stationärer  Zustand  kann  beispielsweise  folgender- 
maßen realisiert  werden.  Am  Boden  eines  mit  Flüssigkeit  gefüllten 
Zylinders  sei  eine  dünne  Haut  eines  aktiven,  emanierenden  Prä- 
parates angebracht;  dieses  Präpai-at  wird  mit  konstanter  Geschwindig- 
keit Emanation  entwickeln,  die  in  die  Flüssigkeit  hineindiffundieren 
wird.  Sorgt  man  noch  dafür .  daß  an  der  Berührungsfläche  der 
Flüssigkeit  mit  der  Luft  die  Konzentration  der  Emanation  konstant 
bleibt  (z.  B.  konstant  gleich  Null),  so  wird  sich  nach  einer  gewissen 
Zeit  ein  stationärer  Zustand  einstellen.  Ein  stationärer  Zustand  ist 
dadurch  gekennzeichnet,  daß  die  ihn  deflniei-enden  Größen  sich  mit 
der  Zeit  nicht  ändern,  also  von  der  Zeit  unabhängig  sind.  In  unserem 
Falle  ist  also  p  eine  Funktion  von  x  allein  und  wir  können  in  (5)  an 

Stelle  des  partiellen  Differentialquotienten  ^  den  totalen  ^  ~,  setzen: 

Gleichung  (6)  ist  aber  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  für  q  als  Funktion  von  x.  Wir  schreiben  sie  in  der 
Form 

nachdem  wir  der  Kürze  halber  k-  =  „  gesetzt  haben.  Um  sie  zu 
integrieren  machen  wir  den  Ansatz: 

^  =  e-  ...  (8) 

d.  h.  wir  versuchen,  ob  sich  nicht  ein  derartiges  a  finden  läßt,  welches 
(8^  zu  einem  Integral  von  (7)  macht.  Um  die  entsprechende  Be- 
dingung für  a  zu  finden,  ditterentiieren  wir  zunächst  (8)  zweimal 
nach  x: 

f =-' 

^,  =  «2^-  .    .    .    (10) 

dx- 

d'^Q 
d  setzen  in  (7)  für  q  den  Ausdruck  (8),  für  ^~,  den  Ausdruck  (10) 


%3.=r-e  . .  .{7) 


un 
ein: 


ct-e^  =  k'e'"  .  .  .  (11 1 

Da  e""^  nie  gleich  Null  werden  kann,  so  kürzen  wir  (II)  durch  '•'    und 
erhalten  so: 
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a^  =  h^  ...  (12) 

also 

«^  =  +  Ä;  «2  =  — ^  •  •  ■  (13) 

Mithin  sind 

f/)j  {x)  --^  e^--'-,  (f^ (x)  =  e - *-^  •••(14) 

zwei  partikuläre  Integrale  von  (7).  aus  denen  sich  das  allgemeine 
Integral  linear  zusammensetzt: 

Q  =  C,e'-^-{-C.,e-'''  .  .  .  (15) 

(Man  vgl.  die  zwei  Eigenschaften  der  linearen  Differentialgleichungen, 
S.  245  u.  246.)  Um  die  beiden  Integratiouskonstanten  Cj,  C^  zu  be- 
stimmen, setzen  wir  fest,  daß  am  Boden  der  Zylinders  die  Konzen- 
tration der  Emanation  gleich  a,  an  der  Berührungsfläche  der  Flüssig- 
keit mit  der  Luft  —  gleich  Null  sei;  ist  l  die  Höhe  des  Zylinders^ 
so  ergibt  sich  daraus: 

a  =  C^+C^  .  .  .  (16) 

O^CjC^'-fC^e-*'  .  .  .  (17) 

Aus  (16)  und  (17)  flndet  man: 

^1— —  ^tT — :::^n  ^2--M — ::=ti  .  .  .  (i»j 

und  in  (15)  eingesetzt: 


-kp  ^  pKi p- 


Nach  diesem  Gesetze  ist  also  die  Emanation   in  der  Flüssigkeit  bei 
stationärem  Zustande  verteilt. 

4.  Beispiel.  Im  Beispiele  2  haben  wir  die  Reibung  zwischen 
einem  festen  Körper  und  einer  Flüssigkeit,  bzw.  den  Einfluß  dieser 
Reibung  auf  die  schwingende  Bewegung  des  festen  Körpers  unter- 
sucht. Nun  tritt  auch  innerhalb  einer  physikalisch  homogenen,  be- 
wegten Flüssigkeit  Wärme  auf,  wenn  die  Geschwindigkeit  in  der 
Flüssigkeit   von   Schicht   zu   Schicht  wechselt;   wir   schreiben   diese 

Wärme  der  Reibung  der  Flüssigkeitsteilchen 

^       gegeneinander,  dersog.„innerenReibung"  zu. 

->  Um  eine  präzise  Definition  des  Begriffes 

^         \        „innere  Reibung"  zu  geben,  denken  wir 

-y       uns  eine  in  einem  Kanal  bewegte  Flüssig- 

~       keit;  P'ig.  107  stellt  einen  vertikalen,  zu  den 
Fig.  107.  Kanalufern  parallelen  Kanalschnitt  dar.  Die 

Strömung  soll  in  der  Richtung  der  positiven 
a;-Achse  erfolgen  (Fig.  107)  und  zwar  soll  die  Strömungsgeschwindigkeit  u 
nach  oben  hin  zunehmen,  etwa  nach  einem  linearen  Gesetze  u=^a-\-by. 
Denken  wir  uns  nun  ein  Flächenstück  /  parallel  zum  Boden  des 
Kanals.  Oberhalb  dieses  Flächenstückes  ist  die  Flüssigkeit  schneller 
bewegt,  als  unterhalb;  wir  stellen  uns  nun  die  „innere  Reibung"  so 
vor,  daß  die  oberhalb  von  /  befindliche  Flüssigkeitsschicht  auf  die 
unterhalb  befindliche  beschleunigend,  die  untere  auf  die  obere  ver- 
zögernd wirkt;  der  Sitz  dieser  beschleunigenden  bzw.  verzögernden 
Kraft  ist  nun  gerade  das  Flächenstück  /.  Nach  Newton  ist  die  das 
Flächenstück  /  angreifende  Reibungskraft  proportional  dem  an  der 
betreffenden    Stelle    herrschenden   Geschwindigkeitsgefälle    und    dem 


VI.   Gewöhnliche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung.  255 

Flächeninhalte  /,  also  gleich  vf-^  =^-/-^  wo  r^  eine  Konstante  be- 
deutet (Koeffizient  der  inneren  Reibung). 

Den  Begriff  der  inneren  Reibung,  sowie  die  Newton'sche  An- 
nahme über  dieselbe  wollen  wir  an  einem  Beispiele  klar  machen,  das 
auch  an  und  für  sich  interessant  ist.  In  einem  Behälter  möge  sich 
eine  Flüssigkeitssäule  von  der  Höhe  h  befinden.  Durch  ein  unten 
angebrachtes  horizontales  Rohr  fließt  das  \\'asser  aus,  es  wird  jedoch 
gleichzeitig  dafür  gesorgt,  daß  das  Flüssigkeitsniveau  im  Behälter 
konstant  bleibt;  der  Zustand  wird  also  ein  stationärer  sein,  d.  h.  es 
wird  die  pro  Zeiteinheit  durch  einen  Querschnitt  des  Ausflußrohres 
fließende  Menge  sich  mit  der  Zeit  nicht  ändern.  —  Wenn  nun  im 
Ausflußrohre  keine  Reibung  vorhanden  wäre,  so  wäre  erstens  der 
Druck  längs  des  ganzen  Ausflußrohres  konstant,  zweitens  wäre  die 
pro  Zeiteinheit  ausfließende  Flüssigkeitsmenge  von  der  Länge  des 
Rohres  unabhängig.  In  \\'irklichkeit  ist  weder  das  eine,  noch  das 
andere  der  Fall;  der  Druck  nimmt  im  Rohre  gegen  das  offene  Ende 
hin  ab,  und  die  pro  Zeiteinheit  ausfließende  Menge  ist  um  so  kleiner, 
je  länger  das  Ausflußrohr  ist.  Die  Erklärung  für  diese  Tatsache  ist 
folgende.  An  den  Wänden  des  Ausflußrohres  haftet  die  Flüssigkeit 
infolge  der  Adhäsion,  die  Geschwindigkeit  ist  also  dort  Null  und  die 
den  Rohrwänden  anliegenden  Schichten  wirken  verzögernd  auf  die  in 
der  Nähe  der  Rohrachse  befindlichen.  Wir  wollen  nun  den  Einfluß 
der  inneren  Reibung  auf  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  im  Rohre 
rechnerisch  verfolgen. 

Hierzu  wählen  wir  die  Rohrachse  als  cc-Achse,  nennen  r  den 
Abstand  eines  Punktes  von  der  x-Achse  und  machen  folgende  zwei, 
durch  das  Experiment  gerechtfertigte  Annahmen.  Erstens  soll  der 
Druck  f  eine  Funktion  von  x  allein  sein,  p  =  p(a;),  zweitens  soll  die 
Geschwindigkeit  u  eine  Funktion  von  r  allein  sein,  u  =  u{r),  mit 
anderen  Worten:  in  einem  Querschnitt  senkrecht  zur  Rohrachse  soll 
der  Druck,  auf  der  Mantelfläche  eines  mit  dem  Rohre  konaxialen 
Zylinders  die  Geschwindigkeit  konstant  sein.  —  Nun  greifen  wir 
aus  der  Flüssigkeit  einen  kleinen  mit  dem  Rohre  konaxialen  Hohl- 
zylinder heraus;  seine  linke  Basis  soll  die  Entfernung  a;,„  seine  rechte 
die  Entfernung  Xq-\-  Ax     ^_^^^  ,.^_^_^,,^^=,,=, 

vom     Nullpunkte     der     '"    ,^::::Z""":"".....'!/..^a— —  ^ 

X-Achse     haben;      die  ^  (/.I^^tt^E^^^^^:^::        ] ?.-.4ph.3.e 

innere  Mantelfläche  soll  "  l^H Ez^i^- J 

von  der  Rohrachse  den  \/ 

Abstand  r„,  die  äußere  ; 

den    Abstand    Tf^  +  Ar  J.^  ^;^^ 

haben;  in  Fig.  108  ist 

dieser  Zylinder  heraus-  ^' 

gezeichnet.  Berechnen  wir  die  an  diesen  Hohlzylinder  angreifenden 
Kräfte.  Auf  die  linke  Basis  wirkt  die  Kraft:  'p{x^^)  mal  dem  Flächen- 
inhalt der  Basis,  also  'P[X^f)•[(rQ  +  Jr)'- .i  —  ^o"'*J'  die  Richtung  dieser 
Kraft  fällt  mit  der  positiven  x-Achse  zusammen;  die  auf  die  rechte 
Basis  wirkende  Kraft  ist  gleich  'p[Xq-{-  Jx)'[{rQ-^  Jr)-  —  r„''j/c  und  ist 
der  ersteren  entgegengesetzt  gerichtet;  zur  Geltung  kommt  daher 
die  Ditterenz: 

\v{^o)  —  Pi^o  +  ~Jx)]-  {(r^  +  Jr)  -  —  r^  -]  -n  •  •  •  ( 1> 


■ 
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All   der  inneren  Mantelfläche   greift  die  Kraft  der  inneren  Keibung 
in    der   Richtung   der  i)Ositiven   a;- Achse   an,   u.  zw.   ist  ihr  Betrag 

*)   (denn   der   Inhalt    der  Mantelfläche 


gleich 


dr 


2r7i  •  Jx 


ist  ja  gleich  2r„7r-z/a;);  die  an  der  äußeren  Mantelfläche  angreifende 

Reibungsfläche    hat    die    Richtung    der    negativen    a;-Achse    und    ist 

^  ,1-1  du 

ihrem  absoluten  Betrage   nach  gleich  —  jj 


dr 


•  2r7r  •  Jx 


r  =  rt,+  ^r  ' 


in 


der  Richtung  der  positiven  a;-Achse  kommt  also  bloß  die  Differenz 
zur  Geltung: 

Da  der  Zustand  ein  stationärer  sein  soll,  so  müssen  sich  die  den 
Hohlzylinder  angreifenden  Kräfte  gerade  aufheben  (sonst  würde  ja 
der  Hohlzylinder  eine  Beschleunigung  erfahren,  was  sich  mit  der 
Annahme  des  stationären  Zustandes  nicht  verträgt).  Es  müssen  also 
die  in  der  positiven  cc-Richtung  zur  Geltung  kommenden  Differenzen 
(1)  und  (2)  einander  entgegengesetzt  gleich  sein,  also: 

[VM  —  Vi^o  +  ^^)]  •  [(**o  +  M'  —  ro^]'^  = 
(      /   du 


— ^---KtUM 


drjr  =  r,         \     drfr  =  r,  +  Jrl 


oder 


{'Pix,  +  Jx)  -  'Pix,)] .  [2r,Jr  +  {Jr)^  = 

^'\  ydrlr  =  ro+_/r  \     dv 


•  Jx 


(3) 


(4) 


Dividieren  wir  beide  Seiten  von  (4)  durch  2-Jx-Jr,  so  erhalten  wir 

(-^-)        -  ( 

_         \     drjr  =  r„^Jr  \ 


p(x„  +  Jx)  -  pjXf^) 
Jx 


\r,-^^(Jr)]  =  ri. 


du\ 


Jr 


(5) 


Lassen  wir  nun  Jx  und  Jr  gegen  Null  konvergieren  und  lassen  dann 
überdies  den  Index  Null  bei  a;^,  und  r,  weg,  so  gelangen  wir  zur 
Gleichung: 

dp  1    d  I  du 


dx 


V 


rdr\'drj  "  '  ^^^ 

In  dieser  Gleichung  ist  die  linke  Seite  eine  Funktion  von  x  allein, 
die  rechte  eine  Funktion  vor  r  allein ;  sollen  diese  beiden  Funktionen 
für  jeden  beliebigen  Wert  von  x  und  jeden  Wert  von  r  einander 
gleich  sein,  so  ist  dies  nur  so  möglich,  daß  beide  einer  und  derselben 
Konstanten  k  gleich  sind: 

'  r   dr\   drj 


du 


*)  Man  beachte,  daß  -j-  negativ  ist 


I 
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So  erhalten  wir  für  fix)  eine  gewölinliche  Differentialgleichung  erster 

Ordnung,  für  u{r)   eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung.    (Es 

d  l  du\      du  ,     d^u    ^,  .  ,         /ox  ,  ..     X       ,      •      1      I- 
ist   ja    j'yjj^j   +^j  25  Gleichung  (8)  konnte  also  in  der  rorm 

j?  du  .       d^u      , 
r  dr        '  dr - 

geschrieben  werden ;  wir  behalten  aber  die  Form  (8)  bei,  weil  sie  für 
die  Integration  bequemer  ist.) 

Gleichung  (7j  ist  leicht  integriert;  wir  erhalten: 

f^kx  +  C  ...  (9) 

wo  C  die  Integrationskonstante  bedeutet.  Nennt  man  po  ^^^  Druck 
an  der  Stelle  a;  =  0  und  fi  den  Druck  an  der  Stelle  x  =  l  (der,  dem 
atmosphärischen  Drucke  gleich  ist),  so  ist 

Vq  =  ^i  Vi  =  ^'f^-\-VQ  •  •  •  (10) 

also 


l 


Dies  in  (9)  eingesetzt,  ergibt: 


p  =  p„-?i__^x 


(11) 


(12) 


d.  h.  der  Druck  nimmt  mit  x  linear  ab.    Die  Gleichung  (12),  die  auch 
in  der  anschaulicheren  Form 


V  —  VQ_'Pi~f^^ 


.  .  .  (13) 


X  l 

geschrieben    werden   kann,   kann   leicht  mit  Hilfe  der  in   Fig.  109 
wiedergegebenen  Anordnung  demonstriert  werden. 


Fig.  109. 


Auch  Gleichung  (8)  ist  leicht   integriert.    Wir  schreiben  sie  in 
der  Form: 

d  I   du\ k-r 

dr\  drJ        rj 
und  erhalten  durch  Integration: 


oder 


du       ,    ^'"    I  r 

du k        I    ^1 

dr~2ij'^'^  T 


.  .  .  (U) 
.  .  .  (15) 
.  •  .  (16) 


Salpeter,  Mathematik.    2.  Aufl 
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Nochmalige  Integration  liefert: 

u  =  ~r-'  +  C,\nr  +  C,-  ..  .  (17) 

hierbei  sind  C^,  C^  Integrationskonstanten.  Um  sie  zu  bestimmen^ 
bemerken  wir  zunächst,  daß  Inr  für  r-^0  unendlich  groß  wird;  da 
aber  die  Geschwindigkeit  u  überall  endlich  ist,  so  muß  der  Koeffizient 
von  In  r  gleich  Null  sein,  es  ist  also  C^  =  0.  Den  Wert  von  C^  er- 
halten wir  durch  die  Festsetzung,  daß  an  den  Rohrwänden  die 
Flüssigkeit  haftet,  daß  also  für  r  =  a  die  Geschwindigkeit  Null  ist, 
w^enn  mit  a  der  Halbmesser  des  Rohrquerschnittes  bezeichnet  wird, 
8etzt  man  in  (17)  r  =  a,  u  =  0,  0,^:^0,  so  findet  man: 

'^^  =  -!.,■<  •••(i«> 

in  (17)  eingesetzt  liefert  dies: 

u  =  -^ia^-f^)  ...(19) 


I 


oder  mit  Berücksichtigung  von  (11): 

Vo—Vi 


[a'  —  f')  .  .  .  (20) 


Diese  Formel  w^erden  wir  im  nächsten  Kapitel  dazu  benützen,  um 
die  Ausflußmenge  in  ihrer  Abhängigkeit  von  der  Druckdiifereuz 
iVo  —  P'))  ^^^  Rohrhalbmesser  a  und  der  Rohrlänge  l  zu  bestimmen. 


VII.  Bestimmte  Integrale. 

Ist  F{x)  irgendein  partikuläres  Integral  von  f{x\  also  F{x)  = 
=  jf(x)dx,  so  versteht  man  unter  dem  „bestiinmten  Integral  von 
/{(x-)  zwischen  den  Grenzen  «,  &"  die  Differenz  F{h)  —  F{a)  und 

bezeichnet  es  mit  dem  Symbol:  \f{x)(lx\  hierbei  nennt  man  a  die 

a 

untere,  h  die  obere  Grenze.    Z.  B.  ist  für  f{x)  =  x-  die  Funktion 

2 

x'^  -\-  1  Z' 

F{x)  =  — ^ —    ein   partikuläres  Integral;    es  ist    daher    j  x-dx  =^ 

1 

b 
03_l_-I13_l_1  7  /) 

r=F{2)—F{l)  =  ^~^—      J     =-     und     allgemein        x'dx  = 

6^  +  1      a^  4-1      1 
=     o q — =ö(^^  —  (^'^)-    Die  Bezeichnung  „bestimmtes  Inte- 

b 
gral"  rührt  davon  her,  daß  der  Wert  von  U{x)dx  unabhängig  davon 

a 

ist,  was  für  ein  partikuläres  Integral  von  f{x)  man  zugrunde  legt.*) 
In  der  Tat,  sind  F^{x),  F^{x)  zwei  verschiedene  partikuläre  Integrale 
von  f{x),  so  können  sie  sich  ja  bloß  um  eine  additive  Konstante  C 
unterscheiden:  F^{x)  —  F^{x)^^C;  es  ist  daher  F^\J)) — F^{a)  ^^ 
=  [F^{b)-\-0]  —  [F^{a)  +  C]=F^(b)—F^Xa).      Hätten    wir   in    obigem 

»^  +  1  X^  -{-A: 

Beispiele  anstatt  — ^—  das  partikuläre  Integral  — „ —  benützt,  so 
o  o 

6 

/'                          &^4-4     a^+4 
hätten  wir  für  \  x'^ dx  erhalten :  — ^ o    >  ^l^o  wiederum  \  (6^  —  a'i. 

u 

Diesen  Umstand  drückt  man  auch  so  aus:  „Bei  der  Bildung  des  be- 
stimmten Integrals  fällt  die  Integrationskonstante  weg."' 

Aus  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  ergeben  sich  un- 
mittelbar folgende  zwei  Sätze. 


*)  Im  Gegensatz  zu  dem  „bestiinmteu  luteyral"  neimt  mau  das  allgemeine  Integral 
von  f{x)  auch  das  „unbestimmte  Integral". 

17* 
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h  a 

I.Satz.      I /{jc)  (Ix  =  —  I /{x)  clx.     In    der    Tat,    es    ist   ja 

a  b 

b  a 

ff{x)dx  =  F(b)  —  F{a\    C  f{x)  dx  =^  F{a)  —  F{b)    und    F{b)  —  F{a)  = 

a  b 

=  —  \F{a) — F\b)\.  Vertauscht  man  also  in  einem  bestimmten  Integral 
die  untere  Grenze  mit  der  oberen,  so  kehrt  sich  das  Vorzeichen  des 
Integrals  um. 

Ich 

2.  Satz.      I /(x)  dx  =  t /{x)  dx -{- j /(x)  dx.    Beweis.    Es   ist 

a  a  c 

c  b  c 

Cf{x)dx  =  F{c)—F{a),Cf{x)dx  =  F{b)  —  F{c),  folglich    h{x)dx-\- 

a  c  a 

b  b 

+  (){x)dx  =  F{c)—F{a)+F{h)—F{c)=F{h)-F{a)=  Cf{x)  dx. 


Uebungen. 
1.  Uebung.     Ix'"dx^=?  —  Lösung.    Hier  ist  F{x)==  j  x'^dx  — 

0 

1 
a-m+i  /s  1»»+l  1 

=  -^^+  C  und   \x'-dx  =  F{l)-F{{))=^  ,.—{)=  ^—.  —Der 


Kürze  halber  bezeichnet  man   die  Differenz  F(b)  —  F{a)  mit 


F^x) 


1  1 


also   ist    in    unserem    Falle  I  a;'"(^cc  = 

0 

2.  uebung.    /^f^,^? 

0 

Lösung.     I  .-|^ — ^  =   arc  tg  x 

0 

b 

3.  Uebung.    J~  _  . 

a 

6 

Lösung.     I  —  ^  In  a;  ==ln  6  —  Ina  =  In 


m  +  1* 

0  0 


1 


1  _  1 

=  arc  tg  1  —  arc  tg  0  =  ^, 

0 
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=  e*  —  e". 


=  {(e  +1).  (Vgl.Ueb.30. 
0  Kap.  IL) 


4.  Uebuiig.     Isin^xrfx^?  — 
Lösung,     /siü^  xdx=ism'^  x-sin  xdx  =  —  /(l  —  cos-  x)  •  d{cos  x) 

n  n 

T  T 

=^  —  COS  x  +  -j  cos^  X  -\-  C:  js'in^  xdx=    —  cos  a;  +  -^  cos^  x 

0 

6  6  6 

5.  üebnng.     le'dx  =  ?  —  Lösung.       ie^dx^ 

a  a 

n 

6.  Uebung.     /e^sinx(?a;  =  ?  — 

0 
n 

2 

Lösung,     je'smxdx^    ^•e^(sincc  —  cos  x) 

0 

e 

7.  Uebung.     1  lnxdx  =  ?  — 

0 

e 

Lösung.      l\nxdx=\x{\nx  —  1) 
1 

n 
T 

8.  Uebaug        /lnsinx<fa;  =  ?  —  Lösung.     Das  Integral  /  In  sin  xdx  läßt  sich 

0 

unbestimmt  mit  elementaren  Mitteln  nicht  ausrechnen;   den  Wert  des  bestimmten 

n 
2 

Integrals    /  In  siu  x  dx  werden  wir  jedoch  mittels  folgenden  Kunstgriffes  auswerten. 
Bezeichnen    wir    das    auszuwertende    Integral    /  In  sin  x  dx    mit    J,    so    ist    J  — 

71  n  (I 

=  I  In  sinx  dx+ 1  Ins'mxdx;   im   zweiten    dieser   Integrale    führen  wir   die   Sul>- 

4 

stitution:  x  =  -^ z  ein;  dadurch  wird  d:  =  —  dx,  sin  .r  =  sin  {  ^^  — z\  =  cos  ;     und 

/  Insinxdx  =— I   In  cos  z  dz.      Ueberdies     müssen     die     Integrationsgrenzen     ent- 

Tt  71  Tt  n  Tt 

sprechend  geändert  werden;   ist  x  =  — ,    so   ist  z  =  v, —       =  —  und  ist  x  =  -^,  so 


=  0-(— 1)  =  1.     (Vgl.    L'eb.  28. 

Kap.  IL) 
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n  n 

T  0  T 

ist  z  =-^ —  "ö  ~  ^5  daher  ist  1  Insinxdx  =  —  /  In  cos  z  dz  =+  l  In  cos  z  dz.     Nun 
T  T 

a 

ändert  sich  an  dem  bestimmten  Integrale //'(x)  dx   —   wie   wir   noch    unten    näher 

b 

ausführen  werden  —  gar  nichts,   wenn  man   den  Bachstaben  x  durch  irgendeinen 

7t  n 

4  T 

anderen   ersetzt;    es    ist   daher    auch   in   unserem    Falle  /  In  coszdz  =  /  Incosxdx 

0  0 

n  n  n  n 

Y  T  T  T 

und  x&\'Caxü.J=l  In  sin  xdx  =  1  Insinx  dx  +  1  In  cos  xdx=l  (In  sin  a;  +  In  s  cox)  6.x  = 

0  U  0  0 

n  7t  n  7t 

T  T  T  T 

=  /  In  (sin  X  cos  x)dx  =  1  In  — ^ —  dx  =  l  In  sin  2xdx  —  /  In  2-dx  = 

u  o  u  0 

TT  7t  7t 

T  —    ■  T  T 

=  /  in  sin  2xdx  —  In  2-[a^]     =  /  In  sin  2xdx r  '  ^^  2.     Im  Integral  Ilns'm2xdx 

0  0  o 

dz 
machen  wir  wiederum  eine  Substitution:  2x=^z,  sin2x  =  sin2,  dx  =  —-;    ist    cc  =  0, 

7t 

T 

TC  It  Tt  / 

so  ist  auch  z  =  Q  und  ist  x  =-,-,  so  ist  ^  =  2--r  =  -r-,  mithin  wird  /  In  sin  2x  dx  = 

4'  4         2'  J 

0 
T  2 

=  ^  /  In  sin  zrfz  =  Win  sin  .r  (ix  =  ^  J.  Setzen  wir  dieses  Kesultat  in  die  Gleichung 

0  0 

n 

T 

7"=  /lnsin2xrfx r-  in  2    ein,     so    erhalten     wir    J  = —   In  2,      also 

J  4  '  :i         4  ' 

0 
rt 
o 


./=  /  In  sin  X  dx  =  — —  In  2. 


Es  ist  wichtig  festzuhalten,  daß  das  bestimmte  Integral   von 
f{x)  keine  Funktion  von  x  mehr  ist,  sondern  bloß  der  Grenzen  a  und 

h 

h.    So   ist  z.  B.   der  Wert  des  Integrals    ix^dxmxY  davon  abhängig, 

u  1 

welche  Werte  man  den  Grenzen  a,  b  beilegt  und  es  ist  etwa  |  x^  dx 

0 

gleich  dem  Integrale  (('■^dt,  weil  beide  gleich  -j-  sind.      Man    sagt: 


0 
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.X  bzw.  t  ist  die  Iiitegrationsvariable":  mit  was  für  einem 
Buchstaben  man  die  Integrationsvariable  bezeichnet,  ist  für  den  Wert 
des  bestimmten  Integrals  belanglos. 

Wir  fassen  somit  das  bestimmte  Integral  von  f{x)  zwischen  den  Grenzen  a  und  h 
als  Funktion    von   a,  h   auf   und   bezeichnen  sie   mit  J  ia,  b).     Offenbar   bedeuten 

b  h^  /, 

I  f{t)  dt,     I  f{z)  dz,     I  f{iß  dy,  usw.  alle  dieselbe  Funktion  J(a,  h).    Wir  fragen  nun 

a  a  a 

nach  den  partiellen  Ableitungen  von  J  nach  a  und  nach  b  (d.  h.:  wie  ändert  sich 
das    bestimmte    Integral  /  f{x)  dx,  wenn  sich   bei  konstanter  unteren  Grenze  a  die 

a 

obere  b  ändert,  bzw.  wenn  sich  a  bei  konstantem  b  ändert).  Diese  Frage  ist  leicht 
beantwortet.  Ist  F[x)  das  unbestimmte  Integral  von  f{x),  so  ist  ja  ,'  '  =  f{x) 
und  diese  Beziehung  bleibt  offenbar  richtig,  wenn  man  in  ihr  den  Buchstaben  x  mit 
dem    Buchstaben   a   oder   b   vertauscht;   es   ist  also —r —  =  f{b),     — p-^  = /'(a). 


Nun    ist 


J[a,b)=Jf{, 


x)  dx  =  F{b)  —  F{a)    und    daher 


-äT'wi^^"-^'»«" 


=  ^jm)=m, 


-ö^  =  l[^'.'"-^('')i 


dF[a) 


da 


—  f{a).    Somit  haben  wir 

den  Satz  gewonnen:  Die  Ableitung  eines  bestimmten  Integrals  nach 
seiner  oberen  Grenze  ist  gleich  dem  Iiitegranden,  wenn  man  in 
ihm  anstatt  der  Integratious variablen  die  obere  Grenze  einsetzt; 
die  Ableitung  eines  bestimmten  Integrals  nach  seiner  unteren 
Grenze  ist  gleich  dem  negativ  genommenen  Integranden,  wenn 
man  in  ihm  anstatt  der  Integrationsvariablen  die  untere  Grenze 
einsetzt.    Diesen  Satz  wollen  wir  an  einem  Beispiele  verifizieren.    Es  9,^\J\a,b)  = 

b 


-I- 


x^dx 


nach  unserem  Satze  ist  dann 


Ö.J 
Ö6 


b\ 


da 


=  — rt*   und  zu 


demselben    Re-^ultate    gelangt  man  auch,   wenn  man  den  Ausdruck 
nach  b  bzw.  a  differentiiert. 


direkt 


Es  sei  in  Fig.  110  eine  Funktion  y  =  f{x)  graphisch  dargestellt 
ist  ferner  P„  ein  willkürlich  gewählter,  aber  fix  gedachter  Punkt  der 
Bildkurve,  dagegen  P  ein  variabler 
Punkt  derselben,  so  ist  der  Inhalt 
der  Fläche,  die  durch  den  Kurven- 
bogen Pq  P.  die  Abszissenachse,  und 
die  Ordinaten  Po  ^.n  P^  begrenzt  ist, 
ebenfalls  eine  Funktion  von  x,  die 
wir  mit  I{x)  bezeichnen  wollen.  Wir 
wollen  nun  die  Ableitung  dieser 
Funktion  F{x)  ermitteln.  Hierzu 
lassen  wir  die  unabhängige  Variablem 
um  h  wachsen;  dem  Werte  x  -\-  h  ent- 
spricht der  Flächeninhalt  x,,P,J"M'x^^=F{x  -\-  h)  und  die  Differenz 
F{x -\- h)  —  F[x)  ist  gleich  dem  Flächenstücke  MPP'M'M.     OllVnbar 


Fig.  110 
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wird  sich  stets  eine  mittlere  Höhe  z  derart  finden  lassen,  daß  das 
Rechteck  mit  der  Basis  MM'  :=  h  und  der  Höhe  z  dem  Stücke 
MPP'M'M  flächengleich  sei,  also 


Daraus  folgt  aber 


zh  =  F{x-i-h)  —  F(x) 

Fix  +  h)  —  Fix) 
'^ h 


diese  mittlere  Höhe  z  ist  demnach  nichts  anderes,  als  der  Differenzen- 
quotient der  Funktion  F{x)  für  das  Intervall  (x,  x  +  h).  Läßt  man  k 
gegen  Null  konvergieren,  so  konvergiert  z  —  wie  die  geometrische 
Anschauung  lehrt  —  gegen  die  Ordinate  PM  =  f{x);  es  ist  also 

Fix+h)  —  Fix) 


lim 


h 


m 


oder 


F'ix)  =  f{x) 

Somit  ist  der  Flächeninhalt  F{x)  ein  (partikuläres)  Inte- 
gral von  f{3r). 

Es  seien  nun  a,  h  zwei  beliebige 
Werte  der  unabhängigen  Variablen  x, 
so  ist  offenbar  —  (Fig.  111) 
M,P,P,M,M,  =  Fih) 
M,P,P„MaM,  =  Fia) 

Ma  Pa  Po  M,  Ma  =  (Fb)  -  F(a) 

Da  nun  F(x)  ein  (partikuläres)  Inte- 
gral von  fix)  ist,  so  ist  nach  der 
Definition  des  bestimmten  Integrals 


y 

h 

/ 

N^ 

f^ 

Mo^^E^ 

^- 

«b 

^0 

0     a 

i 

Fig.  111. 


Fih)-Fia} 


dx. 


Somit  haben  wir  den  äußerst  wichtigen  Satz  gewonnen: 

Ist  y=/{x)    die   Gleichung   einer  Kurve  und  Pa,  Pb 
zwei  beliebige  Punkte  derselben,  so  ist  der  Inhalt  der 

Fläche,  die  durch  den  Kurvenbogen  JPaPo,  durch  die 
Abszissenachse  und  durch  die  in  den  zugehörigen 
Punkten  a,  h  der  Abszissenachse  errichteten  Ordinaten 

begrenzt  ist,  gleich  dem  bestimmten  Integrale  if{x)(lx. 


üebungen. 

9.  Uebung.  Man  berechne  den  Inhalt  der  Fläche,  der  durch  die 
Kurve  ?/  =  a;^  und  die  in  dem  Punkte  05  =  0,  x  =  1  errichteten  Ordi- 
naten begrenzt  ist.  —  Lösung.    Es  ist  dieser  Flächeninhalt  gleich 
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/ 


x-dx 


o-  also  ein  Drittel  des  Quadrates  mit  der  Seite  1 


(Fig.  112). 


0        1 
Fiff.  112. 


10.  Uebung.     y 


Ij  6  =  e,  Flächeninhalt  =^  ?  —  Lösung. 


l'dx 

I  —  =  mx 


1;  der  betreffende  Flächeninhalt  ist  also  gleich  dem 


Quadrate  von  der  Seitenlänge  1  (Fig.  113). 

11.    Uebung.      y  =  sinx,   a  ^  0,   h  =  7t,    Flächeninhalt  =  ?    — 


Lösung.     Es  ist  i  sin  xdx 


.t/s 


cos» 


=  2 ;  das  flächengleiche  Recht- 


eck ist  in  der  Fig.  114  punktiert. 


12.  Uebung.     ?/  =  sin  cc,  a  =  —  ti.  6  =  +  ?r,  Flächeninhalt  =  ?  — 

—  cosa;   =  —  (— 1  —  (— 1))  =  0;  es  ist 


Lösung.     Es  ist    i^inxdx 


nämlich  das  Flächenstück  von  —  tt  bis  0  demjenigen  von  0  bis  +  -t 
dem  absoluten  Betrage  nach  gleich,  aber  negativ. 


Fig.  115. 

13.  Uebung.    y  =  e—",  a  =  0,  Flächeninhalt  —  ?  —  Lösung.    Es 


—  e- 


=  1  —  e-^     Bemerkenswert    ist,    daß    dieser 


ist     j  e-" dx 

0 

Flächeninhalt  gegen  einen  endlichen  Grenzwert  konvergiert,  wenn  h 
gegen  oo  strebt;   es   ist  ja   lime-*  =  0,   daher   der   Grenzwert   des 

Flächeninhaltes  für  6->oo  gleich  lim  (1  — e-*)-^l;  das  Quadrat,  das 

diesem  Grenzwerte  flächengleich  ist,  ist  in  Fig.  115  punktiert.     \\"\y 

oo 

schreiben    dieses    Integral    in    der    Form:     je—'dx    und    definieren: 

oo  b  0 


/e—'^dx^^lim    je-'^dx. 
b->OClJ 


266 


Zweiter  Teil.    Integralrechnung. 


14.  Uebiing-.    y 


1  +  a;^ 


a  =  — <,  6  =  +«,  Flächeninhalt  =  ?  — 

arc  tg  a;        = 


"   dx 


1  -\-  X" 

—t 

=  are  igt  —  arc  tg  ( — t)  =  2 arc  igt;  z.  B.  ist  für  t  =  1  der  Flächen- 
Inhalt  gleich  2.-j-  =  ^.  Auch  hier  konvergiert  der  Flächeninhalt 
gegen  einen  endlichen  Grenzwert,   wenn  t  gegen  oo  strebt;  es  ist 

TT 

ja  lim  arc  igt  =  —,  daher  der  Grenzwert  des  Flächeninhaltes  gleich  /r, 

i=+oo  ^ 

+  CX3 

/dx 
-—- — -  r=  lt.    Das  flächengleiche  Rechteck  ist  in  Fig.  116 
1  +  a; 

punktiert. 


Fi^.  116. 


Fig.  117. 


15.  Man  berechne  den  Flächeninhalt  eines  Ellipsenquadranten.  — 
Lösung.  Sei  die  Gleichung  der  Ellipse  in  Parameterdarstellung  ge- 
geben: a;  =  acos<,  ?/  =  &sin^,  wo  a  die  große,  h  die  kleine  Halbachse 
bedeutet.  Die  Hilfsvariable  t  bedeutet  nichts  anderes,  als  den  Winkel, 
den  der  Radiusvektor  OF  (wo  P  einen  Ellipsenpunkt  bedeutet)  mit 
der  X-Achse  einschließt;  der  in  Betracht  kommende  Quadrant  (Fig.  117) 

TT 

ist  zwischen   den   Fahrstrahlen  i  =  -7^    und   i  =  0    eingeschlossen. 


Beachtet    man,    daß 


dx 


—  asin«,    so    ist    es    einleuchtend,    daß 


der    gesuchte    Flächeninhalt    gleich    ist     /•&sin<-( — asin^)(?«  = 


0  a 

=  —  ab  j  sin  - 1  dt  =^  ab  j  sin-t  dt=^ab- 


^{x  —  sin  X  cos  x) 


ab  7t 
~4    ' 


Der  Flächeninhalt  der  ganzen  Ellipse  ist  daher  gleich  abTr,  wenn 
man  von  den  Vorzeichen  der  einzelnen  Quadranten  absieht  und  nur 
die  absoluten  Beträge  ihrer  Flächeninhalte  summiert.  Für  den  Kreis 
(a  =  6=:r)  ergibt  sich  die  bekannte  Formel  r-?r. 


16.  Uebung.     y 
-  Lösung.    Es  ist 


2 


+  e 


"j  (Kettenlinie),  Flächeninhalt 


J'ydx=lJ{e' +  e    ')dx  =  ''^ 


W-n-    \ 


I 
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Im  Kap.  XI  des  ersten  Teiles  (S.  142)  haben  wir  den  Mittelwertsatz  von 
Lagrauge  in  folgender  Form  kennen  gelernt: 

Ist  y  =  F[x)  eine  im  Intervalle  (a,  h)  definierte  Funktion,  so  gibt  es  zwischen 

a,  b  einen  Wert  |,  a<|<t,  für  den  F'{^)=   -^^--^W^  o^e^  aach  F{b)~F{a)  = 
=  (b—a)'F'{^).    Setzen  wir  nun  F'{x)=f{x),  so  wird  F{x)=jf{x)dx   und   F{b) — 

—  F(a)=jf{x)dx  und  somit   kann   der  Lagrange'sche  Mittelwertsatz  auch   in   der 


Form  geschrieben  werden: 

b 


Jf{x)dx=(b-a)-m  ...(1) 

a 
b 

Das  Integral  1  f{x)dx  bedeutet   den  Inhalt  der  Fläche,   die  durch  den  Bogen 

a 

P^  Pj  der  Kurve  y  =  f(x),  durch  die  Ordlnaten  in  a;  =  a  und  x  =  h  und  durch  die 
Abszissenachse  begrenzt  ist.  Das  Produktiv  —  a)'f{i)  stellt  den  Flächeninhalt  eines 
Kechteckes  mit  den  Seiten  (b  —  a)  und  /"(;)  dar.  Auf  diese  Art  gewinnt  der  Mittel- 
wertsatz  in  Integralform    eine  geometrisch   anschauliche  Bedeutung.     Er  sagt  aus. 

b 

daß  sich  zu  einem  Flächenstück  / /"(x)  (?x  stets  eine  derartige  mittlere  Ordinate  /"(l) 

a 

6 

finden  läßt,   daß  das  Eechteck  (b  —  o)-f[l)  mit  dem  Flächenstück  / /Tx)  dx  flächen- 

a 

gleich  ist. 

Wegen  einer  späteren  Anwendung  wollen  wir  noch  folgende  Erweiterung  des 
Mittelwertsatzes  in  Integralform  kennen  lernen: 

Sind  qD(x),  Ti-'(x)  zwei  im  Intervalle  (a,  b)  definierte  Funktionen 
von  X  und  ist  in  diesem  Intervalle  i^'(x)  durchwegs  von  Null  ver- 
schieden, so  hat  man: 

h  b 


l(p{x)-tp[x)-dx=j{^)-  ltl}{x)dx 


.  .  .  (2; 


Beweis.    Man  setze  T{x)  =  j '^{x)dx  und  substituiere 

t  =  T{x)  .  .  .  (31 

also 

dt=  T'{x)  =  ipix)dx,  ^       ...  (4) 

was  ja  gestattet  ist,   da  tI)(x)=j=o  vorausgesetzt  wurde   (vgl.  S.  200).     Nach  Durch- 
führung der  Substitution  wird 

b  'b 

j(f{x)''\\f{x)-dx  =  j(p{x)'dt  .  •  •  (ö) 

«  'a 

wobei 

«a='na),  h='nh)  .  .(6' 

h 
bedeuten.    Wenden  wir  auf  das  Integral   /qp  (x)  •  dt   den    Mittelwertsatz   (1)    an,   so 

'a 
finden  wir: 

<6 

ß>{x)dt  =  it,-tj    qp(5)  ...  (7) 
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to-ta  =  'f'ib)-n(t) 


dx 


hilfeuahi 

Icp (x) •  ipix) •dx  =  cp{i)-  hp (x) dx, 


...  (8) 


und  daher  folgt  aus  (5)  und  (7)  mit  Zuhilfenahme  von  (8) 

6  6 


Avas  eben  zu  beweisen  war. 

h 

Setzt  man  in  (2)  ip{x)  =  l,  so  ergibt  sich,  da  j&ll-dx^b  —  a  ist,  der  Satz  (1) 

u 

als  ein  Spezialfall  von  (2). 

Ist  in  einem  zylindrischen  Gefäße  eine  Substanz  derart  verteilt, 
daß  die  im  Zylinder  (0,  x)  enthaltene  Menge  gleich  F{x)  ist,  wo  x  den 
Abstand  einer  Schicht  vom  Boden  des  Gefäßes  bedeutet, 
so  ist  —  wie  wir  im  III.  Kapitel  des  ersten  Teiles  gezeigt 
haben  —  die  Konzentration  q  der  Substanz  an  einer 
Stelle  X  durch  die  Ableitung  i^'(a;)  definiert:  q(x)  =  F'{x). 
Es  ist  also  umgekehrt  die  Funktion  F{x)  ein  (partikuläres) 

Integral   von  q{x),  F{x)=^  lQ{x)dx;  die  zwischen  x^=a 

und  a;  =  6  enthaltene  Menge  der  Substanz  (Fig.  118)  ist 
otfenbar  gleich  F{b)  —  F{a);  da  nach   der  Definition  des  bestimmten 


Fis.  118. 


Integrals  F[b)  —  F{a) 


JQ(x)dx, 


so  erhalten  wir  den  Satz: 


Ist  die  Konzentration  q  einer  Substanz  in  einem 
Zylinder  als  Funktion  der  Höhe  x  gegeben,  g  =  Q{i)('), 
so    ist    die    zwischen    den    Höhen    a   und    b    enthaltene 

b 

Menge  der  Substanz  gleich    lQ{x)dx. 


Uebungen. 
17.  Uebung.    In  einem  Zylinder  von  der  Höhe  l  ist  eine  radio- 
aktive Emanation  nach  dem  Gesetze  gix)^^  ^.^ _^^(e''t^— g)  — e-*(^-^)) 

verteilt  (vgl.  S.  254).    Wie  groß  ist  die  in  diesem  Zylinder  enthaltene 
Gesamtmenge  der  Emanation?  — 

Lösung.    Diese  Menge  ist  nach  obigem  Satze  gleich 


0 
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f.- 


1      -*x 


,/ 


e-*' 


'i'-ll 


Bemerkenswert   ist.   daß   für  l^co  die  Gesamtmenge  der  Emanation 
gegen  -j-  konvergiert,  denn  es  ist 


daher 


JQ{x)dx  =  j 


18.  Uebunof.  Die  Dichte  q  der  atmosphärischen  Lnft  ist  eine  Funktion  der 
Erhebung  x  über  das  Meeresniveau,  g  =  q{x).  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  diese 
Funktion  unter  der  Voraussetzung,  daß  die  Luft  dem  Boyle-Mariotte'schen  Gesetze 
pv  =  eonst.  gehorcht,  zu  finden.  Hierzu  denken  wir  uns  eine  vertikale  Luftsäule 
vom  Querschnitt  1  cm'^  die  vom  Meeresniveau  bis  zur  obersten  Grenze  l  der  Atmo- 
sphäre reicht.  Sei  Xq  irgendein  Querschnitt  dieser  Säule,  dann  muß  im  Gleichgewichte 
der  Druck,  der  auf  diesen  Querschnitt  von  oben  nach  unten  wirkt,  genau  gleich  dem 
Drucke  sein,  der  von  unten  nach  oben  wirkt.    Dieser  letztere  ergibt  sich   aus  dem 

Gasgesetze  pv  =  BT  zu  j:;(a"o)  =  — — -  oder  —   da  ja  das  spezitische  Volumen  v  der 

V[Xq) 

reziproke  Wert  der  Dichte  g  ist  — 

p(xo)  =  BT.Qixo)  .  .  .  (Ij 

Der  Druck,    der   von   oben   nach   nnten   wirkt,    kann   dem  Gewichte   der  Luftsäule 
(xo,  /)  gleich   gesetzt  werden.     Das  Gewicht   eines  Körpers  ist   gleich  seiner  Masse 

mal  der  Erdbeschleunigungskonstante,  also  =  mg.    In  unserem  Falle  ist  m  =  /  g{x)  dx, 
also  das  Gewicht 

»^9  =9  /  Qi^)  -dx.  .  .  (2) 

Gleichsetzen  von  (1)  und  (2)  ergibt: 

—z-  '  P(^o)  =  /  Qix)dx  ...  (3) 

Xo 

Differentiieren  wir  nun  beide  Seiten  von  (3)  nach  x^,  so  erhalten  wir  mit  Hilfe  des 
Satzes  über  die  Differention  eines  bestimmten  Integrals  nach  seiner  unteren  Grenze: 

RT       dg  ,    , 

oder  —  nach  Weglassen  des  Index  Null  bei  Xo  — 

%—ßr^  ...(a> 

Dies   ist   eine   gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für  g  als  Funktion 
von  X,  in  der  die  Variablen  sofort  getrennt  werden  können: 

dQ_ ^_j,  /ßx 
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In  e  =  —  -^y  ic  +  In  C 


wo  C  eine  willkürliche  Konstante  bedeutet.     Da  — 
Gleichung  (7)  auch  in  der  Form  geschrieben  werden: 


ET 


(7) 


x  =  lü'  e    ^^'     ist,  so  kann 


In  p  =  In  •  C  •  e 
woraus  sich  ohne  weiteres  ergibt: 


9 


(8) 


...  (9) 

Die  physikalische  Bedeutung  der  Konstante  C  finden  wir,  indem  wir  in  (9)  cc  =  0 

und  q  =  Qo  setzen   (wenn   mit  Qq  die  Dichte   der  Luft  am  Meeresniveau  bezeichnet 
wird);  es  ergibt  sich  so: 

Qo  =  C  .  .  .  (10) 

In  (9)  eingesetzt,  gibt  dies: 

P=eo-e    ''''  ...  (11) 

Eine  analoge  Formel  erhält  man  für  den  Druck,    wenn   man   beide  Seiten   von  (11) 
mit  RT  multipliziert  und  berücksichtigt,  (i.ü&  p  =  RTq  ist;  also 


P  =  Voe 


g 

RT' 


(12) 


Formel  (12)  gibt  die  Abhängigkeit  des  Druckes  jj  von  der  Höhe  x  an;  sie  kann 
umgekehrt  dazu  dienen,  aus  dem  gemessenen  Drucke  p{;x)  die  Höhe  x  des  betreffenden 
Ortes  zu  berechnen.    Aus  (12)  folgt  nämlich  durch  Logarithmieren : 

P  =— -  •  {\i\po  —  In  iJ)  ...  (13) 

Dies  ist  die  sog.  barometrische  Höhen  forme  1.*) 


Es  sei  y=f(x)  die  Gleichung  der  in  Fig.  119  gezeichneten  Kurve, 
PoC^oj  ^o)  ßin  willkürlich  auf  ihr  gewählter  fixer,  P{x,  y)  ein  variabler 

Punkt    derselben,    dann    ist    die 

Länge  des  Kurvenbogens  P^P 
ebenfalls  eine  Funktion  von  x,  die 
wir  mit  </>(a;)  bezeichnen  wollen. 
Um  zu  einer  Formel  für  (P{x)  zu 
gelangen,  wollen  wir  die  Ableitung 
dieser  Funktion  nach  x  berechnen. 
Hiezu  bilden  wir  zunächst  den 
Diflferenzenquotienten  derselben. 
Wächst  X  um  Jx,   so  wächst  der 

Bogen  um  PP'  =  (P{x-\-  Jx)  —  <P{x) ; 
der  Dilferenzenquotient  von  (I>{x} 
ist  daher  gleich 


y  +  Ay 

p>^ 

^^ 

y 

F 

^ 

Ai/ 

/ 

r  Ax 

^ 

-- 

y 

Xo 

0             ^ 

^             x^ 

-Ax 

Fig.  11 'J. 


*)  Sie  ist  allerdings  unter  der  stillschweigenden  Voraussetzung  abgeleitet  worden, 
daß.  die  Temperatur  T  konstant  sei  (d.  h.  von  der  Höhe  x  unabhängig),   was  ja  in     ' 
Wirklichkeit  nicht  der  Fall  ist. 


J 
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<P{x + Jx)  —  0(x)      Bogen  ^' 


Jx  Jx 

oder  auch 


Sehne  PP'  Bogen  PP' 


^^   Sehne  PP' 

Nim  ist  nach  dem  Pythagoräischen  Lehrsatze  {PP'y  =  (Jxf  +  (Jy)-, 
folglich 


:^f-^Hfj 


und 


^{x+Jx)  —  0(x)_-^/^   ,   (Jy\^  Bogen  PP' 


^x  \     ^\Jxl    Sehne  PP' 

Wir   lassen   nun   Jx   gegen  Null  konvergieren  und  entnehmen   der 

geometrischen   Anschauung  den   Satz,   daß   der   Grenzwert  lim  — =^ 

A^->o   PP' 

gleich  Eins  ist  ^d^h.  in  Worten,  daß  „im  Grenzfalle  der  Bogen  RP 
mit  der  Sehne  PP'  zusammenfällt"),  dann  ist 


^^.^0  Jx  ^x-^0    r    \Jx]     j^_^  Sehne  PP' 

also  *•(.,  =  j/r+g)^ 

und  folglich  ^(x)  =  J]/ 1  +  j^)'  .(?x 

Sind  nun  Pa,  Pt  zwei  beliebige  Kurvenpunkte  mit  den  Abszissen 

a,  b,  so  ist 

PoPö  =  m 

P,Pa=^{a) 
und  daher  PaPb=^{h)  —  0{a). 

Da  aber  nach  der  Definition  des  bestimmten  Integrals  ^{h)  —  <P{a)  = 


=  \^^-\-  y''^-dx  ist,  so  resultiert  der  Satz: 

a 

Ist  y=^f{oc)   die   Gleichung   einer   Kurve   und   Pa^  Pb 
zwei  Punkte   derselben   mit  den   Abszissen   a,   b^  so  ist 

die  Länge  des  Bogens  Pal^6  =  /y  1  +  [/'(df)]"-f?a*. 


Uebungen. 


19.  Uebung.    Man  rektifiziere  die  Parabel  y  =  \x-.  (Unter  „Rekti- 
fikation" versteht  man  die  Berechnung  der  Bogenlänge).  —  Lösung. 

6 

Hier  ist  y' =  x  und  daher  P^b=  //!  +  x'^dx.  Wir  wollen  zunächst 
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(las  unbestimmte  Integral /yi  +  x^tZa;  berechnen.    Ks  isilii-i-x''dx  = 

in+x-,        P    dx       ,    l'  xHx        -    ,    ,    ,;,-, — ,-   ,    P  xHx  „ 

=  /    -1 dx=l-^^=^   +/   , ==  =  ln(a;+T/l  +  x-)  +  i— ^— ;  auf 

das  Integral  |  7^^^     wenden  wir  die  Regel  der  partiellen  Integration 


Dadurch   wird    ^fl  +  x^dx  =  \n{x+^I+^)-\-x^l+V'  —  ^f\Ä^''dx, 
also    2  I  y  1  +  x^  (^a;  =  a;j/ 1  _i-  a;2  -j-  In  (a;  +  y  1  4-  a;'^)  +    constans    und 

i  yi  +  x- (^x  =  ^  |/1  +  x~  +  ^ In (a;  +  y  1  +  ic-)  +  const.  Die  Bogenlänge 

PoPb  ist  nunmehr  gleich 

x 


iv 


/ 1  +  X-  dx  = 


2yi  +  a;2  +  |ln(a;+yi  +  a;2j 


20.  Uebung.    Man  berechne  die  Länge  des  Bogens  der  Kettenlinie 


y  =  -.[e°-]-e    ")  von  x  =  0  bis  x  =  z.  —  Lösung.     P^P^  = 


=  fiT+  y'-dx  =  ß  1  +  iU"~2+e~  ""^x^-  R  e^+2-i-e'  ^ .dx= 


man 


=  ^  A/+e""|(Za;=^  e^-T"  =|.p-r"j.        Vergleicht 

i)  0 

dieses  Resultat  mit  dem  Resultate  der  16.  Ueb.  (Seite  266),  so  sieht 

man,  daß  der  Inhalt  des  Flächenstückes,  das  durch  den  Bogen  Pq  P^, 
die  Abszissenachse,  und  die  Ordinaten  a;  =^  0  und  x^z  begrenzt  ist, 
gleich  einem  Rechtecke  ist,   dessen  eine  Seite  gleich  a,  und  dessen 

andere  gleich  der  Länge  des  Bogens  Po  Pz  ist  (vgl.  Fig.  120). 

y 


\ 

\ 

y          1 

Fig.  120. 

21.  Uebung.     Auf   der  x-Achse  geht  ein  Herr  T  spazieren  (Fig.  121).     Sein 
Hund  P  läuft  ihm  nach   und  nimmt  beständig  Richtung   auf  den  Herrn.     Was  für 


I 
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eine  Kurve   wird   der  Hund  P  beschreiben,   wenn  angenommen  wird,   daß  sich  Herr 
uud  Hund  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fortbewegen? 

Es  sei  y  =  f\x)  die  Gleichung  der  gesuchten  „Hundekurve"  („Courbe  de 
chien),*)  dann  ist  es  vor  allem  klar,  daU  die  VerbindungHÜnie  FT  stets  die  Kurve 
1111  Punkte  F  berühren  wird.  Siud  F^,  T^  die  Ausgangspunkte  des  Herrn  und  des 
Hundes,  so  muti  ferner  beständig 

F^=T^T  ...(1) 

Nun  ist 

T 

^p=^Ju  +  [nx)f'dx-  . . .  (2j 

MF 

um    T^T  zu    berechnen,    beachten    wir,    daß   -ttttt  =  tg  ß  =— ig  a  =  — y'.    also 

MT  =  -~\^:  ferner  ist  OT=OM+MT  =  OM—^^  oder  -  da  ia   OM  =  x 
y  y  ' 

MF  =  ^  ist  — 

OT  =  X—  y , 
y 

und  ebenso 


(i) 


somit 


OTo  =  Xo--^,  ...(4) 

•/  0 

nT  =  .-^,-(.,-^),  ...(5) 

dabei  ist  unter  ?/'o  der  Wert  von  f'{x)  für  x  =  Xq  zu  verstehen.    Aus  (1),  (2)  und  (5) 
folgt  also: 


/ 


U  +  y^  dx^x  -J--U-yf]  ...  (6) 

y      \       yol  ^  ' 


Differeutiieren  wir  nun  Gleichung  (6)  nach  x  (bei  konstantem  Xg),  so  erhalten  wir  — 
mit  Hilfe  der  Regel  über  die  Diierentiation  eines  bestimmten  Integrals  nach  seiner 
oberen  Grenze: 

oder 

2/'MTT7^  =  2/2/"  •  •  •  (8) 

Es  ist  dies  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  txiry  als  Funktion 
von  X,  die  wir  noch  in  der  Form 


schreiben  wollen.  In  dieser  Differentialgleichung  kommt  die  unabhängige  Variable  x 
nicht  vor  und  diesen  Umstand  wollen  wir  ausnützen,  indem  wir  eine  geeignete  Sub- 
stitution   einführen.      Wir    setzen    nämlich    y'  =  j),    y  =  t,    dann    ist    y"  =  -~  = 

=  ~y   •  -j-  =  -^  •  «  und  Gleichung 
dy    dx       dt     ^ 


^  dt       t  ^  ' 


*)  Nach  S.  Günther  soll  es  Lionardo  da  Vinci  gewesen  sein,  der  dieses 
Problem  aufgeworfen  hat.  Man  vergleiche  darüber.  Lo  ria ,  Spezielle  algebraische 
und  transzendente  ebene  Kurven,  Theorie  uml  (leschicbte.  Hd.  II. 

Salpeter,  Mathematik.    2.  Aufl.  ^° 
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über,  die  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist  für  p  als  Funktion 
von  t.  —  Die  Berechtigung  der  Substitution  y'  =  p,  y  =  t  geht  daraus  hervor,  daP 
man  aus  den  (gesuchten)  Gleichungen  y  =  f[x),  y'  =  f'{x)  das  x  eliminieren  kann, 
woraus  eine  Gleichung  zwischen  ,//  und  y'  hervorgeht,  die  y'  als  Funktion  von  y 
definiert,  ^' =  qp(y)-  Gleichung  (10)  ist  nun  nichts  anderes  als  eine  Differential- 
gleichung für  y'  als  Funktion  von  y  (nur  mit  anderen  Bezeichnungen  für  die  unab- 
hängige and  abhängige  Variable). 

In  Gleichung  (10)  lassen  sieh  die  Variablen  sofort  trennen: 

'^^  ^*  .  .  .  (11) 


pU+p'      t 
also 

r.^^^f^  ...(,2) 

ydp  1 

— ■-  erledigt  sich  durch  die  Substitution  p  =  —  ;  es  wird  dann 

pyi+p'^  z 

(I2         I 1     , f       dp  r      dz 

nämlich    dp  = r- ,    V 1  +  »'■*  =  —  V  1  -f  ^'^    und  /  — ,,-  =  —  /  ,, =;= 

^  z'  '  ^         z  J  pH  +  p^  J  H  +  z^ 

=  —  In  (2  +  V 1  +  2^)  =  —  In  f—  +  H  +  ^]  =  In ^^=r  ■    In  (12)  eingeführt, 

\p       ^         p^j  l  +  ]/l+p2 

ergibt  dies: 

In '^^ =  In  <  +  In  Ci  ...  (13) 

i  +  Vi+i>'^ 


also 


oder  nach  p  aufgelöst: 


P  -C,t  ...  (14) 


1  +  VT+  p^ 


2C\t 
P-  l^CyH^  ...  (lo) 

Führen  wir  wiederum    .     an  Stelle   von  p  und   y  an   Stelle  von  t  ein,   so  erhalten 
wir  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung  für«/  als  Funktion  von  ./■ : 

dy  2  C,y 


dx       1  —  CiY 
in  der  sich  die  Variablen  sofort  trennen  lassen, 


(16) 


2C,y-K'2/)f^2/  =  ^»=-  •■•(17) 

Integriert  gibt  dies: 

x  =  ^lny-^y^-C,  ...(18) 

Dies  ist  die  gesuchte  Gleichung  der  „Hundekurve";  die  in  ihr  vorkommenden  will- 
kürlichen Konstanten  Cj,  C2  lassen  sich  leicht  aus  den  Anfangsbedingungen  mit 
Hilfe  der  Gleichungen  (18)  und  (16)  berechnen. 


Durch  den  Umstand,  daß  der  Inhalt  eines  durch  eine  Kurve 
begrenzten  Flächenstückes  sich  durch  ein  bestimmtes  Integral  aus- 
drückt, wird  eine  neue  Definition  des  bestimmten  Integrals 
nahegelegt.     Liegt   nämlich   die  Aufgabe   vor,   den  Inhalt  des  durch 
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den  Bogen  PaPt,  der  Kurve  y  =  f(x},  die  Ordinalen  aP^,  bPi,  und  das 
Abszissenstiick  ab  begrenzten  Flächenstückes  zu  berechnen,  so  können 
wir  auch  folgendermaßen  vorgehen.  Wir  zerlegen  das  Intervall 
[a,  b)  in  n  gleiche  Teile  h.  also  derart, 
daß  nh=^b  —  a  ist,  errichten  in  den  so 
erhaltenen  Punkten  x=^a-{-h,  a;  =  a  + 
2h,  x  =  a  -}-  '6h,  ...  x  =  a-{-{n  —  2)h, 
x  =  a(n  —  l)h  Parallele  zur  y- Achse, 
bringen  sie  mit  der  Kurve  y  =  f(x) 
zum  Schnitt  und  ziehen  in  den  Schnitt- 
punkten Parallele  zur  x-Achse,  wo- 
durch n  Rechtecke  entstehen  (Fig.  122), 
mit  der  Basis  h  und  den  Höhen  f{a), 
f(a  +  b),  f(a  +  2h),  f{a  +  3Ä),  .  .  .  /(a  + 
+  (w  —  2)Ä),  f{a  +  (w  —  l)h).  Die  Summe 
der  Flächeninhalte  dieser  n  Rechtecke 
ist  gleich 


Fig.  122. 


+ 


oder 


h.fia)  +  h.f{a  +  h)  +  hf{a  +  2h)  +  hf{a  +  3h) -{-  . 
+  hf{h-{-{n  —  2)h)  +  /i  ./(a  +  {n  —  l)h 

h[f(a)  +  f{a  +  h)  +  /(a  +  2Ä)  +  .  .  .  +  f(a  +  (n  —  l)h)] 


Die  geometrische  Anschauung  lehrt  nun,  daß  die  Summe  der  Flächen- 
inhalte dieser  n  Rechtecke  sich  um  so  weniger  vom  Flächeninhalte 
aPu  Pf,ba  unterscheidet,  je  größer  die  Anzahl  dieser  Rechtecke,  also 
je  größer  n  ist.  Die  Differenz  —  in  Fig.  122  schraffiert  —  strebt 
offenbar  gegen  Null,  wenn  h  gegen  Null  konvergiert  und  es  ist  daher 
lim  h-[f{a)-{-f{a  +  h)+  .  .  .  +/(a+(w  —  l)Ä)]  =  Flächeninhalt  aPaPbba. 

Da   aber   andererseits   der   Flächeninhalt   aPaPbba   gleich    dem  be- 

h 

stimmten  Integral    /  f{x)dx  ist,  so  folgt: 

a 
h 

ff{x)(Jx  =  Um  7i .  [/(«)  +  /(«  +  /<)  +  ...  -/{a  +  (>i  - 1)70]  •   •  '1^ 

a 

wobei  h  = ist. 

n 

Gleichung  (1)  stellt  eine  neue  Definition  des  bestimmten  Integrals  dar.  die  nur 
den  Begriff  des  Grenzwertes  zur  Voraussetzung  hat.  dagegen  unabhängig  ist  von 
der  Kenntnis  des  Begriffes  der  Ableitung  einer  Funktion.  Wir  hätten  daher  die 
Lehre  von  den  bestimmten  Integralen  der  Differentialrechnung--  auch  vorangehen 
lassen  können;  praktische  Vorteile  hätten  wir  aber  daraus  keine  ziehen  können,  im 
Gegenteil,  die  Berechnung  eines  bestimmten  Integrals  auf  (iruiid  der  Hetinitiiui  i\) 
ist  praktisch  viel  komplizierter  und  schwieriger,  als  mit  Hilfe  der  unmittelbaren 
Integration.  —  Immerhin  ist  daraus  ersichtlich.  da(i  der  Begriff  des  Grenz- 
wertes ein  Fundamentalbegriff  ist,  auf  dem  sich  sowohl  die  Differential- 
wie  Integralrechnung  aufbauen  läßt. 

Man  sieht  leicht  ein,  daß  man  zu  demselben  Orenzworte  gelangt, 
wenn  man  das  Intervall  (a,  b)  in  n  ungleiche  Teile  teilt,  aber 
derart,  daß  mit  w^oc   al  le  Tei  11  n  1  ervalle   gegen  Null    kon- 

18* 
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vero:ieien.     Mii  aiuloiiMi  Worten,  iiilcipdlicrt  n)  an  zwischen  a  und /> 

n —  1  Werte  a-j,  x.,,  .r,, <„  2.  ^»-1  derart,  daß  die  Differenzen  x^  — a, 

.r.,  —  J-,.   a-.j  —  J-., r„   ,  —  x„_->,   6  —  a-„_,    mit    n~>oo   gegen    Null 

streben,  so  ist  der  (irenzwert  der  Snmnie 

[Xi  —  a)f{o)  +  {x„  —  x^)f{x^)  +  [x^  —  x^)f{x^)  +  .  .  .  + 

+  (x„_  ,  — a-„_.)/(a;„_,,)  +  (&  — a;„_i)/(x„   1)  ...  (2) 

ebenfalls   gleich    dem    l'Mächeninhalte  aP„P,.ba  oder  dem  bestimmten 


Int 


egrale  \f[x)dx.      Setzen    wir    der    Kürze    halber    Xy  —  a  =^  Jx^, 


X.t  X'j  ==  JXy ,    .l'g  —  X., 1.2,  .  .  .  X„  -  \  X,i-^  2  —  -^X,,—-)^  b X„ — i  '^Xii — 1 

uiid  schreiben  noch  x„  anstatt  a,  so  lautet  die  Summe  (2) 

Jx^-f[X^ )  T-  Jx^  -/(j;, )  +  Jx.,  -fix.^)  +  .  .  .  +  -/a;„_,  ./(>;„_,)     ...  (8) 
Die  Summe  (3)  drückt  man  symbolisch  auch  so  aus: 

n— 1 

i'^Jxrfix,)  ...(4) 

II 
(lies:  „Summe  über  Jxrfix)  von  ^  =  0  bis  i  =  n  —  1").     Es  ist  dann 
in  der  neuen  Schreibweise: 


'I  -1  " 

lim  i^.  /'(.>•",)  •  J.r,  =  I  t'{x)  (Jx 


.  .  (5) 


Aus   der   Gleichung  (5)   erklärt  sich  auch  der    Ursi)rung  des 

Symbols    //'(.'•'■)  ff'»'-  «las  Zeichen   /  ist  eben  nichts  anderes  als  ein 

verzerrtes  *S'    und   f(x}  dx  ist  aus  dem  Produkte  f{x,)  Jx,  durch  Weg- 
lassen des  Index  i  und  Vertauschen  des  J  mit  d  entstanden. 


Uebungen. 

h 

22.  Uebung.     ]\ran   berechne  das  bestimmte  Integral    ie^ 


dx  auf 


Grund  obiger  Definition.  — 

Lösung.  —  Wir  zerlegen  das  Tntervall    {a.  h)   in  n  gleiche  Teile 


Fig.  12:-J. 
Ä=  (Fig.  123)    und    bilden    die   Summe  h 


(1  a-l-h  a-\-2h 
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Klammerausdriic 


h-e' 


IJ^e'  +e"'+e    '  +  . 


+  e 


Der 


c  ist  eine  geometrische  Progression   mit   dem  Quoti- 


enten e';  daher  ist  1 +e' + /e*j    +  (eM    +...  +  (e*)      =^ 


(/)"- 


nh 
h 


6— g 
^4~ 


=  ^Ä — ^  lind  p 


dx 


lim  Ä 

/i->0 


a  a-\-h 

e  +e      + 


=  lim  h  ■  e* 


wert  lim 


=  lim  h  •  - 


e^—l 


1 


lim  -^ 
e'  —  l 


g-Hn— 1)A 
4 


Den  Grenz- 


finden wir  mit  Hilfe   des   Theorems   von  L'Hospital 


e'-l 


Z,  1  _  i  i 

(S.  144);  es  ist  lim -r =  -j    =4  und  daher   /e*(?a;  =  4(e^  —  e^l. 


1 


23.  Uebiing.  Gegeben  ist  eine  Kurve  in 
Polarkoordinaten:  y  =  (f(9).  Man  berechne  den 
Inhalt  des  Flächeustückes,  das  durch  die  Fahr- 
strahlen 9  =  a.  9-  =  S  und  den  Kurvenbogen 
Fa  Fji  begrenzt  ist. 

Lösung.     Wir  teilen  den  Sektor  {a,  ß]  in  n 

gleiche  Teile  ^0-  =  ~ und    ersetzen  jeden 

der  so  erhaltenen  Teilsektoren  entsprechend 
durch  je  einen  Kreissektor,  wie  es  Fig.  124 
andeutet.  Der  gesuchte  Flächeninhalt  ist  dann 
—   da   ja   der   Inhalt    eines   Kreissektors   vom 

^2  " 


Kadius  r  und   der  Oeffnung  ^9-  gleich 
ist  —  gleich  dem  Grenzwerte 


d». 


^9-^0 


lim  4  •  i  "2  l^<^'^y  ■  ^^'  =  W  f*^^^))' 

24.  Uebung.  Man  berechne  den  Flächeninhalt  des  durch  die  Fahrstrahlen  *=0. 
0-=^  und  den  entsprechenden  Bogen  der  Archimedischen  Spirale  r  =  md-  (virl. 
S.    152)   begrenzten    Stückes.    —   Lösung.      Der   gesuchte    Flächeninhalt   ist   gleich 


IT 


(ir 


48 


25.  Uebung.     Das    im   4.   13eisi)iel    vorigen   Kapitels   (S.  254)   in 
Angriff  genommene  Problem   des  Ausflusses   einer  Flüssigkeit   durch 
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u  = 


r') 


1) 


t'iii  horizontales,  /.yliiulrisi'lios  Holir  können  wir  jetzt  /u  Knde  führen. 
Wir  sind  S.  25S  zum  Resultate  ,uelanj>:t,  daß  die  Geschwindif^keit  u 
der  Flüssiükeit  als  Funktion  des  Abstaudes  r  von  der  Kohrachse  in 
der  Formel 

ihren  Ausdruck  lindet.  W'ii'  fraj^en  nun.  wie  {2:roß  ist  die  pro  Zeit- 
einheit den  Kohrquerschnitt  passierende  Flüssigkeitsmenge? 

Lösung.  —  Um  diese  P^rage  zu  beantworten,  teilen  wir  den  Rohr- 

{iuers(  hnitt  in  n  gleiche  Kreisringe  von  der  Bi-eite  Jr  =     und  nennen 

n 

die  Radien  der  aufeinanderfolgenden  Kreise  r,,  r.^,  r.^,  ...  r„  i;  es  ist 


also  r,_i  —  r,  =  Jr  = 


Der  Flächeninhalt   des  i  +  1-ten  Ringes  ist 


gleich   (r.u-i'-  —  r,-)/r  =  {2r,Jr  +  (Jr)-)7r   und    die   pro  Zeiteinheit   den 
ganzen  Querschnitt  passierende  Flüssigkeitsmenge  ist  oft'enbar  gleich 


dem  Grenzwerte  der  ISunime  ) 
Nun  ist 


■       r=r, 


(2r,z/r  +  {Jr)'')7i 


für  n^oo. 


lim   ' ^(m),.^,.  •  2r,Jr  -ti  =  27r  (u-rdr  ...  (2) 

«->oc   ^       '     ''  J 

n— 1  H  — 1 

und  lim   '^(m),_,  •  [Jr)-  •  tt  ~  lim  Jr  •  lim   i^(M)^_,.   •  Jr  •  Tt  = 
lim  Jr  ■  71  judr.,   da  das  Integral    |M(?r  einen   endlichen    Wert    hat, 


lim  Jr  aber  nlcidi   Xull  ist,  so  ist 


1  im  .^  (wV=r  •  ^•^'" )'  •  ^f  =  0  ...  (3) 

und  somit  die  pro  Zeiteinheit  ausfließende  Menge  gleich  dem  Integral 

a 

27t\urdr.     Nach  P'ormel(l)  ist  u='^\  ,     («"  —  r-)    und    daher    die 


Ausflußmenge  gleich 
?^o  —  V' 


2jc  . 


4rl 


j\a' 


r'-)  rdr 


Vo  —  V' 
2r;l 


~  2rl      '4" 


Hrß 


Die  Gleichung: 


A  US  fl  u  ß menge  = 


(4) 


*)  Das  Zeichen:    (u)^_,. ,  bedeutet  den  Wert  von  n  für  r  —  r 
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enthält  das  Gesetz  von  PoiseuiUe,  nach  welchem  die  Ausfluß- 
menge der  vierten  Potenz  des  Roiirhalbmessers  und 
dem  Druckunterschiede  am  Anfang  und  Ende  des 
Rohres  direkt,  der  Länge  des  Rohres  umgekehrt  pro- 
portional ist. 

26.  Uebung.    Den  S.  268  aufgestellten  Satz:   „die  zwischen  den 

Höhen  a  und  b  enthaltene  Menge  der  Substanz  ist  gleich   iß(x)c?x-' 

(i 
leite   man   mit  Zuhilfenahme   der   neuen  Definition   des  bestimmten 
Integrales  ab.  —  Lösung.    Man  teile  das  Intervall  (a,  b)  in  n  gleiche 

Intervalle  h  = ein  und  bilde  die  Summe: 

n 

Q{a)-h  +  Q{a-{-h).h  +  Q{a  +  2h)-h-\- .  .  . -{- Q(a -\- (n ~ l)h) ■  h. 
Man  sieht  leicht  ein,  daß  die  zwischen  den  Höhen  a  und  b  enthaltene 
Menge   der   Substanz   gleich   ist   dem  Grenzwerte   dieser  Summe   für 
unendliches  n;  andererseits  ist  aber  dieser  Grenzwert  —  laut  Defini- 
tion  des   bestimmten  Integrals  —  gleich   dem   bestimmten  Integral 

von  q{x)  über  x  zwischen  den  Grenzen  a  und  b:  iQ^xj-dx. 

a 

27.  Uebung.    Es  sei   die  Intensität  /  eines  Wechselstromes  als 
Funktion  der  Zeit  t  durch  den  Ausdruck 

I  =  I,^-  sin  tot 

2tc 

gegeben,  wo  Iq  die  Amplitude,  tu  =  —  die  Kreisfrequenz  (vgl.  S.  66), 

T  die  Dauer  einer  ganzen  Periode  bedeuten.  Was  ist  unter  dem 
Mittelwerte  des  Stromes  für  ein  gegebenes  Zeitintervall  zu  verstehen? 

Betrachten  wir  etwa  das  Zeitintervall  lO,     j,  also  eine  halbe  Periode. 

Teilen  wir  dieses  Intervall  in  n  gleiche  Teile  h^ ^  :n    und    bilden 

die  Summe: 

Ii0)-h  +  I{h)-h-{-I{2h)^h+ .  .  .-\-I{{n—l)h)-h. 

Unter  dem  Mittelwerte  des  Stromes  im  Zeitintervalle  10,  ^  I  versteht 

man  nun   den  Grenzwert  dieser  Summe  für  unendliches  n  dividiert 

durch    die  Länge  des  Intervalles   10,  ^  j.    Laut  der  neuen  Definition 

des  bestimmten  Integrals  (S.  275)  ist  aber  der  Grenzwert  dieser 
Summe  nichts  anderes,  als  das  bestimmte  Integral  von  I[t)  zwischen 

den   Grenzen  0  und   -.    Bezeichnen  wir  den  Mittelwert  des  Stromes 
"    mit  /,  so  ist  daher: 


2  2 

1=      \I{t)dt=      jl^^-^imut-dt^ 


2   I 

r     w 


cos  lot 


9 
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28.  Uebung.    Der  Mittelwert  des  Wechselstromes  I  =  Iq  sin  iot  im 

Intervalle  (0,  t)?  —  Lösunj»'.  Dieser  Mittelwert  T=-  j lQ-smiüt-dt  =  0 

ist  gleich  Null  (Vgl.  auch  Ueb.  12  S.  265). 

29.  Uebung.    Der  Mittelwert  des  Quadrates  der  Stromstärke  des 
Wechselstromes  I  =  Io  sin  ut  im  Intervalle  10,  ö)  ^  ~  Lösung.     Es 

ist*)  T-  =  -  1 1 q'^ •  sin- lot- dt.    Substituieren  wir  iot  =  x,  so  ist  wegen 

0 

n 

t'  TT  J     " 

0 

und  mit  Berücksichtigung  des  Resultates  der  Ueb.  35  des  Kap.  II. 
P  =  :^./„2   —  In  Ueb.  27  haben  wir  als  (arithmetisches)  Mittel  I  des 

2 

Stromes  erhalten  I  =  -If,.    Wir  sehen,  daß  das  Quadrat  der  mittleren 

,       4 
Stromstärke  (iy  =  ~^-If,'^   durchaus  verschieden   ist   vom  mittleren 

Quadrat  der  Stromstärke  /2==^-/o".  —  Mißt  man  die  Stromstärke 
eines  Wechselstromes  mittels  eines  Hitzdrahtinstrumentes,  so  ist  der 
Ausschlag  des  Zeigers  proportional  der  durch  den  Strom  im  Hitz- 
draht erzeugten  Wärme,  also  proportional  dem  Mittelwerte  des 
Quadrates  der  Stromstärke.    Die  so  gemessene  Stromstärke  wird  mit 

leß  (eifektive  Stromstärke)  bezeichnet  und  es  ist  /./  =  /„  (während 
1  =  ^.1^  ist). 

7t 

30.  Hebung.    Der  Mittelwert  des  Quadrates  der  Stromstärke  des 
Wechselstromes  /  =  /oSinw«  im   Intervalle  (0,  t)?  —  Lösung.    Hier 


1    /■*  2  Z'  . 

ist,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,       j  r-{t)  •  dt  =^ -~  j  r^{t) 


dt. 


31.  Uebung.  Von  1000  Menschen,  die  an  einem  Tage  geboren 
werden,  werden  nicht  alle  gleich  alt  werden.  Ein  gewisser  Teil 
dieser  Leute  wird  schon  im  ersten  Lebensjahre  sterben,  ein  Teil  im 
zweiten  Lebensjahre,  usw.  Bezeichnen  wir  mit  l{t)  diejenige  Funktion 
der  Zeit  t.  die  angibt,  wieviel  Menschen  von  den  ursprünglichen  1000 
noch  am  Leben  sind,  so  wird  l{t)  —  grapliisch  dargestellt  —  eine 
Kurve  ergeben,  die  bei  i  =  0  mit  1000  beginnt,  dann  abfällt,  um  bei 
etwa  90  oder  100  Jahren  die  Null  zu  erreichen.  Der  Flächeninhalt 
der  zwischen  der  Kurve  und  den  Koordinatenachsen  enthaltenen 
Fläche   gibt    uns    die   Anzahl  Jahre    an,    die    alle    die   betrachteten 


•)  Wir  bezeichnen  die  zeitliche  Mittelwertbildung  mit   einem  Querstrich  über 
der  betreffenden  Größe. 
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1000  Menschen  in   summa  verlebt  liaben 

100 


deich  s 


=fm 


Dieser  Flächeninhalt  ist 
•  dt.    Unter  der  mittleren  Lebensdauer  der  betreffenden 


g 
Gruppe  von   1000  Leuten   wollen   wir  nun    den   Quotienten  t7w\  = 

1(10 

:=  Y^-r^ .  n(<)  •  (?«  verstehen.    Die  mittlere  Lebensdauer  ist  offenbar 

0 

dasjenige  Alter,  das  die  1000  Leute  alle  erreicht  (und  nicht  über- 
schritten) hätten,  wenn  die  gesamte  Summe  von  Lebensjahren  auf 
alle  lOOÖ  Individuen  gleichmäßig  verteilt  gewesen  wäre. 

Ganz  analog  wird  die  mittlere  Lebensdauer  einer  radioaktiven 
Substanz  definiert.  Wie  wir  bereits  wissen  (S.  129),  nimmt  die  Menge 
einer  radioaktiven  Substanz  infolge  spontanen  Zerfalles  der  Atome 
derselben  beständig  ab.  Ist  N^  die  zur  Zeit  t  =  0  vorhanden  ge- 
wesene Menge  der  Substanz,  so  ist  zur  Zeit  t  noch  vorhandene 
Menge  N  gleich  N  =  N„-e~''',  wo  /  die  radioaktive  Zerfallskonstante 
bedeutet.  Als  mittlere  Lebensdauer  einer  radioaktiven  Substanz  wird 
nun  definiert: 

oo 


0 

oo 
~^^o  J^ 


dt 


'dt 


So  ist  z.  B.  für  Radium  '/.  =  4.10"^  pro  Jahr  und  daher  r  =  -  =2500  Jahre. 
Für  Aktinium  Ä  ist  /.  =  3,5.10-  pro  Sekunde  und  t=  ^  =0,003  Sekunden. 

82.  Uebung.  Auf  den 
in  Fig.  125  abgebildeten 
Keil  möge  ein  Bündel 
Röntgenstrahlen  in  der 
durch  die  Pfeile  ange- 
deuteten Richtung  fallen. 
Ist  P  irgendein  Punkt  der 
oberen  Begrenzung  des 
Keiles,  so  sei  PM  =  z, 
OM  =  x  (Fig.  125);  es  sei 
also  die  Gleichung  der  Ge- 
raden OB: 


p 

z 


M 


X-Achse 


i  M 

Fig.  12:). 
z=:  m-x,  .   .   .   ( 1  "l 

wo  m  die  Richtungskonstante   der  Geraden   bedeutet:    es   sei   ferner 
OA:=a.  AB=^b,  also  m—     • 
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Die  Intensität  der  Röntgenstrahlen  beim  Auftreifen  auf  den  Keil 
sei  7o  (pro  Flächeneinheit  des  Bündelquerschnittes);  der  Keil  sei  aus 
einem  die  Rönto^enstrahlen  absorbierenden  Medium  angefertigt,  mit 
dem  Absorptionskoeffizienten  h  (vgl.  Ueb.  18  Kap.  IV).  Wir  fragen 
nun,  welche  Gesamtintensität  wird  das  Bündel  Röntgenstrahlen  nach 
Durchtritt  durch  den  Keil  noch  besitzen? 

Es  ist  klar,  daß  die  einzelnen  Strahlen  einen  um  so  größeren 
Verlust  an  Intensität  erleiden  werden,  einen  je  längeren  Weg  sie  im 
absorbierenden  Keil  zurücklegen.  Der  Strahl,  der  bei  P  in  den  Keil 
einti'itt  und  bei  M  ihn  verläßt,  wird  beim  Austritt  die  Intensität  1 
aufweisen : 

I  =  h-e-'"'  ...(2) 

(Vgl.  Ueb.  13  Kap.  IV)  oder  mit  Zuhilfenahme  von  (1): 

I  =  I^.e-'-"'-'  ...  (3) 

Die  Intensität  /  des  austretenden  Strahles  ist  also  eine  Funktion 
von  X,  I[x).  Die  zwischen  M  und  M'  austretenden  Strahlen  werden 
(wenn  wir  die  Dicke  des  Keiles  gleich  1  annehmen)  eine  Gesamt- 
intensität von  iJx  aufweisen,  wobei  Jx  =  MM'  gesetzt  worden  ist 
und  unter  /  ein  Mittelwert  I{x -\- ■d- -  Jx),  0<i^<l,  zu  verstehen  ist. 
Um  die  Gesamtintensität  des  ganzen  Bündels  zu  erhalten,  teilen  wir 

die  Strecke  OA  in  n  gleiche  Teile  h  =  ~  und  bilden  die  Summe 

Ä.[/(0)  +  I(h)  +  I{2h)  +  .  .  .  +  I{in-l)h)]. 

Die  Gesamtintensität  des  Bündels  S  wird  offenbar  gleich  sein  dem 
Grenzwert  dieser  Summe  für  w^oo;  der  Grenzwert  dieser  Summe  ist 
aber  nichts  anderes,  als  das  bestimmte  Integral  von  I{x)  zwischen 
den  Grenzen  0  und  a: 

S  =  ]imh.[I{0)  +  I{h)  +  .  .  .  +  I{{n—l)h)] 

a 

=  Cl{x).dx  ...  (4) 

0 

Nach  Einsetzen  von  (3)  erhalten  wir: 

a 

S=  fl,.e-""'.dx 

0 

a 
1 


^    km 


-Xw.c 

e 


-h-i-ii-r")  •••(5) 

Nehmen  wir  an,  daß  h  sehr  groß  ist,  so  daß  e~'"'=  ^6   gegenüber    1 
vernachlässigt  werden  kann,  so  wird 

km 
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Bei  einem  gegebenen  Keil  ist  also  die  Gesaratintensität  des  aus- 
tretenden Bändels  umgekehrt  proportional  dem  Absorptionskoeffizienten 
k  des  Keiles  für  die  betreifenden  Strahlen. 

Diesen  Umstand  benutzte  Christen  znr  Konstruktion  eines  Apparates,  der  die 
Intensität  von  Eöntgenstrahhn  uuabhängiü:  von  deren  Härte  iDurchdringungsfäLigkeit) 
zu  messen  gestattet.  BekaniitlicL  bedient  man  sich  zur  Me.«sung  der  Intensität  von 
Rüntgenstralilen  der  durch  dieselben  bewirkten  Ionisation  von  Luft.  Nun  i.-^t  aber 
die  durch  Röntgenstrahlen  bewirkte  Ionisation  von  Luft  nicht  allein  von  deren  In- 
tensität, sondern  auch  von  der  Härte  derselben  abhängig;  die  Ionisation  der  Luft 
geschieht  nämlich  auf  Kosten  der  durch  die  Luft  absorbierten  Energie  der  Röntgen- 
strahlen und  diese  ist  bei  gleicher  Intensität  um  so  größer,  je  weicher  die  Strahlen 
sind.  Nun  enthält  ein  einem  technischen  Röntgenröhre  entnommenes  Strahlenbündt-1 
Strahlen  verschiedener  Härte  und  es  wechselt  die  Zusammensetzung  eines  Strahlen- 
büudels  von  Fall  zu  Fall ;  infolgedessen  sind  die  Angaben  eines  mit  einer  Ionisations- 
kammer verbundenen  Elektrometers  nicht  unbedingt  der  Intensität  des  gemessenen 
Strahlenbündels  proportional.  Um  nun  eine  Proportionalität  zwischen  dem  Strom  in 
der  Ionisationskammer  und  der  Intensität  des  Strahlenbündels  (unabhäng-ig  von  der 
Zusammensetzung  desselben)  zu  erzielen,  setzt  Christen  in  den  Gang  der  Röntgen- 
strahlen vor  die  Ionisationskammer  einen  Absorptionskeil,  wie  in  Fig.  125.  Ist  S  die 
Intensität  eines  durch  den  Keil  durchgelassenen  homogenen  Strahlenbündels,  so  wird 
in  der  Ionisationskammer  die  Menge  k'-S  absorbiert  (pro  Längeneinheit),  wo  A-'  den 
Absorptionskoeftizienten  der  Luft  für  die  betreffende  Strahlengattung  bedeutet. 
Dieser  Menge  k'-S  ist  der  Ausschlag  des  Elektrometers  proportional;   nan   ist   aber 

nach  (b)  S  =  -, °  und  somit 

k    m 

k    m 

Wird  das  Material,  ans  dem    der   Keil    angefertigt   ist.   so    gewählt,    daß   für   alle 

k' 
Strahlensrattunsren   das    Verhältnis  -r  konstant  ist.   so  wird  die  Größe  k'-S  und  so- 

ö  »  A:  • 

mit  der  Ausschlag  des  Instrumentes  nur  von  der  Intensität  Iq,  nicht  aber  von  der 
Härte  der  gemessenen  Strahlen  abhängig  sein.  Auf  diesem  Prinzip  beruht  das  Inte- 
graliontometer  von  Christen. 

33.  Uebung.  In  Ueb.  1  des  Kap.  X  des  ersten  Teiles  haben  wir 
uns  mit  der  Strahlungsintensität  eines  glühenden,  festen  Körpers  als 
Funktion  der  Wellenlänge  und  der  Temperatur  befaßt.  Wir  haben 
den  für  diese  Funktion  von  Wien  aufgestellten  Ausdruck: 

/(/.,  T)  =  Ci.Ä   '-e    '■'  ...  (1) 

diskutiert.*)  Bei  festgehaltener  Temperatur  T  ist  f(K  r)  eine  Funktion 
der  Wellenlänge  ).  allein,  die  wir  der  Deutlichkeit  halber  mit  E{).) 
bezeichnen  wollen.  Nennen  wir  die  ganze,  durch  den  festen  Körper 
bei  der  Temperatur  T  ausgestrahlte  Energie  T,  so  ist  offenbar  V 
gleich  dem  Grenzwerte  der  Summe: 

E(A.,)-h  -^  E{1,  -{-  h).h  -{-  Ea^  +  2h).h  +  ...  +  E{1^  -^{n  —  l)h)-h 

für  h^O,  wobei  A,,  /,  die  Grenzen  sind,  zwischen  denen  das  von  dem 

Körper  ausgestrahlte  Spektrum  enthalten  und  h=  *-^-^  ist.   Es  ist 

also  mit  Berücksichtigung  der  Definition  des  bestimmten  Integrals 


U 


=  ^E{l).dX  ...  (2) 


*)  Wir  schreiben   hier  c,,  c^  anstatt  C,  c,   weil   wir  den  Ruchstaben  <•  zur  Be- 
zeichnung der  Lichtgeschwindigkeit  reservieren  wollen. 
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In  der  mathematischen  Physik  drückt  man  sich  in  der  Regel  folgendermaßen 
aus :  „die  zwischen  den  Wellenlängen  X  und  l  +  dl  ausgestrahlte  Energie  ist  gleich 
Eß)(W.  Würde  man  diese  Aussage  wörtlich  nehmen,  so  wäre  sie  nicht  richtig. 
Solange    nämlich   (ü  von  Null  verschieden  ist,   ist  die  zwischen  l  und  1  +  dl  ausge- 

strahlte  Energie  gleich  /  E[l)-dl   und    dieses  Integral  ist  —  da  E{1)  keine  lineare 

;. 
Funktion  von  l  ist  —  von  E{l)-dl  verschieden  (vgl.  S.  19'J).     Ist  aher  dl  gleich  Null, 
so  ist  die  augeführte  Aussage  zwar  richtig,  aber  banal,    denn  sie  bedeutet  nur,  daß 
in  einem  Spektralbezirke  von  der  Breite  Null  die  Energie  Null  ausgestrahlt  wird.  — 
In  Wirklichkeit   ist    obige  Aussage,   wenn   wir  die  zwischen  li  und  l  ausgestrahlte 

dUi 
Energie  mit   Z7;  bezeichnen,    äquivalent  mit  der  Aussage:  „es  ist -t.     =  £(^)." 

Wir  wollen  das  Integral  (2)  auswerten.  Hierzu  machen  wir 
folgende  Substitution : 

1  =  ^  ...(3) 

V 

führen  also  vermittels  (8)  anstatt  A  eine  neue  Variable  v  ein.  Diese 
Substitution  hat  auch  eine  physikalische  Bedeutung:  Gleichung  (3) 
drückt  die  Beziehung  zwischen  Wellenlänge  l  und  Frequenz  v  der 
Lichtschwingungen  aus,  wobei  c  die  Lichtgeschwindigkeit  bedeutet. 
Aus  (3)  folgt: 

dX  =  —  ^,  dv.  ...  (4) 

Führt  man  in  (2)  diese  Substitution  ein,  so  wird: 

■  dX 


wobei 


=  fc,-'C'''-e~'^  'dl 

'i 


ist.    In  (5)  führen  wir  neuerlich  eine  Substitution  durch,  u.  zw. 


cT 
cT 


v  =  x,  ...(7) 


1^  .  dv=dx,  ...  (8) 
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woduicli  wir  erhalten: 


•'i 


X  -e  ' -dx 


wobei 

Ca  Ca 

ist.    Nach  Ueb.  30  des  Kap.  II  ist 

ix^e~''dx  =  —  e~\x''  +  3x"  +  6x  +  6j  +  const. 
und  daher 


.  (9) 
(10) 


(11) 


Einiges  ist  noch  über  die  Integrationsgrenzen  A^,  l^.  bzw.  a;,,  x^  zu 
sagen.  Praktisch  genommen  erstreckt  sich  zwar  die  Strahlung  eines 
glühenden  Körpers  auf  einen  endlichen  Spektralbezirk,  theoretisch 
(das  heißt  nach  der  Formel  (1))  reicht  aber  das  Spektum  einerseits 
bis  A,  -^0,  andererseits  bis  Ag^oo  (es  fällt  nur  nach  beiden  Seiten  hin 
die  Intensität  stark  ab,  vgl.  auch  S.  133),  wir  wollen  daher  den 
Grenzwert    von    U   für  Ä^^O,  l^-^<xi  berechnen,    d.  i.    das    Integral 

oo 


Grenzen : 
es  ist  somit 


iE{l)-dl.     Infolge  von  (6)   und  (10)   entsprechen   einander  folgende 
Aj  :=  0  .  . .  »1  =  oo  und  A.2  =  oo  . .  .  a;.^  =  0,  ...  (12) 

oo 

U=^E(k)-dl 

0 

0 

=  iL  .  r  .  \e-\x'  +  3a;'  +  6a;  +  6) 

^2  L 


^l        rpi 


e-\x'  4-  3a;'  +  6a;  +  6) 


(13) 


Nach  Ueb.  17  des  Kap.  XI  des  ersten  Teiles  ist  für  jedes  positive, 
ganze  n  lim  e~^a;"  =  0  und  daher 


Setzen  wir 


^_6c,    ^. 


6  c, 


.  (14) 


286 
so  wird 


Zweiter  Teil.     Integralrechuuug. 


V  =  a^T\ 


(16) 


in  AVorten:  die  gesamte  dui'ch  einen  festen,  j^lühenden  Körper  aus- 
gestralilte  Energie  ist  proportional  der  vierten  Potenz  seiner  absoluten 
Temperatur:  dies  ist  der  Inhalt  des  Stephan-Boltzmann'schen 
Strahlungsgesetzes. 


Der  Bogen  P«  Pb  einer  Kurve  y  =  f{x)  möge  um  die  x- Achse 
rotieren.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe  das  Volumen  des  so  ent- 
stehenden Rotationskörpers   zu   berechnen.     Hierzu    teilen   wir   das 


Intervall  (a,  6)   in  n  gleiche   Teile  Jx 


—     ,    errichten    in    jedem 

der   Punkte   x^=^a  +  Jx,  x^=a  -\-  2Jx,   x,^  =  a  +  3Jx,  .  .  .  a;„_,  = 

=  a-\-in  —  1)  z/a;  Ebenen  senk- 
recht zur  a;- Achse,  wodurch 
der  Rotationskörper  in  n  Teile 
zerfällt.  Wir  ersetzen  nun  jeden 
dieser  n  Teile  entsprechend 
durch  je  einen  Zylinder,  wie 
es  Fig.  126  andeutet.  Das 
Volumen  des  (i  +  l)-ten  Zy- 
linders ist  gleich  der  Basis 
[/(>,)] ^  •  TT  mal  der  Höhe  Jx 
und  das  Volumen  aller  n 
Zylinder  ist  gleich  der  Summe 


■■:2 


[f{xi)Y-7i-Jx;  das  Volumen 


Fig.  126. 


des  Rotationskörpers  ist  offen- 
bar gleich  dem  Grenzwerte 
dieser  Summe: 


n-l  ,  -j 

lim  '  '^  [fi^ij]'  •7tJx  =  7t  i  [/(a;)]^  -dx  =  7t  i  y-dx. 


Uebungen. 

34.  Uebung.     Der   zwischen   x  =  0   und   x  =  l   enthaltene  Bogen 
der   Parabel   y  =  x'^   rotiert   um    die    x- Achse.      Wie   groß    ist   das 
Volumen  des  so   entstandenen  Rotationskörpers?  —  Lösung.    Dieses 
1  1 

/•*  f*  7t 

Volumen  ist  gleich  7t  jy'^dx  =  7tj  x*dx=  .  . 
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35.  Uebung.     ?/  =  — ,    a  =  i^,    6  =  1.    Volumen     des     Rotations- 


körpers  ?  —  Lösung.  Volumen  =  7i  \y'-dx  =  7ii-^  =  7i 


=  7t. 


36.  Uebung.      y  =  sinx,   a  =  —  ^     h=  +~^   Volumen    des 
Rotationskörpers?  —  Lösung. 


Volumen  =  7i\  y^dx  ^jt  j  sin'-xdx  = 


X  —  sin  x  cos  X 


7C' 

2 


37.  Uebung.    Die  Ellipse  — ^  +  -^  =  1  rotiert  um  die  x-Achse. 
Wie  groß  ist  das  Volumen  des  so  entstandenen  Rotationsellipsoids?  — 


-J-a  4"" 

Lösung.     Volumen  =^  n  \  y- dx  ^=  rt  i  h'-il Adx^  rrö- • 


X  — 


3a- 


4a6-7r 


—  Für  a  =^b   resultiert   die   bekannte   Formel    für   das 


4a^7r 
Volumen  einer  Kugel,  Volumen  =   ^^ 


VIII.  Der  zweite  Hauptsatz  der  Thermodynamik. 

Der  erste  Hauptplatz  der  Thermodynamik  basiert  auf  dem  Er- 
fahrungssatze der  Unmöglichkeit  eines  perpctuum  mobile.  Es  ist  un- 
möglich eine  Maschine  zu  konstruieren,  die  sich  selbst  beständig  im 
Gange  erhielte,  und  dabei  noch  äußere  Arbeit  verrichten  würde. 
Aus  dieser  negativen  Aussage  gelangt  man  durch  mathematische 
Formulierung  zur  folgenden  (positiven)  Behauptung: 

Liegt  ein  nach  außen  hin  abgeschlossenes  System 
von  Körpern  vor,  so  gibt  es  eine  Funktion  TJ  (Energie), 
die  nur  von  den  (momentanen)  Zu  Stands  großen  des 
Systems  abhängt  und  die  Eigenschaft  hat,  bei  allen 
Veränderungen,  die  innerhalb  des  Systems  vor  sich 
gehen,  konstant  zu  bleiben  (Prinzip  der  Erhaltung 
der  Energie). 

In  welchem  Sinne  aber  die  Veränderungen  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Systems  in  Wirklichkeit  vor  sich  gelien  werden,  kann  man 
aus  dem  ersten  Hauptsatze  nicht  ermitteln.  Betrachten  wir  beispiels- 
weise ein  (nach  außen  hin  abgeschlossenes)  System,  das  aus  zwei 
Körpern  A,  B  besteht,  von  denen  der  erste  eine  höhere  Temperatur 
besitzt,  als  der  andere.  Zwischen  den  Körpern  wird  im  allgemeinen 
ein  Wärmeaustausch  (durch  Strahlung,  Leitung)  stattfinden  und  das 
Energie])rinzip  verlangt  bloß,  daß  die  Summe  der  Wärmemengen  von 
A  und  B  jederzeit  konstant  bleibe.  Ob  aber  die  Wärme  von  A  auf  B 
oder  umgekehrt  übergehen  wird,  sagt  das  Energieprinzip  nicht  aus 
und  es  würde  keinen  Widerspruch  gegen  dasselbe  involieren,  wenn 
der  wärmere  Köri)er  auf  Kosten  des  kälteren  seine  Temperatur  er- 
höhen würde.  Indessen  wissen  wir,  daß  dies  in  Wirklichkeit  nie 
eintritt;  es  besteht  nämlich  der  Erf ahrungssatz : 

Es  kann  nicht  Wärme  von  einem  tiefer  temperierten 
auf  einen  höher  temperierten  Körper  von  selbst  über- 
gehen. 

Das  Wort  „von  selbst"  bedeutet  hierbei  so  viel,  als  „ohne  Kompen- 
sationen", das  heißt  mit  anderen  Worten:  Es  ist  nicht  möglich  eine 
Vorrichtung  zu  ersinnen,  die  dem  kälteren  Körper  Wärme  entziehen, 
dem  heißeren  Köi-per  dieselbe  Wärmemenge  zuführen  würde  und 
sonst  keine  anderweitigen  Veränderungen  in  der  Natur  zu- 
rückließe. Wenn  dies  möglich  wäre,  so  hätten  wir  es  nicht  nötig, 
unsere  üampfmaschinen  mit  der  teueren  Kohle  zu  heizen ;  wir  könnten 
das  Wasser   im  Dampfkessel   sich  auf  Kosten  der  umgebenden  Luft 
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oder  des  P^rdbodens  erwärmen  lassen  und  würden  so  über  Mascliinen 
verfügen,  die  uns  Arbeit  umsonst  liefern  würden,  ohne  indes  mit 
dem  Knergieprinzip  in  Widerspruch  zu  stehen;  denn  diese  Maschinen 
würden  ja  die  Arbeit  keineswegs  aus  nichts,  sondern  aus  der  Wärme 
der  Atmosphäre  oder  des  Erdbodens  erzeugen. 

Wir  wollen  ein  zweites  Beispiel  für  Energieumwandlungen  an- 
führen, die  mit  dem  Energieprinzip  verträglich  sind,  in  Wirklichkeit 
aber  nie  eintreten.  Betrachten  wir  nämlich  das  System,  das  aus 
einem  unter  Einfluß  der  Schwerkraft  schwingenden  Pendel  und  der 
Erde  samt  Atmosphäre  besteht.*;  Nach  dem  P^nergieprinzip  muß  die 
jeweilige  Summe  der  potentiellen,  der  kinetischen  Energie  der  Pendels 
und  des  Wärmeinhaltes  des  S3'stems  konstant  sein.  Wir  wissen  aus 
P^rfahrung,  daß  sich  die  potentielle  und  kinetische  P^nergie  des  Pendels 
infolge  der  Reibungswiderstände  nach  und  nach  in  Wärme  umsetzt, 
bis  sich  schließlich  die  ursprüngliche  Energie  des  Pendels  ganz  in 
Wärme  umgewandelt  hat  und  das  Pendel  zum  Stillstand  gekommen  ist. 
Es  wäre  nun  kein  Widerspruch  gegen  das  Energieprinzip,  wenn  das 
infolge  der  Reibung  zum  Stillstand  gekommene  Pendel,  auf  Kosten 
des  Wärmeinhaltes  des  Systems  wieder  in  Schwung  käme:  dies  tritt 
aber  in  Wirklichkeit  nie  ein.     Es  besteht  nämlich  der  Erfahrungssatz: 

Es  ist  auf  keinerlei  A\'eise  möglich,  einen  \'organg, 
in  welchem  Wärme  durch  Reibung  entsteht,  voll- 
ständig rückgängig  zu  machen. 

Wenn  dies  möglich  wäre,  so  könnten  wir  uns  die  kostspieligen 
Lokomotiven  bei  unseren  Eisenbahnzügen  ersparen.  Denken  wir  uns 
zwei  Stationen  A  und  B,  von  denen  die  erste  etwas  höher  gelegen 
ist  als  die  andere.  Wir  könnten  dann  den  Zug  von  A  nach  B  ein- 
fach hinunterrollen  lassen.  In  B  hat  der  Zug  eine  kleinere  potentielle 
Energie  als  in  A,  die  Diiferenz  hat  sich  auf  dem  Wege  von  A  nach  B 
infolge  der  Reibung  (des  Bremsens)  in  Wärme  umgewandelt.  Wenn 
es  nun  möglich  wäre,  die  durch  Reibung  erzeugte  Wärme  zurück  in 
Arbeit  zu  verwandeln,  so  könnten  wir  dieselbe  dazu  benützen,  den 
Zug  von  B  zurück  nach  A  zu  befördern.  So  könnte  der  Zug  ewig 
zwischen  A  und  B  pendeln,  was  mit  einem  Kreislauf  von  Wärme 
und  Arbeit  verbunden  wäre;  wir  hätten  ein  ,. thermisches*'  perpetuum 
mobile  vor  uns.  Ein  solches  zu  konstruieren,  ist  aber  bis  jetzt  noch 
niemandem  gelungen. 

Die  beiden  oben  angeführten  Erfahrungssätze,  nämlich  den  der 
Unmöglichkeit  des  kompensationslosen  Ueberganges  der  A\'ärrae  von 
einem  tiefer  temperierten  auf  einen  höher  temperierten  Körper  und 
den  der  Unmöglichkeit  der  A^ollständigen  Umkehrung  eines  mit  Reibung 
verbundenen  Vorganges,  kann  man  in  einen  zusammenfassen,  u.  zw. 
in  folgenden**): 

„Es  ist  unmöglich,  eine  periodisch  funktionierende 
Maschine  zu  konstruieren,  die  weiter  nichts  bewirkt 
als  Hebung  einer  Last  und  Abkühlung  ein  es  Wärme- 
reservoirs." 

Nach  einem  Vorschlag  von  Ostwald  nennt  man  eine  derartige 
Maschine   ein  perpetuum   mobile  zweiter   Art   (und   bezeichnet  —  zum 

*)  Wir  sehen  also  hierbei  von  allen  anderen  auf  der  Erde  sich  abspielenden 
Vorgänge  ab,  sowie  auch  davon,  daß  die  Erde  gegen  den  Weltenraum  beständig 
Wärme  ausstrahlt  und  Wärme  durch  Strahlung  empfängt. 

**)  Planck,  Thermodynamik,  Leipzig  liHl  S.  86. 

Salpeter,  MathtMiiatik.    2.  .\utl.  ^" 
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Unterschied  —  das  perpetuum  mobile,  welches  Arbeit  aus  nichts  schafft, 
als  das  perpetuum  mobile  erster  Art).  Obiger  Satz  sagt  nun  aus,  daß  ein 
perpetuum  mobile  zweiter  Art  unmöglich  ist;  diese  negative  Aussage 
bildet  den  Inhalt  des  zweiten  H  a  u  p  t  s  a  t  z  e  s  d  e  r  T  h  e  r  m  o  d  y  n  a  m  i  k. 
Um  aus  demselben  Folgerungen  zu  ziehen,  die  man  mit  der  Erfahrung 
vergleichen  könnte,  ist  es  durchaus  notwendig,  ihn  durch  mathe- 
matische Formulierung  in  eine  positive  Behauptung  umzugestalten. 
Dies  durchgeführt  zu  haben  ist  das  Verdienst  von  Clausius. 

Aehnlich  wie  die  Unmöglichkeit  eines  perpetuum  mobile  erster 
Art  zur  Postulierung  einer  Funktion  TJ  (Energie)  tührt,  so  führt  die 
Unmöglichkeit  des  perpetuum  mobile  zweiter  Art  zu  folgendem  Postulat: 
Liegt  ein  nach  außen  hin  abgeschlossenes  System 
von  Körpern  vor,  so  gibt  es  eine  Funktion  Ä  (Entropie), 
die  nur  von  den  (momentanen)  Zustandsgrößen  des  Systems 
abhängt  und  die  Eigenschaft  hat,  bei  reversiblen  Ver- 
änderungen innerhalb  des  Systems  konstant  zu  bleiben, 
bei  irreversiblen  zu  wachsen  (Prinzip  der  Vermehrung 
der  Entropie). 

Dies  wollen  wir  zunächst  für  ein  System,  das  aus  idealen  Gasen 
besteht,  nachweisen.  Bevor  wir  dies  jedoch  tun,  ist  es  notwendig, 
eine  präzise  Definition  eines  reversiblen  und  eines  irrever- 
siblen Vorganges  zu  geben. 

Es  möge  irgendein  Körper  von  einem  Zustande  A  in  einen  Zu- 
stand B  auf  einem  bestimmten  Wege  übergeführt  werden;  dabei  wird 
er  im  allgemeinen  in  den  einzelnen  Zwischeustadien  von  gewissen 
Wärmequellen  Wärme  aufnehmen,  an  andere  Wärmequellen  Wärme 
abgeben.  Wir  nennen  nun  den  Vorgang  der  Ueberführung  des  Körpers 
vom  Zustande  A  in  den  Zustande  B  dann  und  nur  dann  rever- 
sibel, wenn  es  möglich  ist,  den  Körper  vom  Zustande  B  in  den 
Zustand  A  derart  zurückzuführen,  daß  er  erstens  alle  Zwischen- 
stadien, die  er  auf  dem  \\'ege  von  A  nach  B  durchlaufen  hat,  in 
genau  u  m  g  e  k  e  h  r  t  e  r  R  e  i  h  e  n  f  o  1  g  e  durchläuft,  und  daß  er  zweitens 
dieselben  Wärmemengen,  die  er  in  den  verschiedenen  Zwischenstadien 
auf  dem  Wege  von  A  nach  B  aufgenommen  hat,  auf  dem  Rückwege 
von  B  nach  A  in  denselben  Zwischenstadien,  an  dieselben 
Wärmequellen  abgibt,  denen  er  sie  früher  entnommen,  bzw.  von 
denselben  Wärmequellen  aufnimmt,  an  die  er  sie  früher  abgegeben 
hat.  Wir  wollen  nun  die  aus  dem  zweiten  Hauptsatze  sich  ergebenden 
notwendigen  Bedingungen  aufstellen,  die  ein  Vorgang  erfüllen  muß, 
damit  er  reversibel  sei.  Aus  der  Unmöglichkeit,  den  Prozeß  der 
Wärmeleitung  vollständig  rückgängig  zu  machen,  resultiert  zu- 
nächst die 

Erste  Bedingung  der  Reversibilität.  Soll  ein  Vor- 
gang reversibel  sein,  so  darf  in  seinem  Verlaufe  keine 
BerührungzwischenverschiedentemperiertenKörpern 
stattfin  den. 

Sobald  dies  nämlich  der  Fall  ist,  so  geht  Wärme  vom  heißeren 
auf  den  kälteren  Körper  über  und  diesen  Wärmeübergang  kann  man 
erfahrungsgemäß  auf  keinerlei  Weise  rückgängig  machen.  Betrachten 
wir  als  Beispiel  ein  ideales  Gas,  das  vom  Zustande  A  längs  einer 
Isotherme  [pv  =  RT  =  constans)  in  den  Zustand  B  übergeführt  werden 
soll  (Fig.  127).  Ist  das  Volumen  Vß  größer  als  i;^,  so  wird  das  Gas 
bei  seiner  Ausdehnung  einen   äußeren  Druck  zu   überwinden  haben, 
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da  aber  liieibei  das  Gas  auf  konstanter  Temperatur  erhalten  werden 
soll,  so  wird  die  zu  dieser  Arbeitsleistung  nötige  Energie  der  Um- 
gebung in  Form  von  Wärme  entzogen  werden  müssen.  Wir  werden 
also  das  Gas  in  ein  Wärmereservoir  (z.  B.  Wasserbad)  von  sehr  großer 
Kapazität  einbetten,  das  die  nötige  Wärme  liefern  wird.  Wie  hoch 
soll  nun  die  Temperatur  dieses  Reservoirs  sein  ?  Sie  muß  jedenfalls 
höher  sein  als  die  des  Gases  damit  ein  Wärmeübergang  iiberhaupt 
stattfindet,  denn  Wärme  geht  ja  von  selbst  nur  von  einem  höher 
temperierten  auf  einen  tiefer  temperierten  Körper  über.  Ist  die 
I  konstant  zu  haltende)  Temperatur  des  Gases  T,  so  muß  die  des 
Reservoirs  gleich  T+t  sein,  wo  6  eine  positive,  wenn  auch  beliebig 
kleine  Größe  bedeutet.  —  Will  man  das  Gas  vom  Zustande  B  in  den 
Zustand  .-1  längs  derselben  Kurve  (also  der  Isotherme  jw  -^  Rt) 
zurückführen,  so  hat  man  das  Gas  zu  komprimieren  (es  ist  ja  u.4<Vä); 
die  hierbei  geleistete  Arbeit  setzt  sich  in  Wärme  um,  die  aber  dem 
Gase  entzogen  werden  muß,  damit  seine  Temperatur  konstant  gleich  T 
bleibt.  Wir  werden  also  das  Gas  wiederum  in  ein  großes  Wärme- 
reservoir einbetten,  das  aber  diesmal  eine  Temperatur  T  —  e  haben 
muß,  damit  ein  Wärmeübergang  vom  Gas  zum  Reservoir  überhaupt 
stattfindet.  Soll  nun  die  Ueberführung  des  Gases  von  B  in  A  als 
Umkehrung  der  Ueberführung  von  A  in  B  gelten,  so  muß  nach  der 
Definition  der  Reversibilität,  die  längs  des  Weges  von  A  nach  B 
aufgenommene  Wärmemenge,  auf  dem  Wege  von  B  nach  A  an  die- 
selbe Quelle  abgegeben  werden,  von  der  sie  früher  aufgenommen 
worden  ist.  Wir  sehen,  daß  dies  hier  unmöglich  ist,  denn  das  eine 
Mal  (auf  dem  Wege  von  A  nach  B)  mußte  das  Reservoir  die  Tem- 
peratur T  +  e.  daß  andere  Mal  die  Temperatur  T  —  s  haben:  es  gelten 
aber  zwei  verschieden  temperierte  Zustände  desselben  Reservoirs 
(natürlich  zu  zwei  verschiedenen  Zeiten)  als  zwei  verschiedene 
Vuellen.  Die  Difl:erenz  T  -\-  e  —  (T  —  «)  =  2  £  kann  allerdings  beliebig 
klein  gemacht  werden,  gleich  Null  darf  sie  aber  nie  werden,  wenn  ein 
Wärmeaustausch  zwischen  dem  Gas  und  dem  Reservoir  überhaupt 
stattfinden  soll.  Halten  wir  also  an  obiger  Definition  der  Reversibilität 
fest,  so  kommen  wir  zum  Schluß,  daß  eine  reversible  isotherme  Volum- 
änderung eines  Gases  in  Wirklichkeit  nicht  möglich  ist.  Denn  sollte 
die  Volumänderung  reversibel  sein,  so  müßte  ja  e  =  0  sein:  ist  aber 
fc  zr=  0,  so  kann  die  Aenderung  überhaupt  nicht  stattfinden. 

Die  ist  jedoch  nicht  der  einzige  Grund  der  Irreversibilität  der 
Gasausdehnung  oder  Gaskompression.  Sieht  man  auch  vom  Wärme- 
austausch zwischen  Gas  und  Reservoir  ganz  ab,  so  ist  der  Vorgang 
der  Ausdehnung  oder  Kompression  eines  Gases  —  wie  wir  gleich 
zeigen  werden  —  notwendig  mit  Reibung  verbunden.  Ein  mit  Reibung 
verbundener  Vorgang  kann  aber  nie  vollständig  rückgängig  gemacht 
werden.  Denken  wir  uns,  unser  Gas  befinde  sich  in  einem  durch 
einen  verschiebbaren  Kolben  abgeschlossenen  Zylinder.  Im  Zustande 
A  ist  sein  Volumen  gleich  va.  sein  Druck  gleich  p.i:  nehmen  wir  der 
Einfachheit  halber  an,  daß  der  Raum  oberhalb  des  Kolbens  evakuiert 
und  daß  der  Flächeninhalt  des  Zylinder-  und  Kolbenquerschnittes 
gleich  1  cm-  ist,  dann  muß  —  damit  Gleichgewicht  herrscht  — 
das  Gewicht  des  Kolbens  samt  den  auf  ihm  lastenden  (icwicht.s- 
stücken  ebenfalls  gleich  p.i  sein,  l'm  nun  das  Gas  vom  Zustande 
A  in  den  Zustand  B  zu  überführen,  müssen  wir  den  (äußeren)  auf  ihm 
lastenden   Druck   gleich   pu  machen,   also   um  die  Differenz   pA—pß 
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vermindern.  Wenn  wir  dies  auf  einmal,  plötzlich,  tun,  so  wird  der 
Kolben  infolge  der  so  entstandenen  Differenz  des  äußeren  und  des 
inneren  Druckes  in  die  Höhe  schnellen,  wird  nicht  beim  neuen  Gleich- 
gewichtsvohimen  vn  Halt  machen,  sondern  infolge  der  Trägheit  sich 
weiter  bewegen,  wird  dann  wieder  hinunterfallen,  wieder  empor- 
schnellen, kurz,  es  wird  eine  Schwingung  des  Kolbens  um  die 
Gleichgewichtslage  v^  eintreten.  Wenn  keine  Reibung  vorhanden 
wäre,  so  würde  diese  Schwingung  ewig  fortdauern  (und  es  wäre  auf 
diese  Weise  unmöglich  das  Gas  vom  Zustande  A  in  den  Zustand  B 
zu  überführen).  Da  aber  zwischen  dem  Kolben  und  den  Gefäßwänden 
gewiß  Reibung  vorhanden  sein  wird,  so  wird  die  Schwingung  eine 
gedämpfte,  ja  sogar  in  den  meisten  Fällen  eine  aperiodische  sein  und 
infolge  dieser  Dämpfung  wird  sich  die  kinetisciie  Energie,  die  der 
Kolben  im  Momente  besaß,  wo  er  zum  erstenmal  das  Volumen  v/s 
passiert  hat,  vollständig  in  Reibungswärme  umwandeln.  Diese  Wärme 
geht  für  Arbeitsleistung  verloren.  Versuchen  wir  die  üeberführung 
des  Gases  von  A  in  B  rückgängig  zu  machen  indem  wir  das  Gewicht 
des  Kolbens  wiederum  gleich  pa  machen,  so  werden  wir  nicht  nur 
die  einmal  verlorene  Reibungswärme  nicht  wiedergewinnen,  sondern 
noch  neue  Reibungsverluste  haben.  Vermehren  wir  nämlich  plötzlich 
das  Gewicht  des  Kolbens  um  die  Differenz  fA  —  Vß^  ^^  wird  der 
Kolben  hinunterfallen,  das  Gas  noch  über  das  Gleichgewiclitsvolumen 
va  komprimieren,  kurz,  es  wird  wieder  eine  gedämpfte  (eventuell 
aperiodische)  Schwingung  um  das  Volumen  va  stattfinden,  bei  der  sich 
die  kinetische  Energie,  die  der  Kolben  während  des  Fallens  erlangt 
hat,  vollständig  in  Reibungswärme  umsetzen  wird.  —  Bei  der  Aus- 
dehnung vom  Volumen  va  auf  das  Volumen  vb  hat  das  Gas  die  Arbeit 
Vii'^ii  —  Va)  geleistet,  denn  im  Resultate  ist  ja  das  Gewicht  ^pn  um 
die  Höhe  vb  —  va  gehoben  worden.*)  Um  das  Gas  vom  Volumen  vb 
auf  das  Volumen  va  zurück  zu  komprimieren,  ist  gegen  das  Gas  die 
(größere)  Arbeit  fA{vB  —  VA)  geleistet  worden  (denn  es  ist  ja  im 
Resultate  das  Gewicht  fA  das  Stück  vb  —  va  gefallen).    Die  auf  dem 

VVege  von  A  nach  B  durch  das  Gas  ge- 
leistete Arbeit  ist  numerisch  gleich  dem 
Flächeninhalte  des  Rechtecks  mit  den  Seiten  fn 
und  vb  —  Va  (Fig.  127  —  doppeltschraffiertes 
Rechteck);  die  auf  dem  Wege  von  B  nach  ^ 
gegen  das  Gas  geleistete  Arbeit  ist  numerisch 
gleich  dem  Flächeninhalte  des  Rechtecks  mit 
den  Seiten  Pa  und  vb  —  f.i;  die  Differenz  beider 
Arbeiten,  die  numerisch  gleich  ist  dem 
P'lächeninhalte  des  Rechteckes  mit  den  Seiten 
Vb  —  va  und  Vß  —  Va,  ist  in  Reibungswärme 
j,.     j2„  übergegangen.  —  Es  leuchtet  nun  ein,   daß 

^^'       ■  das   Auftreten  von   Differenzen    des   äußeren 

und  des  inneren  Druckes  zur  Erzeugung  von  lebendiger  Kraft  und 
mittelbar  zu  Reibungsverlusten  führt.    Dies  ergibt  die 

ZweiteBedingung  derReversibilität.  Soll  ein  Vor- 
gang reversibel  sein,  so  dürfen  in  seinem  Verlaufe 
keine  (endlichen)  Druckdifferenzen  auftreten. 


*)  Wir  erinnern  daran,   daC  der  Flächeninhalt  des  Zylinderquerschnittes  gleich 
1  cm^  angenommen  worden  ist. 
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Um  die  Reibungsverluste  bei  der  Au.sdeiinung  und  Kompression 
zu  verringern,  werden  wir  zunächst  bei  der  L'eberführung  des  Gases 
vom  Zustande  A  in  den  Zustand  B  das  Gewicht  des  Kolbens  nicht 
plötzlich    um    die    Difterenz    pa  —  fn   vermindern,    sondern    dies    in 

n  Schritten   tun.     Setzen   wir  den  Quotienten  ^'^       -    gleich   e,   so 

wollen  wir  zunächst  vom  Kolben  ein  Gewichtsstück  t  entfernen,  warten 
bis  das  Gas  das  neue  Gleichgewichts volumen  v^  eingenommen  hat,  dann 
ein  zweites  Gewichtsstück  t  entfernen,  wiederum  abwarten,  bis  das 
Gas  das  neue  Gleichgewichtsvolumen  v.,  erreicht  hat,  usw.,  bis 
schließlich  nach  Wegnahme  des  w-ten  Gewichtsstückes  t  das  Gas  in 
das  Volumen  vb  kommen  wird  (Fig.  128).  Die  hierbei  durch  das 
Gas  geleistete  Arbeit  wollen  wir  mit  TF^5(£)  bezeichnen ;  sie  ist  gleich : 

WAB{e)  =  {Pa  —  «)  (i'i—  Va)  +  {Pa  —  2e)  (^2—  Vi)  +  ipA  —  3f)  (^3—  1'2  )  +    .  .  . 

.  .  .  +{'PA  —  {n—l)E) {Va-i  —  Va-o)  +  Pd{vb  —  ««-l). 


SfX  ,jfx  -J?l.  .£?5. 


Fig.  128. 


Fis-.  129. 


Vm  nun  das  Gas  vom  Zustande  B  in  den  Zustand  A  zurückzufüliren, 
werden  wir  das  Kolbengewicht  zunächst  um  f  vermehren,  das  Ein- 
stellen des  Volumen  ?'„_,  abwarten,  ein  zweites  Gewichtsstück  t  hinzu- 
fügen und  wiederum  abwarten,  bis  das  Gas  das  Volumen  r„_2  erreiclit 
hat,  usw.  bis  schließlich  beim  w-ten  Schritte  das  Gas  in  den  Znstand 
B  zurückgelangt.  Die  auf  dem  Wege  von  B  nacli  -i  gegen  das 
(jas  geleistete  Arbeit  ist  gleich 

(/>/?+£)  (V5  — v„-i)  +  (Pb  +  26)  (i'«_i  —  y^-o)  +  ipii  +  3e)  (t'„-2  —  r„_:,)  -f  . . . 
.  .  .  +  (Pß  +  (»»  —  1)«)  {V.  —  l'i )  +  pAii'i  — 1^^). 

Diese  Arbeit  wollen  wir  mit  —  TF/^e)  bezeichnen;  unter  WhaH)  ver- 
stehen wir   nämlich   die   auf  dem  Wege  von  B  nach  A   durch   das 
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Gas  geleistete  Arbeit;  sie  ist  negativ  und  dem  absoluten  Betrage 
nach  durch  obigen  Ausdruck  gegeben;  es  ist  demnach 

WßAii)  =  ['Pb-\-  «)  (Vn  - ,  -  V ß)  +  ('Pji  +  2fi)  (V„_2—  ^,,-1)  +  {Pß  +  Se)  (V„_3— V„_2)  + 
+  ...  +  (??/}+  (W  —  1)£)  (Vi  —V.2)  +  fA  {Va  —  Vj). 

Die  Arbeit  Tf^/X^)  ist  numerisch  gleich  der  Summe  der  Flächeninhalte 
der  Rechtecke  mit  den  Seiten :  Pa  —  «  und  i\  —  va  ,  fA  —  2«  und  v.,  —  Vj, 
Pm  —  36  und  ■Wg  —  Vi,  usf.  (die  weiß  umrandeten  Rechtecke  der  Fig.  129). 
Die  Abeit  W/ia{£)  ist  ihrem  absoluten  Betrage  nach  numerisch  gleicli 
der  Summe  der  Fläciieninhalte  der  Rechtecke  mit  den  Seiten  pa  und 
i\ — Va,  Pa  —  «  und  V.2  —  V,,  pa  —  2£  und  v^ — w.,,  usf.  Die  Differenz 
der  absoluten  Beträge   beider  Arbeiten  |Tf^/X«)|  —  |TFz?^(€)|  ist  gleicli: 

WAB{e)  +  WßA{e)  =  e{Vi  —  Va)  +  e(v.2  —  ^i)  +  «(^3  —v^}+...+  £(v/,.  —  Vn-i) 

^=eiVB—VA), 

sie  ist  numerisch  gleich  der  Summe  der  kleinen  in  Fig.  129  einfach 
(vertikal)  schraffierten  Rechtecke.  Diese  Differenz  ist  als  Reibungs- 
wärme verloren  gegangen.  Man  sieht  aus  obiger  Formel,  daß  sie 
dem  €  proportional  ist ;  konvergiert  e  gegen  Null,  so  konvergieren  auch 
die  Reibungsverluste  gegen  Null  und  der  irreversible  Vorgang  gegen 
einen  reversiblen. 

Zugleich  folgt,  daß  mit  einem  gegen  Null  konvergierenden  s  die 
absoluten   Beträge    von  Tf^ß(€)    und  Wba{s)    gegen    den  numerischen 

Wert  des  Inhaltes  des  durch  den  Kurvenbogen  AB,  die  Ordinaten 
Ava,  Bvji  und  die  v-Achse  begrenzten  Flächenstückes  konvergieren. 
Ist  die  Gleichung  der  die  Punkte  A,  B  verbindenden  Kurve  durch 
p  =  cp{v)   gegeben,   so   ist   der   Flächeninhalt   dieses  Stückes   gleich 

Vs  Vß 


jpdv=^  l(p{v)dv.     Ks  ist  also 

Vß 

lim  |If,,/,.(£j|  =  lim  |lf/i,4(£)|=  /  (p{v)dv 


Va  Va 


oder  fjenauer: 


Va 
Vb 


lim  Tf^y,(£)==  —  lim  WßAi£)=  l  <p{v)dv 

Va 
Ferner  sieht  man  (mit  Hilfe  der  Fig.  129)  leicht  ein,  daß  für  ein  von 

Vß  V/i 

Null    verschiedenes    £    \WAB(s)\<i  j  ff{v)dv     und    \WßA{t)\'^  j  fp(v)dv, 

Va  Va 

oder  —  da  ja  WAßi^)  positiv,  WßA(e)  negativ  und 
Va  Vß 

I  cpiv)  dv^  —  I  (piy)  dv  ist  *)  — 

Vß  Va 

*)  Sind  a,  h  zwei   positive  Zahlen   und  ist  a>b,   so  ist  —  a<  —  h;  z.  B.  ist 
5  >3,  dagegen  — 5< — 3. 
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Vß  Va 

Wab{s)  <  Cfp(v)  dv,     WßA{€)  <  l'fpiv)  dv. 
Va  Vr 

Zusammenfassend  können  wir  folgenden  grundlegenden  Satz  aufstellen: 

Wird  ein  Gas  von  einem  Zustande  A  in  einen  Zu- 
stand B  längs  einer  Kurve  p^=(p{v)  übergeführt,  so 
ist  die  hierbei  durch  das  Gas  geleistete  Arbeit  kleiner 

Vb 

oder  gleich    /  (p{v)  dv,  je   nachdem   der  Vorgang   der  Zu- 

Va 
Standsänderung    die     zweite    Bedingung     der     Rever- 
sibilität   erfüllt  oder  nicht*);   in   Zeichen: 


Vb 


Vb 


WAB{e)<  i\{v)dv,    lim  Wab{^)=  i \iv)dv 

d  «->0  v 


Va 


Va 


In  Wirklichkeit  kann  weder  die  erste,  noch  die  zweite  Bedingung 
der  Reversibilität  genau  erfüllt  werden.  Man  kann  aber  sowohl  die 
Temperatur-,  wie  auch  die  Druckdiiferenz  t  —  wenigstens  theoretisch 
—  beliebig  klein  machen  und  so  erscheint  ein  reversibler  Vorgang 
als  ein  (gedachter)  Grenz  fall  eines  irreversiblen  Vorganges,  dem 
sich  zwar  die  Wirklichkeit  beliebig  nähern,  aber  nie  erreichen  kann. 

So  sehen  «ir,  daß  der  mathematische  Begritf  des  Grenzwertes 
auch  in  der  Beweisführung  der  Thermodynamik  eine  ganz  hervor- 
ragende Rolle  spielt. 


Hebungen. 

1.  Uebung.  Ein  ideales  Gas  wird 
vom  Zustande  A  längs  des  Weges 
AC  +  CB  (Fig.  130)  in  den  Zustand  B 
derart  übergeführt,  daß  dabei  die 
zweite  Bedingung  der  Reversibilität 
erfüllt  bleibt.  Wie  groß  ist  die  hierbei 
durch  das  Gas  geleistete  Arbeit? 

Lösung.  Bezeichnen  wir  diese 
Arbeit  kurz  mit  W,  so  ist 

\V  =  lim  WAc{e)  +  lim  Wcb{b)  = 


Vc 


Vb 


1  pdv  -{-  j  p  dv. 


Va 


Vc 


p 

A 

c 

^?l 

c\\^ 

C 

B 

p 

Fiff.  IHO. 


*)  Wohlgemerkt:  Erfüllt  ein  Vori^an«;  die  erste  Bedingunc:  der  Reversibilität 
nicht,  wühl  aber  die  zweite,  so  gilt  —  trotzdem  der  Vorgang  irreversibel  ist  —  das 
Gleichheitszeichen  (was  nicht  immer  genügend  hervorgehoben  wird). 
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Nun  ist  Vc  =  Va,  daher  /p^u=/p(Zv  =  0;  ferner  ist  längs   der  Ge- 


Va 


Va 


Vb 


Vß 


:'aden  CB  f  konstant  gleich  pb,  somit  i  pdv^  j  'Pßdv^^pBivB  —  vc)- 


Vc 


Vc 


■pßiVß  —  VA)  und  also  W  =  pß{vB—VA) 


2.  Uebung.  Dasselbe  Gas  wird  iinter  Erfüllung  der  zweiten 
Bedingung  der  Reversibilität  von  A  in  B  längs  des  Weges  AC  +  C'ß 
gebracht.     Wie  groß  ist  die  hierbei  durch  das  Gas  geleistete  Arbeit? 


Vb 


Lösung.    'EiS  ist  W  =  1  pdv  -{-  1  p dv  =  pj{vc —  Va)  =  Pa{vb  —  v. 


Va 


Vc 


3.  Uebung.    Das  Gas   wird  von  A  in  B  längs   der  Verbindungs- 
geraden AC"'B  übergeführt.     W  =  ? 

Lösung.    W=^'''t'^^  (vb-va). 


4.  Uebung.      Das    Gas   wird   längs    einer    Isotherme    pv  = 
=  ÄT=constans  von  ^  in  -B  übergeführt.     W^? 

Lösung.    Längs  der  Isotherme  ist  p  =  (p{v)  = und  die  durch 


Vb 


Vb 


das  Gas  geleistete  Arbeit  W=  i  fp(v)dv  =  RT  l    -  =  iJTln 


Vb 

Va' 


Va 


5.  Uebung.  Längs  einer  Adin  bäte  (vgl.  S.  230)  ^ü^=  constans 
wird  das  Gas  von  einem  Zustande  A  in  einen  Zustand  B  über- 
geführt.    W=? 

Lösung.  Schreiben  wir  die  Gleichung  der  Adiabate  in  der  Form: 
pj;*  =z  c,  wo  c  =  p  ,v*  ~  p^u^  ist,   so   ist  p  ==  cf>(v)  =  cv~^  und 


Vb 


Vb 


W 


=  c  l  V  *(?y  = 


1  —  k 


l—k  l—k 

V„        — V, 


1  —  k 


Va 

11       *       1— t  i-       1  — * 

Pb^b-^b     —Va^a'^a 


YZTk  Y^'^'i  ~  ^a''^  = 


n 


T  —  T 

1  —  k  \-^'      ^' 

wenn  mit  T^,  T ^  die  Temperaturen  des  Gases  in  A  bzw.  B  bezeichnet 
werden. 
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6.  Uebung.  Das  Gas  wird  von  A  nach  B  längs  der  Kurve  ÄCB, 
und  dann  von  B  nach  A  längs  der  Kurve  BC'A  zurückgeführt  (Fig.  131), 
Wie  groß  ist  hierbei  die  durch  das  Gas  geleistete  Arbeit? 

Lösung.    Es  sei  p^=fp^{v)  die  Gleichung  des  Kurvenbogens  .-1C5, 


Vü 


Va 


und  p^cp^.(v)  die  des  Bogens  BC'A,  dann  ist  Tf  =  i  fpjiv)dv  +  1  ^'^{v)dv  = 

Va  Vb 

Vß  Vb  Vß 

= J  9ci^)  dv  —j  ff^iv)  dv  =J^cp/v)  —  rp^  [v)  dv. 


Va 


Va 


Va 


Der  absolute  Betrag 
von  W  ist  gleich  dem 
Flächeninhalte  des 
durch  die  geschlossene 
Kurve  ACBCA  be- 
grenzten Stückes.  "Was 
das  Vorzeichen  von  W  be- 
trifft, so  ist  dasselbe  positiv, 
wenn  die  geschlossene  Kurve 
in  einem  derartigen  Sinne 
beschrieben  wird,  daß  die  be- 
grenzte Fläche  rechts  zu 
liegen  kommt,  und  negativ 
im    entgegengesetzten    Falle. 


Fig.  131. 


In  obigen  Beispielen  haben  wir  gesehen,  daß  die  Arbeit  W,  die 
ein  Gas  bei  seiner  Ueberführung  von  einem  Zustande  A  in  einen 
Zustand  B  leistet,  wesentlich  davon  abhängt,  längs  welcher  Kurve 
diese  Ueberführung  geschieht.  Diese  Arbeit  W  steht  vermöge  des 
ersten  Hauptsatzes  in  einer  einfachen  Beziehung  zu  der  dem  Gase 
zugeführten  Wärmemenge  Q.  Bezeichnet  man  nämlich  die  innere 
Energie  des  Gases  im  Zustande  A  mit  Ua,  diejenige  in  B  mit  Üb. 
so  muß  die  zugeführte  Wärmemenge  gleich  sein  der  geleisteten 
Arbeit  W  plus  Energieerhöhung,  d.  i.  Uß — Ua,  also*) 

Q=W-\-üß-ÜA  .   .   .   (1) 

Betrachten  wir  den  Punkt  A  als  fix,  den  Punkt  B  dagegen  als 
variabel,  so  ist  —  wie  wir  im  Kapitel  X  S.  13U  gesehen  iiaben  — 
Uß — Ua  eine  Funktion  der  Koordinaten  von  B  allein  (das  ist  ju 
gerade  der  Kern  des  ersten  Hauptsatzes).  Dagegen  hängt  W  —  wie 
wir  soeben  nachgewiesen  haben  —   bei   festgehaltenem  A  nicht  nur 

von  B,  sondern  auch  vom  Wege  AB  ab.     Infolgedessen   ist   auch  Q 

*)  Der  Bequemlichkeit  halber  denken  wir  uns  alle  GröOen  Q,  IT,  V  in  Kinlieiten 
derselben  Dimeusion  gfemessen,  also  entweder  alle  in  „er«:',  "iler  alle  in  t'alorien: 
sonst  käme  noch  bei  einer  oder  zwei  dieser  GröUen  das  meL-hauische  Wärmtäiinivalent 
(bzw.  das  calorische  Aequivalent  der  Arbeit)  als  Faktor  hinzu. 
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nicht  vom  Endpunkte  B  allein  abhängig,  sondern  auch  von  sämt- 
lichen Zwischenstadien,  m.  a.  W.  während  U  eine  Funktion  von  fn,  Vß 
allein  ist,  sind  Q  und  W  n  i  c  h  t  als  Funktionen  von  pß,  Vß  aufzufassen. 
Diese  Tatsache  ist  für  die  mathematischen  Ausführungen  in  der 
Thermodynamik  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit. 
\\'ir  haben  früher  bewiesen: 

Vß 

W^    rf(v)dv  ...  (2) 

Va 
wobei  das  Gleichheits-  oder  Ungleichheitszeichen  gilt,  je  nachdem  ob 
bei   der  Ueberführung  des   Gases  längs   der  Kurve  7)  =  y(v)  von  A 
nach  B   die   zweite   Bedingung   der   Eeversibilität   erfüllt   war   oder 
nicht.     Aus  (1)  und  (2)  folgt  nun: 

Vß 

Q  <frpiv)  dv+Uß—ÜA  ...  (3) 

Va 

wobei  wiederum  die  Zeichen  <  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  oben. 
Die  innere  Energie  eines  idealen  Gases  hängt  nur  von  seiner 
Temperatur  T  (nicht  aber  vom  Volumen)  ab  und  zwar  ist 
U  =  cT  -{-  constans.  wo  c  die  spezifische  Wärme  des  Gases  bei  kon- 
stantem Volumen  bedeutet.  Infolgedessen  ist  Uß—UA  =  c{Tß—TA) 
und  es  wird 

Vß 

Q  ^Jcp(v) dv  +  c{Tß-  Ta)  ...  (4) 

Va 

Schreiben  Wq,  T^  anstatt  va,  Ta  und  v,  T  anstatt  Vß,  Tß,  und  be- 
schränken wir  uns  auf  Vorgänge,  bei  denen  die  zweite  Bedingung 
der  Reversibilität  erfüllt  ist,  so  wird 

)• 

Q=Jcp{v)dv  +  ciT-T,}  ...  (5) 

Hierbei  ist  unter  T  stets  diejenige  Temperatur  zu  verstehen,  die  sich 
aus  V  und  fp{v)  vermöge  der  Zustandsgieichung  pv  =  RT  ergibt: 

T=]^-v-cf(v)  .  .  .  (6) 

In  (5)  eingesetzt  liefert  dies: 

V 

Q  =J  (p{v)  dv  +  -^  \vcp{v)  —  v^fp{v,,)]  ...  (7) 

Der  Gleichung  (7)  liest  man  ab:  Ist  die  Kurve  p  =  fp{v)  gegeben,  so 
ist  Q  Funktion  der  einen  Variablen  v.*)  Wir  können  daher  auch 
die  Ableitung  von  Q  nach  v  bilden: 


*)  Es  sei  betont,  daß  zu  einem  und  demselben  Wert  von  v  (bei  festgehaltenem  Vq) 
verschiedene  Werte  von  Q  gehören,  je  nach  der  Wahl  der  Kurve  p  =  cp{v). 
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—  =  rpiv)  +  ^  [v .  (p'{v)  +  fp{v)  I 

=  ]^\{c  +  Ryp{v)^-cvcp'(v)]  ...  (8) 

oder  —  wenn  wir  ,  als  Quotienten  der  Differentiale  dQ,  dv  auf- 
fassen und  Gleich.  (8)  mit  dv  multiplizieren  — 

dQ  =  ^[c+  R)  cp{v)  +  cv(p'{v)\ dv  ...  (9j 

Man  kann  auch  in  Gleichung  (5)  beiderseits  das  Differential  nehmen,  woraus 
mit  Rücksicht  darauf,  daß  qc(i')  =  ;j  ist,  resultiert: 

dq=pdv  +  cdT  .  .  .  (10) 

Gleichung  (10)  erweckt  jedoch  den  Anschein,  als  ob  dQ  das  Differential  einer  Funktion 
Ton  zwei  Variablen,  v,  T  wäre,  was  ja  nicht  der  Fall  ist.  Um  dieser  irrtümlichen 
Auffassung  vorzubeugen,  pflegt  man  hinzuzufügen :  „2^dv  +  cdT  ist  kein  vollständiges 
Differential"  (vgl.  S.  234).     In  der  Tat,  sollte  pdv  +  cdT ein  vollständiges  Differential 

sein,  so  müßte  —  =  —  sein ;    nun   ist   die  spezifische  Wärme   eines  idealen  Gases 

vom  Volumen  unabhängig,  folglich  -^  =  0,  dagegen  ist  JL  im  allgemeinen  von  Null 

verschieden.  —  Die  Aussage:  „dQ  ist  kein  vollständiges  Differential"  ist  äquivalent 
mit  der  Aussage:  „Q  kann  nicht  als  Funktion  von  zwei  Variablen  aufgefaßt  werden." 

Nach  diesen  Vorbereitungen  sind  wir  nun  in  der  Lage,  den  in 
der  Einleitung  dieses  Kapitels  in  Aussicht  gestellten  Kntropiesatz 
für  ideale  Gase  zu  beweisen. 

Es  seien  A,  B  zwei  beliebige  Punkte  der  2?-^'-Ebene,  die  zwei 
Zustände  des  Gases  repräsentieren  und  p  =  (f{v)  die  Gleichung  der 
diese  Punkte  verbindenden  Kurve.  Wir  setzen  voraus,  daß  während 
der  Ueberführung  des  Gases  von  Ä  nach  B  längs  des  Kurvenbogens 

AB  die  zweite  Bedingung  der  Keversibilität  erfüllt  bleibt.  Da  die 
Kurve  j)  =  (p{v)  durch  die  Punkte  A,  B  geht,  so  ist  selbstverständlich 

ffivA)  =  Pa,  (pivs)  =Pb  ...  (11) 

Wir  teilen  nun  den  Kurvenbogen  AB  in  n  Teilbögen,  nennen  JQi  die 
längs  des  *-ten  Teilbogeus  dem  Gase  zugeführte  Wärmemenge,  T,  die 
zum  Anfangspunkte  dieses  Teilbogens  zugehörige  Temperatur,  bilden 
die  Summe 

*^  T,  ~  To  "^   T,   "^   T.,'"^  ■  •  •  "^  "T„_r       •  •  •  ^     ' 
und  lassen  n  über  alle  Grenzen  wachsen.    Offenbar  konvergiert  dann 

"    ^       /D  lirin 

die  Summe  ^^^  -J^  gegen  das  bestimmte  Integral   1   „, .  wobei  unter 

"  '  Va 

dQ  das  Differential  (9)  und  unter  T  der  Ausdruck  (6)  zu  verstehen 
ist.    Dieses  bestimmte  Integral  ist  somit  gleich: 

Vß  Vr. 

VC). 


vji  vi; 

Va  Va 


=  (c+fi)Ii/'"  +  c.ln'^'"";  ...(LS) 


I 
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und  somit  —  mit  Rücksicht  auf  (11)  — 

/f=(^  +  «)>"^  +  »'"^  .,.(14) 

Va 

Das  wichtigste  Resultat  dieser  Integration  ist  folgendes.  Während 
der  Ausdruck  (7)  für  Q  wesentlich  davon  abhängig  ist,  was  für  eine 
Kurve  p  =  (p{v)   man   zugrunde  legt,   ist   der  Ausdruck  (14)  von  der 

Gestalt  des  Verbindungsbogens  AB  völlig  unabhängig;  m.  a.  W.  ver- 
bindet man  die  Punkte  A,  B  mit  einer  beliebigen  Kurve*),  so  hat  das 

Integral    l   ^  längs   dieser  Kurve  stets   denselben  Wert.    Bei  fest- 

Va  I 

gehaltenem  A  ist  die  rechte  Seite  von  (14)  eine  Funktion  von  ps,  Vß 

allein.    Claus  ins   hat  nun   das  unbestimmte  Integral   I  -^- als  die     Jj 

„Entropie"  S  des  Gases  bezeichnet,  also**) 

Ä  =  (c  +  Ä)  In  V  +  c  In  p  +  constans  .  .  .  (15) 

und  nach  (14) 

Ä5_Äi  =  (c  +  Ä)ln  — +  cln^  .  .  .  (16) 

V.-i  fA 

Die  Entropie  S  ist  eine  Funktion  der  Zustandsgrößen 
allein. 

Zu  demselben  Resultate  kann  man  auch  auf  folgendem,  mehr  formalem  Wege 
gelangen.  Das  Differential  (10)  ist  ein  unvollständiges;  es  besitzt  aber  einen  inte- 
grierenden Faktor  (vgl.  S.  236),  nämlich  ,„.     Multipliziert  inan  nämlich  (10)  mit  „,    so 

1  73 

erhält  man  —  mit  Rücksicht  darauf,  daß :  77,  =  —    ist  — 

1       pv 

f  =  B^  +  cf  ...(.7) 

Die  rechte  Seite  von  (17)  ist  nun  in  der  Tat  ein  vollständiges  Differential,  weil  ja 
<™(  —  I  =  s.-(^)  =  0  ist.  Es  gibt  mithin  eine  Funktion  S  von  zwei  Variablen  v.  T, 
deren  Differential  der  rechten  Seite  von  (17)  gleich  ist: 

rfS=f  =  i?^%cf  ...(18) 

Durch  Integration  erhält  man: 

S=R\nv  +  c\n  r+ constans  .  .  .  (19) 

Um    auf   die   Form   (15)   zu   kommen,    setzen   wir  ein:   T  =-^,    also  In  T=\\\p  + 

+  In  ?;  —  In  2?,  woraus  in  der  Tat  resultiert : 

S={c-\-  R)  In  V  +  c  In  p  +  constans 

Es  ist  wichtig  folgendes  hervorzuheben.  Die  Definition  der 
Entropie  liegt  in  erster  Linie  in  der  Gleichung  (15)  oder  (16);   dem 


*)  Man  muß  von  der  Kurve  nur  verlangen,  daC  sie  die  Gleichungen  (11)  erfüllt; 
diese  Gleichungen  erfüllt  aber  jede  Kurve,  die  durch  die  Punkte  A,  B  geht. 

**)  Durch  Gleichung  (15)  ist  die  Entropie  eines  Gases  nur  bis  auf  eine  will- 
kürliche Konstante  definiert;  da  es  aber  bei  Anwendungen  gewöhnlich  auf  Differenzen 
der  Entropie  ankommt,  so  fällt  dann  die  willkürliche  Konstante  (durch  Subtraktion)  weg. 
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Vb 

Integral    /   j,  ist  die  Entropie  nur  dann  gleich,  wenn  das  Gas  von  .1 

Va 
nach  B  reversibel  (im  Sinne  der  2.  Bedingung)  geleitet  wird,  denn 
nur    unter    Voraussetzung     der    Erfüllung     der    2.    Bedingung     der 
Reversibilität   konnten   wir   für  dQ   den  Ausdruck  (9)  einsetzen.     Ist 
nämlich  diese  Bedingung  nicht  erfüllt,  so  ist  —  wenn  wir  der  Kürze 

halber  -^  [(c  +  R)rp{v)  +  cv(f'{v)]  =  ip(v)  setzen  — 


folglich 


^Q.<   lipiv)dv 

Vi 
Vi  +  JVi 

Vi 

Vi  +  JVi 


dv 

0 


-:2^<'2/'?^' 


Vi 

und  nach  Grenzübergang 

Vß  Vß 

Va  Va 


Va 


also  wegen  (16) 


Vb 


Sß  —  Sa> 


/f  ...  (20) 


Va 
Mit  anderen  Worten,  die  Aenderung  der  Entropie  Sb  —  S^  kann  nur 

Vß 

dann  durch  das  Integral   T-^  gemessen  werden,  wenn  der  Vorgang 

Va 
der  Ueberführung   des  Gases   von  A   nach  B  die   zweite   Bedingiuisr 
der  Reversibilität  erfüllt,  sonst  aber  ist  die  Ditferenz-S/,— *S.<  großer  als 

Vb 

J    T' 

Va 
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Wir  haben  bis  jetzt  stillschweigend  vorausgesetzt,  daß  die  Menge 
des  betrachteten  Gases  gleich  1  g  sei.  Ist  die  Menge  gleich  M  g,  so 
wird  die  Entropie  des  Gases  proportional  der  Menge  angenommen: 

S  =  M[{c-{-  R)\nv  +  c\np  -{■  const]  .  .  .  (21) 

Sind  mehrere  Gase  nebeneinander  vorhanden,  und  sind  die  Kntropieen 
der  einzelnen  Gase  gleich  ä,,  S^,  Sg,  .  .  .  .  S,,,  so  wird  die  Entropie 
des  ganzen  Systems  S  definiert  als  die  Summe  der  Entropieen  der 
einzelnen  Gase: 

5  =  Äi+Ä2+Ä,+...  +  'S„  .  .  .  (■22) 

Wir  wollen  nun  nachweisen,  daß  die  Entropie  eines  nach  außen 
hin  abgeschlossenen  Sj^stems,  das  aus  lauter  idealen  Gasen  besteht, 
nur  zunehmen,  höchstens  aber  konstant  bleiben  kann. 

Der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  an,  das  System  bestehe  aus 
zwei  Gasen,  aus  dem  Gase  „1"  und  dem  Gase  „2".  Der  Beweis  für 
ein  aus  n  Gasen  bestehendes  System  wird  nämlich  ganz  analog  durch- 
geführt. —  Wir  bezeichnen  die  Zustandsgrößen  des  einen  Gases  mit 
Vii  ^"n  ^1?  di^  ^ßs  anderen  mit  p^,  v.^,  T^:  die  Entropie  des  einen 
sei  /S|,  die  des  anderen  S.,.  Wir  denken  uns  zwei  p-?;-Ebenen  (eine 
/jj-üi -Ebene  und  eine  p2'^'2"Ebene),  und  in  jeder  derselben  je  zwei 
Punkte  Ä,  B  und  je  eine  Verbindungskurve  f^=cp{v)  gezeichnet  (in 
der  einen  Ebene  die  Kurve  p,  ='/^i(Vi),  in  der  zweiten:  ?'2  = '/'2K))- 
Die  den  Gasen  zugeführten  Wärmemengen  bezeichnen  wir  mit^,(w,), 
^2(^2)-    Nach  dem  ersten  Hauptsatze  muß 

(?i+öo  =  0  ...(23) 

sein.  Da  ja  das  System  nach  außen  hin  abgeschlossen  ist,  so  findet 
zwischen  dem  System  und  der  Außenwelt  kein  Wärmeaustausch  statt; 
wird  also  dem  Gase  1  eine  Wärmemenge  ^,  zugeführt,  so  kann  sie 
nur  vom  Gase  2  herrühren,  es  muß  daher  Q^^  —  Qi  sein,*)  woraus 
eben  Gleichung  (23)  folgt.     Aus  (23)  folgt  weiter 

^^1+^^2  =  0  ...(24) 

Nun  nehmen  wir  an,  daß  bei  der  innerhalb  des  Systems  vorgenommenen 
Aenderung  die  zweite  Bedingung  der  Reversibilität  erfüllt  bleibt, 
dann  ist: 

Siß  —  SxA  =  j '-  jT-  •  •  •  (25) 

A 

n 
S,n-S,A  =f^  ■  '  •  (2ö) 

A 

Durch  Addition  von  (25)  und  (26)  folgt  mit  Rücksicht  auf  (22) 


/! 


S.S.   ^/(-1-+^)  .  .  .  (27) 

A 

wo  S  die  Entropie  des  ganzen  Systems  bedeutet. 


*)  Ist  dem  Gase  2  die  Wärmemenge  {—Qi)  zugeführt  worden,  so  heißt  es  ja 
so  viel,  als:  dem  Gase  2  ist  die  Wärmemenge  +  Qi  entzogen  worden. 
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Ist  bei  der  vorgenommenen  Aenderung  auch  die  erste  Bedinguni? 
der  Reversibilität  erfüllt:  7\  =  Tj?  so  erhalten  wir 

o        o     _  fdQ.-l-dQ, 

O/i—ÜA    =  I j, ...  (20 

und  wegen  (24) 

Sß  —  SA   =0,  ...  (28) 

in  Worten:  bleiben  bei  einer  innerhalb  des  Systems  vorgenommenen 
Aenderung  beide  Bedingungen  der  Reversibilität  erfüllt,  so  ändert 
sich  die  Entropie  des  Systems  nicht:  Sß  =  SA. 

Ist  nun  bei  einer  Aenderung  die  erste  Bedingung  nicht  erfüllt, 
also  Ti  4=  ^2,  wohl  aber  die  zweite,  so  bleiben  die  Gleichungen  (25). 
(26)  und  (27)  bestehen,  und  es  ist  mit  Rücksicht  darauf,  daß  dQ^  = 
=  —  dQi  ist. 

S,-S.   ^/'^^  .  .  .  (29) 

A 

Ist  nun  dQi  positiv,  d.  h.  nimmt  das  Gas  1  vom  Gase  2  Wärme  auf, 
so  muß  T^^T^  sein;  ist  dQ^  negativ,  so  muß  umgekehrt  T^^T»  sein, 
in  beiden  Fällen  ist  aber  das  Produkt  c?^,  (Tg  —  Tj)>  0.  Die  rechte 
Seite  von  (29)  ist  daher  positiv,*)  folglich  auch  die  linke: 

Sb-Sa>^  .  .  .  (30) 

in  Worten:  bleibt  bei  einer  Veränderung  innerhalb  des  Systems  die 
erste  Bedingung  der  Reversibilität  nicht  erfüllt  (wohl  aber  die  zweite), 
so  wächst  die  Entropie:  Sb>8a. 

Es  sei  nun  während  eines  sich  im  System  abspielenden  Vor- 
ganges die  zweite  Bedingung  der  Reversibilität  nicht  erfüllt,  wohl 
aber  die  erste.  Dann  treten  an  Stelle  der  Gleichungen  (25),  (26),  (27) 
die  Ungleichungen: 

B 

S,B-'S,A>f^  ...(31) 

A 
B 

S.B-S,A>J^  .  .  .(32) 


und  durch  Addition 


Sir 


"  dQ,    ,    dQ. 


'■^>j\^-^   t!)  ''^'''' 


Da  die  erste  Bedingung  als   erfüllt  vorausgesetzt  wurde,  so  folgt 
aus  (33) 


B 


S„  _.s..,  >f^9.+J9^  .  .  .  (34) 


*)  Daß  der  Neniier  7',  T^  positiv  ist,  folgt  ja  duraus,  dal»  die  Temperatur  T  eine 
wesentlich  positive  Größe  ist.     Die  Temperatur  eines  idealen  (Jases  ist  ja  durch  die 

Zustandsgieichung    ^'  =  T  definiert ;  nun  sind  aber  p  und  v  wesentlifh  positive  (irößen. 
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und  mit  Eücksicht  auf  (24) 

S,  —  Sa>0,  ...(35) 

in  Worten:  bleibt  bei  einer  innerhalb  des  Systems  vor  sich  gehenden 
Veränderuno-  die  zweite  Bedingung  der  Reversibilität  nicht  erfüllt 
(wohl  aber  die  erste),  so  wächst  die  Entropie  des  Systems:  Sb^Sa- 

Es  ist  ohne  weiteres  klar,  daß  sobald  bei  einem  Vorgang  weder 
die  erste,  noch  die  zweite  Bedingung  der  Reversibilität  erfüllt  bleibt, 
die  Entropie  des  Systems  a  fortiori  wachsen  muß.  Somit  haben  wir 
bewiesen : 

Die  Entropie  eines  aus  idealen  Gasen  bestehenden, 
nach  außen  hin  abgeschlossenen  Systems  bleibt  bei 
reversiblen  Veränderungen  innerhalb  desselben  kon- 
stant, nimmt  bei  irreversiblen  Veränderungen  zu. 

Dieser  Satz  kann  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Es  ist  auf  keinerlei  Weise  möglich,  die  Entropie 
eines  Systems  von  Gasen  zu  verkleinern,  ohne  daß  in 
anderen  Körpern  Aenderungen  zurückbleiben. 

Der  Entropiesatz  liefert  uns  ein  Kriterium  dafür,  ob  die  Ueber- 
führung  eines  Systems  von  einem  Zustande  A  in  einen  Zustand  B 
vollständig  rückgängig  gemacht  werden  kann  oder  nicht.  Man  be- 
rechnet nämlich  die  Entropie  des  Systems  im  Zustande  Ä,  die 
Entropie  im  Zustande  B  und  vergleicht /S^  mit^^;*}  der  Vorgang  ist 

reversibel,  wenn  S^  =Sa 
irreversibel,  wenn  Sß  >  Sa 
unmöglich,    wenn  Sß  >  Sa. 

Es  dehnte  sich  beispielsweise  ein  ideales  Gas  aus,  ohne  äußere 
Arbeit  zu  leisten  (indem  wir  es  etwa  in  einen  evakuierten  Raum 
ausströmen  lassen).     Wir  fragen:  ist  dieser  Vorgang  reversibel? 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  bemerken  wir  zunächst,  daß 
die  Temperatur  eines  idealen  Gases  bei  einer  arbeitslosen  Aus- 
dehnung konstant  bleibt.'*)  Bezeichnet  man  mit  7^,1,  va,  Ta  die  Zu- 
standsgrößen  des  Gases  vor,  mit  p^,  Vß,  Tß  —  nach  der  Ausdehnung, 
so  ist  daher  infolge  ^aVa^^I^Ta,  pßVß  =  RTß 


oder 


Nach  (16)  ist 


J>AVA  =  'PßVß 

^  =  ^  .  .  .  (36) 

Ta         Vß  ^     ' 


Sß-SA  =  (c  +  Ä)  In  -^  -f  c  In  ^A 

'        Va  Va 


*)  Zum  „System"  müssen  natürlich  alle  diejenigen  Körper  gezählt  werden,  die 
beim  untersuchten  Vorgang  irgendeine  Aenderung  erleiden;  sonst  wäre  der  Satz 
nicht  anwendbar. 

**)  Dies  folgt  mit  Zuhilfenahme  des  ersten  Hauptsatzes  aus  der  Eigenschaft  der 
idealen  Gase,  daß  ihre  innere  PJnergie  nur  von  der  Temperatur,  nicht  aber  vom 
Volumen  abhängt.  Nach  dem  ersten  Hauptsatze  ist  ja  (^  =  Ub—Ua+  W;  nun  ist 
der  Voraussetzung  nach  Q  =  0  und  W  =  0,  daher  muß  lJß=  Ua  sein;  da  aber  U 
nur  von  T  abhängt,  so  ist  dies  nur  so  möglich,  daß  Tu  =  Ta   ist. 
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wegen  (36)  ist  aber  In  ^''  =_  in^,  folglich 

Sä-SA=R\n^  .  .  .  (37) 

Va 

Da  vb^va  vorausgesetzt  wurde,  so  ist  — >1,   In    "  >0  und  somit 

Va  l'.i 

Sb  —  Sa>0  .  .  .  (38) 

Der  untersuchte  Vorgang  ist  irreversibel. 


Den  Grundstein  zum  zweiten  Hauptsatze  der  Thermodynamik 
hat  S.  Carnot  in  einer  1824  erschienenen  Abhandlung  ».Rt-tlexions 
sur  la  puissauce  motrice  du  feu''  gelegt.  Es  war  damals  noch  nicht 
lange  her  seit  der  Erfindung  der  Dampfmaschine  und  Carnot  ver- 
sucht in  seiner  Schrifc  eine  Theorie  der  Erzeugung  von  Bewegungs- 
energie durch  Wärme  zu  geben.  Das  Wesen  der  Vorgänge  in  einer 
Dampfmaschine  erblickt  Carnot  im  Uebergange  der  Wärme  von  einem 
heißen  Körper  auf  einen  kalten.  Zur  Gewinnung  von  Bewegungs- 
energie ,.genttgt  es  demnach  nicht  Wärme  hervorzubringen;  man  muß 
sich  auch  Kälte  verschaffen;  ohne  sie  wäre  die  Wärme  nutzlos".*) 
Nur  dort,  wo  ein  Temperaturunterschied  besteht,  kann  auch  die  Er- 
zeugung von  Bewegungsenergie  stattfinden.  Bei  einer  Dampfmaschine 
repräsentiert  der  Kessel  den  heißen,  der  Kondensator  den  kalten 
Körper.  Zur  Erzeugung  des  AVasserdampfes  wird  dem  heißen  Körper 
eine  gewisse  Wärmemenge  Q.^  entzogen;  die  Spannkraft  des  Wasser- 
dampfes wird  zur  Leistung  einer  äußeren  Arbeit  TT'  benutzt:^  nach- 
dem der  Wasserdampf  seine  Arbeit  getan  hat,  wird  er  im  Konden- 
sator zurück  zu  Wasser  kondensiert,  wobei  eine  gewisse  Wärmemenge 
^1  frei  wird.    Nach  dem  ersten  Hauptsatze  ist 

Q,  =  W  +  Q, 

die  Wärmemenge  Q.,  (von  der  höheren  Temperatur  T.,)  hat  sich  in 
die  Arbeit  W  und  die'Wärmemenge ^i  (von  der  tieferen  Temperatur  T^) 
umgewandelt.  Die  Maschine  arbeitet  um  so  ökonomischer,  je  größer 
bei  gegebenem  Q.j  das  TT'  ist;  denn  die  an  den  Kondensator  abge- 
gebene Wärmemenge  Q.2   geht  ja  für  uns  verloren.    Den  Quotienten 

3]  =  „     d.  i.  das  Verhältnis  der  geleisteten  Arbeit  zu  der  durch  den 

heißen  Körper  gelieferten  Wärmemenge  (die  ja  der  verbrannten  Kohle 
direkt  proportional  ist)  —  nennt  man  den  „Wirkungsgrad"  oder 
den  „ökonomischen  Koeffizienten-'  der  Maschine.  Unser  Be- 
streben wird  natürlich  dahin  gehen,  diesen  Koeffizienten  möglichst 
groß  zu  machen.  Nun  wiift  Carnot  die  Frage  auf:  ist  der  Wirkungs- 
grad einer  Maschine  von  der  Walil  der  arbeitenden  Substanz  ab- 
hängig? Ofienbar  spielt  ja  der  Wasserdampf  in  einer  Damidmaschine 
nur    die    Rolle    eines    Zwischenträgers    der    Wärme    zwischen    dem 


*)  S.  Carnot,  Betrachtun^jon  über  die  bewesfude  Kraft  des  Feuers,  übersetzt 
von  Ostwald,  Ostwahl's  Klassiker  der  exakten  Wissenschaften,  Band  H<  b.  8. 

Salpeter,  Matlieniaiili.    2.  Auil.  ^^ 
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heißen  und  dem  kalten  Körper.  Wird  nun  der  Wirkungsgrad  der 
Maschine  größer  oder  kleiner,  wenn  man  anstatt  Wasserdampf  als 
Zwischenträger  Alkohol-,  Quecksilberdampf,  ein  permanentes  Gas,  usw. 
wählt?  Das  wichtigste  Ergebnis  der  Carnot'schen  Untersuchung  ist 
nun  der  Satz,  daß  der  (besterreichbare)  Wirkungsgrad  >;  einer 
Maschine  nur  von  den  Temperaturen  T^,  T^  der  beiden 
Quellen,  nicht  aber  von  der  arbeitenden  Substanz  ab- 
hängig ist. 

Um  also  den  Wirkungsgrad  einer  zwischen  zwei  gegebenen 
Wärmequellen  T«  ^"^^^  ^i  arbeitenden  Maschine  zu  berechnen,  darf 
man  eine  beliebige  Substanz  als  Zwischenträger  wählen.  Da  von 
allen  Körpern  das  ideale  Gas  die  einfachste  Zustandsgieichung  be- 
sitzt, wollen  wir  unserer  Berechnung  ein  ideales  Gas  zugrunde  legen. 
Wir  lassen  dasselbe  folgenden  Kreisprozeß  durchlaufen.  Von  einem 
Anfangszustande  Ä  (Fig.  132)  führen  wir  das  Gas  längs  der  Isotherme 
pv  =  RT^  in  den  Zustand  B  über,  wobei  also : 


VaVa^VbVb 


RT. 


zweitens  von  B  längs  einer  Adiabate  (vgl.  S.  230)  nach  C\ 

drittens  von  C  längs  der  Isotherme  fv^RT^  nach  D: 

PcVv^'PdVd=  RT^ 

schließlich  viertens  von  D  längs  einer  Adiabate  nach  A 


A— 1 


(i) 


(2) 
f.3) 


('4) 


T, 


Fiff.  133. 


Fig.  132. 

Dabei  sollen  sämtliche  Ueberführungen  reversibel  vollzogen  werden. 
Man  nennt  einen  derartigen  Kreisproz^,  clessen  Bildkurve  m  der 
7)-u-Ebene  aus  zwei  Isothermenbögen  AB,  CD  und  zwei  Adiabaten- 
bögen  BC,  DA  besteht,  einen  Carnot'schen;  stellt  man  den  Zu- 
stand durch  T,  v  anstatt  durch  p,  v  dar,  so  resultiert  als  Bildkurve 
des  Carnot'schen  Kreisprozesses  die  geschlossene  Kurve  ABCDA  der 
Fig.  133.  —  Aus  (2)  und  (4)  folgt  durch  Division 

-^^-  =  -''^:  ...(5) 

Va  Vß' 

eine  Beziehung,  die  wir  später  brauchen  werden. 
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Län^s  der  Isotherme  AB  delint   sich   das  Gas   vom    Volumen  va 
auf  das  Volumen  Vß  aus  und  leistet  dabei  die  Arbeit  (vgl.  Ueb.  4  .S.  2%j 


Wab  =  RT,  In 


«5 

Va 


(6) 


Da  die  innere  Energie  eines  idealen  Gases  nur  von  der  Temperatur, 
nicht  aber  vom  Volumen  abhängt,  so  bleibt  sie  längs  der  Isotherme 
pv  =  RT^  konstant  und  es  ist  daher  die  dem  Gase  von  der  (oberen) 
Wärmequelle  To  zugeführte  Wärmemenge  Q,  gleich  W ah,  also: 


Q^  =  RT,  In 


Vb_ 

Va 


(7) 


Längs   der  Isotherme  CD  wird    das  Gas   vom   Volumen   Vr  auf  das 
Volumen  vz,  komprimiert,  wobei  das  Gas  die  negative  Arbeit 

WcD=RT,lu'^''~  ...(8) 

Vc 

leistet.    Die  der  unteren  Wärmequelle   T^   zugefiihrte  Wärmemenge 
Qi  ist  daher  gleich  (—  Wcd),  also  Qi=  —  RT^  In  — ,  oder  —  da  ja 


Vc 


wegen  (5)  ln--  =  — In—  ist  — 

Va  Vc 


Q,  =  RT,\n 


Vb_ 

Va 


(9) 


Aus  (7)  und  (9)  folgt  nun  die  sehr  wichtige  Beziehung: 

Q,:Q,  =  T,:T,  ...(10) 

Die  der  oberen  Wärmequelle  entzogene  Wärmemenge 
Qc,  verhält  sich  zu  der  an  die  untere  abgegebenen,  wie 
die  Temperatur  T^  der  oberen  Wärmequelle  zu  der 
Temperatur  Ti  der  unteren. 

Längs  der  Adiabaten  BC  nnd  DA   findet  kein  Wärmeaustausch 

statt;  die  dort  geleistete  Arbeit  geschieht  daher  auf  Kosten  der 
inneren  Energie  TJ  des  Gases;  es  ist  demnach 

Wbc=Vc-Ub  ...(11) 

W^^=Ua-Uo  .  .  .  (12) 

und  durch  Addition 

Wnc  +  Wi,A  =  Vc  —TJb+  Ua -Ud  ...  (13) 

Nun  ist  aber 

VA='Un,  Uc=üo  .  .  .  (14) 

und  daher 

Wnc  +  WnA  =  0  .  .  .  (lö) 

Dies  kann  auch  durch  direkte  Rechnung  bestätigt  werden,  wenn  man 
das  Resultat  der  Ueb.  5  S.  296  heranzieht.    Es  ist  dann 


W 


R 


BC- 


i-i(^.-^'' 


R 


WDA  =  fJ_j,{T,-2,) 


(16) 
(17) 


20* 
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demnach  in  der  Tat  W/ic  +  Wda  =  0.  Die  gesamte  während  des  Kreis- 
prozesses durch  das  Gas  geleistete  Arbeit  W  ist  demnach  gleich 
Wab+  Wcd,  oder  —  da  Wab  =  Q2,  Wcd  =  -Q,  — 

^y=Q2-Qi  . . .  (18) 

w  . 
Der  ökonomische  Koelfizient  *?  =  >)-  ist  also  gleich 

und  wegen  (10) 

V  =  ^^  .  .  .  (20) 

Da  alle  Zwischenstadien  des  Kreisprozesses  als  reversibel  voraus- 
gesetzt wurden,  so  kann  derselbe  durch  das  Gas  auch  im  umgekehrten 
Sinne  ADCBÄ  durchlaufen  werden.  Man  nennt  dann  den  Prozeß 
ADCBÄ  den  inverseu  Carnot'schen  Kreisprozeß  (im  Gegensatz  zu 
dem  direkten  ABCDA).  Bei  dem  inversen  Prozeß  kehren  die 
Größen  ^2?  Q11  ^^^  i^^^'  Vorzeichen  um.  Während  der  direkte  Carnot'sclie 
Kreisprozeß  das  Schema  einer  Wärmekraftmaschine  liefert, 
repräsentiert  der  inverse  Prozeß  eine  Kältemaschine,  Es  wird 
nämlich  durch  ihn  bewirkt,  daß  dem  kälteren  Körper  T^  die  Wärme- 
menge ^1  entzogen  und  dem  heißeren  Tg  zugeführt  wird;  gleichzeitig 
aber  wandelt  sich  ein  gewisses  Arbeitsquantum  W  in  Wärme  um. 

Wir  gehen  daran,  den  oben  bereits  formulierten  Carnot'schen  Satz 
über  die  Unabhängigkeit  des  Wirkungsgrades  i]  von  der  Natur  der 
arbeitenden  Substanz  zu  beweisen.  Den  Beweis  werden  wir  indirekt 
führen ;  wir  werden  nämlich  zeigen,  daß  die  Annahme,  der  Wirkungs- 
grad eines  Carnot'schen  Kreisprozesses  wäre  nicht  allein  von  den 
Temperaturen  der  Wärmequellen,  sondern  auch  von  der  Natur  des 
Zwischenträgers  abhängig,  zu  einem  Widerspruch  mit  der  Erfahrung 
führt. 

Gesetzt,  es  gebe  eine  Substanz,  die  als  Zwischenträger  in  einem 
reversiblen  Carnot'schen  Kreisprozeß  einen  Wirkungsgrad  »/  ergeben 
würde,  der  größer  wäre  als  derjenige,  den  man  mit  einem  idealen 
Gas  erzielt;  dann  ist  W'^^'Q^',  wenn  unter  W  die  durch  die  be- 
treffende Substanz  geleistete  Arbeit  und  unter  Q^'  die  durch  sie  von 
der  oberen  Wärmequelle  entnommene  Wärmemenge  bedeutet.  Wir 
kombinieren  nun  eine  Wärmemaschine  folgendermaßen.  Zwischen  den 
zwei  gegebenen  Wärmequellen  T^,  T^  lassen  wir  zunächst  ein  ideales 
Gas  einen  inversen  Carnot'schen  Kreisprozeß,  und  dann  die  Sub- 
stanz für  die  »;'>r;  ist,  einen  direkten  Kreisprozeß  reversibel 
durchlaufen;  überdies  richten  wir  es  so  ein,  daß  ^2' =  ^2  d.  h. 
daß  die  durch  die  zweite  Substanz  von  der  oberen  Wärmequelle  ent- 
nommene Wärmemenge  genau  gleich  sei  der  durch  das  Gas  an  diese 
Wärmequelle  (während  des  inversen  Prozesses)  abgegebenen  Menge. 
Die  gesamte  geleistete  Arbeit  ist  gleich  W'—W=ri'Q^'  —  ii]Q.,,  also 
wegen  Q^'-^Q^ 

Da  ')]'>ri  angenommen  worden  ist,  so  ist  die  geleistete  Arbeit  positiv; 
da  ferner  der  Wärmeinhalt  der  oberen  Wärmequelle  unverändert 
geblieben  ist,  so  ist  die  Arbeit  W' — W  auf  Kosten   der  Wärme  der 
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unteren  Wärmequelle  geleistet  worden.  Wir  iiätten  so  in  unserer 
kombinierten  Wärmemascliine  eine  periodiscii  fnnktionierende  Vor- 
richtung, die  nichts  anderes  bewirken  würde,  als  „Leistung  einer 
Arbeit  (z.  B.  Hebung  einer  Last)  und  Abkühlung  eines  Wärme- 
reservoirs", mit  anderen  Worten  ein  perpetuum  mobile  ziveiter  Art.  Die 
Annahme  rf  >  ^i  kann  daher  nicht  richtig  sein;  ganz  analog  zeigt 
man  —  indem  man  das  Gas  einen  direkten  und  die  Substanz  einen 
inversen  Kreisprozeß  durchlaufen  läßt  —  daß  auch  die  Annahme 
T]'  <  ri  auf  ein  perpetuum  mobile  zweiter  Art  führt.  Da  nun  r/  weder 
größer  noch  kleiner  sein  kann  als  r;,  so  muß  >?'=/;  sein.  Somit  haben 
wir  folgenden  Satz  bewiesen: 

Der  Wirkungsgrad  iq  eines  zwischen  zwei  Wärme- 
quellen von  den  Temperaturen  T^,  T^  reversibel  durch- 
laufenen Carnot'schen  Kreisprozesses  ist  —  unab- 
hängig   von    der    Natur    der    arbeitenden    Substanz    — 

gleich      '~     '• 

Wird   der  Kreisprozeß  irreversibel  durchlaufen,  so  kann  leicht 

T  —T 

gezeigt  werden,  daß  >j  <  — ^-™ — -  • 

-L  o 


7.  Uebung.  Der  menschliche  (oder  tierische)  Organismus  stellt 
während  der  Verrichtung  einer  mechanischen  Arbeit  eine  Maschine 
dar,  welche  die  ihm  in  Gestalt  von  Nahrungsmitteln  zugeführte 
chemische  Energie  in  mechanische  (Bewegungsenergie)  umsetzt.  P^r- 
fahrungsgemäß  tritt  im  Organismus  während  der  Verrichtung  einer 
mechanischen  Arbeit  ^^■ärme  auf.  deren  Menge  (pro  Zeiteinheit)  kalori- 
metrisch bestimmt  werden  kann.  Worin  auch  immer  der  Vorgang 
der  Umwandlung  von  chemischer  Energie  in  Bewegungsenergie  im 
menschlichen  Körper  bestehen  mag,  die  während  der  Arbeit  entwickelte 
Wärme  ist  als  ein  Verlust  an  Energie  anzusehen,  ganz  analog,  wie 
bei  einer  Dampfmaschine  die  an  den  Kondensator  abgegebene  Wärme. 
Nennen  wir  diese  Wärmemenge  Q.^  und  die  durch  den  Organismus 
(in  derselben  Zeit)  geleistete  Arbeit  W,  so  ist  die  während  dieser 
Arbeitsleistung  verbrauchte  chemische  Energie  nach  dem  Prinzip  der 

W 
Erhaltung  der  Energie  gleich  W  +  Q^ ;  den  Quotienten  ^y      g    nennt 

man  auch  hier  den  ökonomischen  Koeffizienten  des  Orga- 
nismus. Nach  Messungen  von  Marcet  und  Floris*)  schwankt 
derselbe  für  den  Menschen  zwischen  017  und  0-19. 

Auf  welche  Weise  geschieht  nun  im  menschlichen  Körper  die 
Umwandlung  chemischer  p]nergie  in  mechanische?  Am  naheliegendsten 
wäre  es  anzunehmen,  daß  der  in  den  Nahrungsmitteln  enthaltene 
Kohlenstoft"  im  menschlichen  Körper  verbrannt  wird  und  daß  sich 
diese  Verbrennungswärme  (zum  Teil)  in  Arbeit  umwandelt.  Der 
menschliche  Körper  wäre  demnach  in  dieser  Hinsicht  als  eine 
Wärmekraftmaschine  aufzufassen,  ähnlich  wie  die  Dampf- 
maschine,  mit    dem    Unterschied,    daß    bei    der   Dampfmaschine    der 


*)  L.  Hermann,  Physiologie,  S.  675. 
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Wasserdampf  als  Zwischenträger  fungiert,  während  im  menschlichen 
Körper  eventuell  die  Muskelfasei'n  als  arbeitende  Substanz  anzusehen 
wären.  Nach  dem  Carnot'schen  Satze  ist  aber  der  ökonomische  Koeffi- 
zient einer  Wärmemaschine  von  der  Natur  der  arbeitenden  Substanz 
unabhängig,   er  müßte   also   für   den   menschlichen  Körper  ebenfalls 

T  T 

gleich      '^  „ — ^    sein,   wenn    Tg?    ^i    ^^^   Temperaturen   der   beiden 

^^'ärmequellen  bedeuten.  Es  fragt  sich  nun,  was  für  Werte  wären 
in  unserem  Falle  den  Temperaturen  T^,  T^  beizulegen.  Der  eine 
derselben  wird  gewiß  die  Normaltemperatur  des  menschlichen  Körpers 
sein,  also  '6Tb^  C  oder  nach  der  absoluten  Temperaturskala  273"  + 
-j- 37-5"  ^=  310"5";  wie  hoch  ist  die  andere  Temperatur,  wenn  für  »; 
der  Wert  0"18  angenommen  wird? 

Lösung.  Nehmen  wir  zunächst  an,  die  Normaltemperatur  37-5** 
wäre  die  Temperatur  der  unteren  Wärmequelle,  dann  ist 
T,  =  273  +  37-5  =  310-5  zu  setzen.    Aus 

T  — T 


ergibt  sich 


...  (1) 

T,  =  ^  =  -j^g-  =  378-7  =  273  +  105-7      ...  (2) 

Nimmt  man  dagegen  an,  die  Normaltemperatur  wäre  die  Temperatur 
der  oberen  Wärmequelle,  also  T„  =^  310-5,  so  ergibt  sich  aus  (1) 
für  die  Temperatur  der  zweiten  Wärmequelle 

Ti^T^Cl  —  ^;)  =  310-5- (1  —  0-18)  =  254-6  =  273  — 18-4    ...  (3) 

Im  ersten  Falle  müßte  also  die  zweite  Tem])eratur  gleich  + 105-7°  C, 
im  zweiten  — 18-4  C  sein.*)  Das  Auftreten  einer  so  hohen  oder 
einer  so  tiefen  Temperatur  im  menschlichen  Körper  erscheint  aber 
von  vornherein  .sehr  unwahrscheinlich.  Man  kann  daher  den  mensch- 
lichen (oder  tierischen)  Körper  nicht  als  eine  Wärmekraftmaschine 
auffassen ;  die  Umwandlung  chemischer  Energie  in  Bewegungsenergie 
geschieht  im  menschlichen  Körper  vielleicht  direkt,  vielleicht  auf 
elektrodynamischen  Wege,  jedenfalls  aber  nicht  thermo- 
d  3'  n  a  m  i  s  c  h. '*) 


Die  Carnot'schen  „Betrachtungen  über  die  bewegende  Kraft  des 
Feuers"  sind  lange  unbeachtet  geblieben.  Sie  beruhten  auf  der  An- 
nahme eines  besonderen  „Wärmestottes"  und  verloren  ihre  Beweis- 
kraft mit  dem  Siege  der  mechanischen  Wärmetheorie,  die  die  Wärme 
als  Energie,  nicht   als  Materie   auffaßt.     Es  ist  nun  das  Verdienst 


*)  In   dieser  Rechnun«?  ist  stillschweigend   die   Eeversibilität   der  in  Betracht 
kommenden  \'orgänge  vorausgesetzt  worden,    in  Wirklichkeit  sind  aber  diese  Vor- 

gänge  gewiß  irreversibel,  daher  ??<— ^ — ^  und  im  ersten  Falle  Tj  >105-07'' C,  im 

zweiten  r,<  — 18-40C. 

**)  Gariel,  Travail  fourni  par  les  animaux,  Rendement  des  moteurs  animes,  in 
Weiss',  Traite  de  Phj'sique  biologique,  Paris,  p.  1010—1011. 
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von  Clausius,  die  bleibende  Bedeutung  de.s  Carnot'schen  Satzes  im 
Eahmen  der  neuen  Anschauungen  erkannt  und  ilni  zu  einem  Piiiizip 
von  der  grüßten  Tragweite  für  die  gesamten  XaturwissenscLaften 
entwickelt  zu  haben. 

Clausius  unterscheidet  zwei  Arten  von  Energieumwandlungeii, 
erstens  solche,  die  in  der  Natur  überall  unbeschränkt  ..von  selbst" 
vor  sich  gehen,  zweitens  solche,  die  erst  mittels  eigener  Vorrichtungen 
und  Maschinen  in  Gang  gesetzt  werden  können.*)  Zu  den  ersten 
gehören:  Umwandlung  von  Arbeit  in  Wärme  (z.  B.  infolge  von  Reibung) 
und  Umwandlung  von  Wärme  höherer  Temperatur  in  Wärme  tieferer 
Temperatur  (z.  B.  durch  Wärmeleitung.  Wärmestrahlung  i,  zu  den 
zweiten  gehören  die  umgekehrten  Umwandlungen:  Umwandlung  von 
A^'ärme  in  Arbeit,  Umwandlung  von  Wärme  tieferer  Temperatur  in 
Wärme  höherer  Temperatur;  die  ersten  nennt  er  „positive",  die 
zweiten  „negative  Umwandlungen",  was  durch  folgendes  Schema  ver- 
anschaulicht wird: 

„Positive'''  TJmimndlungen : 

Arbeit  >    M^ärme 

Wärme  höherer  Temp.    — >■    Wärme  tieferer  Temp. 

jjNegative''  Umwandlungen : 

Wärme    >-    Arbeit 

Wärme  tieferer  Temp.    — >■    Wär)ne  höherer  Temp. 

Während  die  „positiven"  Umwandlungen  in  der  Natur  unauflialtsam, 
beständig  vor  sich  gehen,  muß  man  zur  Hervorbringung  von  „nega- 
tiven" Umw^andlungen  besondere  Wärmekraftmaschinen  bzw.  Kälte- 
maschinen konstruieren.  Der  direkte  Carnot"sche  Kreisprozeß  liefert 
das  Schema  einer  Wärmekraftmaschine,  der  inverse  einer  Kälte- 
maschine. Nun  haben  wir  gesehen,  daß  im  direkten  Carnofschen 
Kreisprozeß  neben  der  Umwandlung  von  Wärme  in  Arbeit  auch  eine 
Umwandlung  von  Wärme  höherer  Temperatur  in  Wärme  tieferer 
Temperatur  vor  sich  geht ;  und  ebenso  findet  im  inversen  Carnot'schen 
Kreisprozeß  neben  einer  Umwandlung  von  Wärme  tieferer  Temperatur 
in  Wärme  höherer  Temperatur  auch  eine  Umwandlung  von  Arbeit  in 
Wärme  statt.  Es  müssen  also  „negative"  Energie  um  Wand- 
lungen —  sofern  sie  periodisch  vor  sich  gehen  sollen  —  durch 
gleichzeitige  „positive-'  Umwandlungen  „kompensiert''  werden, 
während  die  ,.positiven"  ohne  jede  „Kompensation"  stattfinden  können. 
Dies  ist  —  in  qualitativer  Hinsicht  —  der  physikalische  Inhalt  des 
zweiten  Hauptsatzes. 

Von  Clausius  rührt  auch  der  Begrifl:  der  Entropie  her 
(»' T()o>T/;  ^  Verwandlungl  Wir  haben  bereits  früher  die  Definition 
der  Entropie  eines  aus  idealen  Gasen  bestehenden  Systems  gegeben. 
Die  Entropie  eines  aus  beliebigen  Körpern  bestehendon  Systems 
wird  folgendermaßen  definiert.  Man  wählt  ^willkürlich)  irgend- 
einen Zustand  A   des  Systems   als   Ausgangspunkt  („Nullzustand"); 


*)  R.  Clausius,  Ueber  den  zweiten  Hauptsatz  der  nieohanischeu  Wiimetheorie. 
Vortrao-  auf  der  41.  Versammlung  der  deutschen  Naturforscher  und  Aorzte.  186  <. 
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ist  dann  B  irgendein  anderer  Zustand  des  Systems,  so  wird  die 
Entropiedifferenz  Sß  —  Sa  durch  das  bestimmte  Integral  l  j,  definiert: 

A 

Sj3 aSj  =    I  -jT 

A 

wobei  unter  dQ  das  Differential  der  dem  System  während  einer 
reversiblen  Ueberfiihrung-  von  A  nach  B  bei  der  Temperatur  T 
zugeführten  Wärme  verstanden  wird.  —  Der  oben  für  ein  aus  idealen 
Gasen  bestehendes  Systems  bewiesene  Entropiesatz  (S.  304)  kann  mit 
Hilfe  des  Carnot'schen  Satzes  auf  ein  System  von  beliebigen  Körpern 
ausgedehnt  werden.  Da  aber  der  Beweis  des  allgemeinen  Entropie- 
satzes mathematisch  nichts  wesentlich  Neues  bringt,  so  ziehen  wir 
es  vor,  diesbezüglich  auf  Lelirbücher  der  Thermodynamik  zu  ver- 
weisen und  beschränken  uns  bloß  auf  die  Formulierung  des  all- 
gemeinen  Entropiesatzes*): 

Jeder  in  der  Natur  stattfindende  physikalische  und 
chemische  Prozeß  verläuft  in  der  Art,  daß  die  Summe 
der  Entropien  samt U eher  an  dem  Prozeß  irgendwie 
beteiligten  Körper  vergrößert  wird. 


*)  Planck,  Thermodynamik,  S.  101. 


Dritter  Teil. 


Unendliche  Reihen 

und  Reihenentwicklungen 

von  Funktionen. 


I.  UneiuUiclie  Reihen. 

Im  ersten  Kapitel  des  ersten  Teiles  haben  wir  uns  mit  unend- 
lichen Zahlenfolgen  befaßt.  Unter  einer  unendlichen  Zahlenfolge 
haben  wir  eine  nach  einem  bestimmten  Gesetze  gebildete, 
endlose  Folge  von  Zahlen  verstanden,  wobei  wir  die  einzelnen  Zahlen' 
durch  Beistriche  getrennt,   nacheinander   aufgeschrieben  haben,   z.  b! 

11111 

-■-?    Tj    ¥?    ¥?    ISi    ■    ■   ' 

Verbinden  wir  nun  die  einzelnen  Zahlen  einer  unendlichen  Zahlen- 
folge mit  „  + "-Zeichen,  so  wollen  wir  das  so  entstehende  Gebilde 
eine  unendliche  Reihe  nennen,  also  z.  B. 

1  +  i  +  i  +  i  +  tV  +  •  •  •  • 
allgemein : 

Wl   +  Wj   +  M3   -f  W^   -f  Wj  +  .    .    . 

Die  Sumuie  der  n  ersten  Glieder  einer  unendlichen  Reihe  wollen  wir 
mit  Sn  bezeichnen : 

Sn  =  Ui    +  U.-,   +   l<3   +  .    .    .  +  Un-i  +   U„. 

Konvergiert  s«  mit  über  alle  Grenzen  wachsendem  n  gegen  einen 
bestimmten,  endlichen  Grenzwert  s,  in  Zeichen : 

lim  s„  =s, 

so  nennen  wir  die  Reihe  ,.konvergent"  und  s  deren  ..Summe". 
Konvergiert  aber  s„  gegen  keinen  bestimmten,  endlichen  Grenzwert, 
so  nennen  wir  die  Reihe  ,.divergent",  u.zw.  sind  dann  zwei  ^lög- 
lichkeiten  zu  unterscheiden :  es  kann  s,,  entweder  bestimmt  unend- 
lich werden  (+00  oder  — oc)  oder  aber  unbestimmt  bleiben. 

1.  Beispiel.  Beispiele  für  konvergente  und  divergente  Reihen 
liefert  uns  die  geometrische  Reihe: 

1  +  a;  +  a;2  +  »3  +  .  .  . 

mit  dem  allgemeinen  Gliede  «„  =  x".  Die  Summe  der  n  ersten 
Glieder  wollen  wir  folgendermaßen  berechnen.    Es  ist 

s„  =  l  +  x+  x-'  +  .  .  .  +  X"-'  +  x„  ...  (1) 

Multiplizieren  wir  beide  Seiten  von  (1)  mit  x,  so  erhaltfii  wir 

x.s„  =  x  +  X-  +  x^  +  .  .  .  +  x"-\-  x''+i  .  .  .  (2) 

Subtrahieren  wir  (2)  von  (1),  so  erhalten  wir: 

^1  —  x)s„  =  l-  x"-^'  ...  (3) 

also 

1  -^"4-1 

1 X 
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Nun  ist,  sobald  x  ein  echter  (positiver  oder  negativer)  Bruch  ist, 
lim  a;''  =  0  und  daher 

s  =  Udi  Sn  =  z für  —  1  <  x  <  +  1.  ...  (5) 

Im  Bereiche  (—  1,  +  1),  mit  Ausschluß  der  Grenzen,  konvergiert  also 

die   geometrische   Eeihe  1  +  x  +  a;-  +  .  ,  .,   u.  zw.  gegen  ^j .   Die 

1  —  X 

Keihe    l+i  +  T  +  i  +  TV  + konvergiert  also  beispielsweise 

gegen  2.    Für  x=l  wird  die  Reihe : 

1  +  1+1  +  1  +  1  +  ..  . 

divergent  u.  zw.  wird  s„  mit  wachsendem  n  unendlich  groß.  Für 
x  =  —  1  ist  die  Reihe : 

1  —  1  +  1  — 1  +  1  — 1  +  .  .  . 
divergent  u.  zw.  bleibt  «„unbestimmt  (es  ists„  für  ungerade  n  gleich 
Eins,  für  gerade  n  gleich  Null). 

Die  besprochenen  Beispiele  legen  uns  folgende  Behauptung  nahe: 

1.  Satz.  In  jeder  konvergenten  Reihe  konvergiert 
das  allgemeine  Glied  gegen  Null:  lim  ^„  =  0. 

In  der  Tat  ist  ja  für  jede  konvergente  Reihe: 

lim  s„    =  5 

n->00 

und  ebenso:  lims„_i=s. 

n->oo 

Durch  Subtraktion  folgt: 

lim  s„  —  lim  s«_i  =  lim  {s„  —  s„_i)  =  lim  w„  =0, 

was  zu  beweisen  war. 

Die  Bedingung  lim  w„  =  0  ist  für  die  Konvergenz  einer  Reihe 
wohl  notwendig,  aber  nicht  hinreichend,  wie  das  nächste  Beispiel 
zeigen  wird. 

2.  Beispiel.  Als  zweites  Beispiel  betrachten  wir  die  sog.  har- 
monische Reihe: 

mit   dem  allgemeinen  Gliede  w„=  —  •    Hier   ist  lim  w„  =  lim-~=0 

und  dennoch  ist  die  Reihe  divergent.  Um  dies  zu  beweisen,  be- 
merken wir,  daß  die  Glieder  1,  ^,  i,  i,  i,  •  •  •  der  harmonischen  Reihe 
dadurch  entstanden  gedacht  werden  können,  daß  wir  in  der  Funktion 

f(x)  =  —  für  x  der  Reihe  nach  1,  2,  3,  4,  5,  .  .  .  einsetzen.    In  Fig.  134 

sind  die  betreffenden  Funktionswerte  durch  Sterne  angedeutet.  Wir 
können  uns  ferner  die  einzelnen  Glieder  mit  je  1  multipliziert  denken 
und  die  Produkte  \-l,  ^-1,  -^-1,  |-1,  ^-1,  .  .  .  als  die  Flächeninhalte 
der  Rechtecke  mit  der  Basis  1  und  mit  der  Höhe  |,  ^,  ^,  |,  i,  .  .  . 
ansehen.  Diese  Rechtecke  (durch  punktierte  Linien  ergänzt)  sind  in 
der  Fig.  134   gezeichnet.    Vergleichen  wir   diese  Rechtecke  mit   den 

durch  die  bezüglichen  Bogen  der  Kurve  f{x)  =  —  begrenzten  Flächen- 


I.  Unendliche  Reihen.  ßJY 

Stücke  (in  der  Fig.  134  schraffiert),  so  sehen  wir  sofort  ein,  daß 

1  f* 

Y  •  1  >  1  fix)  dx 


-^-  1>  jf(x)dx 
^-  1>  if{x)dx 


i-l>//(x) 


dx 


Summieren  wir  diese  Ungleichungen,  so  erhalten  wir 


1 

n+l 

Nun  ist  \f{x)dx^i  —  =  lna:undi  —  ^In  (w  +  l)  —  In  1  ^^  In  (n  +  1). 

1 
Nennen  wir  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  harmonischen  Reihe 
H„.  so  resultiert: 

^„>  In  (n  +  l). 

Da  nun  ln(w+l)  mit  über  alle  Grenzen  wachsenden  n  unendlich 
groß  wird,  so  wird  H^  um  so  eher  unendlich  groß,  d.  h.  die  har- 
monische Eeihe  l  +  ^-f^  +  |  +  .  .  .  divergiert. 


Fig.  134. 

Wegen  einer  späteren  Anwendung  wollen  wir  uns  über  die  Art 
des  Unendlichwerdens  von  //„  ein  genaueres  Bild  verschaffen.  Ks  ist. 
wie  wir  gesehen  haben.  H„  >  In  [n  -\-  1)  und,  da  ja  In  [n  -r  1)  >  In  ist. 
um  so  mehr  H,,  >  In  w.  Bilden  wir  die  Zahlenfolge  H,  —  In  1. 
H.,  —  In  2,  ^3  —  In  3,  ...  mit  dem  allgemeinen  Gliede  a„  =  Hn—  In  n, 
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SO  sind  dalier  die  Glieder  dieser  Zahlenfolge  durchwegs  positiv.    Wir 
werden  aber  weiterhin  beweisen,   daß  die  Glieder  dieser  Zahlenfolge 
beständig  abnehmen,  mit  anderen  Worten,  daß  die  Differenz  a„ — a„_i 
für  jedes  n  negativ  ist. 
Es  ist  nämlich  a„  —  a„_i  =  H„  —  In  n  —  {Hn-i  —  In  (w  —  1)) 


n —  1 


=  l-ln 

n 


Nun     ist     aus    der    Fig.    134     ersichtlich,     daß     wohl 


1     ,       Pdx 


3  2  3 

"2  •  1  >  / -- j  ^sw.,  daß  aber  zugleich  ^  '  ^"^    ~x'3       '^  J  ^x 


also 

und  somit 


1        f>dx 

n      J    X 

n— 1 

1       ,        n 
<  In 


n  n  —  1 

In    :r  <  0, 

n  n  —  1 


was  zu  beweisen  war.  Da  nun  die  Glieder  a„  beständig  abnehmen, 
dabei  aber  positiv  bleiben  so  existiert  nach  Satz  5  S.  115  ein  Grenz- 
wert von    a„,    den  wir   mit   C   bezeichnen   wollen,   lima„  =  C;    man 

nennt  diese  Konstante  die  Euler'sche  Konstante,  ihr  Wert  ist 
C  =  0,577  .  .  .    Aus  lim  a„=C  folgt  sofort: 

n—>00 

lim  {H,,  —]nn)=a 

Diese  Beziehung  werden  wir  noch  später  benützen.  Sie  sagt  aus, 
daß  H„  in  derselben  Art  anendlich  groß  wird,  wie  Inw;  C  ist  der 
Grenzwert   der  Summe  derjenigen  Flächenstücke,   die  zwischen   der 

Kurve  f(x)  =  —  und  den  punktierten  Linien  der  Fig.  134  enthalten  sind. 

Wir  haben  soeben  gesehen,  daß  die  Bedingung  lim  w„  =  0  wohl 

eine  notwendige,  aber  keine  hinreichende  Bedingung  für  die  Konver- 
genz eine  Reihe  ist.  Wir  gehen  nun  daran,  ein  Konvergenzkriterium 
aufzustellen,  welches  eine  hinreichende  (allerdings  keine  notwendige) 
Bedingung  für  die  Konvergenz  einer  Reihe  liefern  wird.  Wir  müssen 
dabei  allerdings  unsere  Betrachtungen  auf  Reihen  mit  lauter  positiven 
Gliedern  beschränken.  Es  haben  nämlich  Reihen  mit  positiven  Gliedern 
einen  anderen  Charakter,  als  Reihen  mit  Gliedern  mit  gemischtem 
Vorzeichen. 

Mit  Beschränkung  auf  Reihen  mit  positiven  Gliedern  lautet  der 
angekündigte  Satz  folgendermaßen: 
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2.  Satz.  Eine  Reihe  mit  positiven  Gliedern  ist 
konvergent,  wenn  das  Verliältnis  eines  Gliedes  zum 
vorhergehenden  für  unendliches  n  einen  Grenzwert 
hat,  der  kleiner  ist  als  Eins;  sie  ist  divcgent,  wenn 
dieser  Grenzwert  größer  ist  als  P^ins.    In  Zeichen: 

die  Reihe  konvergiert  für  lim  — --  <  1 

«->00  ^n  — 1 
U 

die  Reihe  divergiert  für  lim  — —  >  1. 

n— >00  ^'fi— 1 

Im  Falle  lim  — ^=  1  ist  das  Kriterium  nicht  anwendbar. 

Beweis.  Der  Beweis  dieses  Satzes  stützt  sich  auf  den  Satz  5 
S.  115,  den  wir  hier  seiner  Wichtigkeit  halber  im  A\'ortlaute  wieder- 
holen wollen: 

„Sind  die  Zahlen  einer  Zahlenfolge  mit  lauter  positiven  Zahlen 
Wj,  ^2?  ^3>  w^,  .  .  .  so  beschaffen,  daß  für  jedes  n  erstens  Un~^i  >  m„, 
zweitens  w«  <  A  ist,  wo  A  eine  bestimmte  positive  Zahl  bedeutet,  so 
besitzt  diese  Zahlenfolge  einen  Grenzwert  w,  der  nicht  größer  ist  als 

A,  u<^a:' 

tu 

Ist  nun  lim  — ^—  <  1,  so  gibt  es  sicherlich  in  der  unendlichen 

n->00  ^n — 1 

U 

Reihe  eine  Stelle,  von  der  an  beständig  — ^—  <  h  ist.  wo  h  eine  Zahl 

bedeutet,  die  kleiner  ist  als  1.  Zur  Untersuchung  der  Konvergenz 
der  Reihe  können  wir  von  der  (endlichen)  Anzahl  der  Glieder  bis 
zu  dieser  Stelle  absehen,  d.  h.  wir  betrachten  nur  die  unendliche 
Reihe  von  dieser  Stelle  an,  oder  ra.  a.  W.,  wir  können  annehmen,  daß 

zu 

die  Ungleichung  — ^  <  h  bereits  vom   ersten   Glied  u^   angefangen 

w« — 1 

gilt.    Es  gilt  also:  ^<ä,  "^^  <h,  .  .  .  -^  <  Ä,  oder: 


Mg     <    Ujl    <    Ujl"^ 

u^  <  u^h  <  uji-  <  uji^ 

Un  <  Un^Jl  < <  WiÄ»-l 


Sn  =  U,-\-U,+  ...+U„<  U,{h  +  Ä^  +  Ä«  +  .  .  .  +  Ä-l) 

Da  nun  die  rechte  Seite   der  letzten  Ungleichung  mit  «^oo  gegen 

einen  endlichen  Grenzwert  konvergiert  (nämlich  gegen  "i'^__;J'   so 

bleibt  s,.  beständig  kleiner  als  dieser  Grenzwert.  Da  ferner  wegen 
der  Annahme,  daß  sämtliche  Glieder  m„  positiv  sind,  s„  mit  wachsen- 
dem n  beständig  zunimmt,  so  existiert  nach  dem  früher  wiederholten 

Satz  5  ein  Grenzwert   von  5„  (der  kleiner  ist   als  {^i-^      ^J:   somit 

konvergiert  die  betrachtete  Reihe,  was  zu  beweisen  war. 
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Ist  lim  — "—  >  1,  SO  wachsen  (zumindest  von  einer  bestimmten 

Stelle  an)  die  Glieder  mit  wachsendem  n  fortwährend  und  es  kann 
die  notwendige  Bedingung  lim  w„  =  0  nicht  erfüllt  werden ;  die  Reihe 

divergiert. 

3.  Beispiel.    Als  Beispiel  zur  Anwendung  des  soeben  bewiesenen 
Kriteriums  betrachten  wir  die  Reihe 

x  +  2x^  +  Sx^+  .  .  . 

mit  dem  allgemeinen  Gliede  w«  =  nx".    Hier  ist 
w„  H'X"  n 


{n  —  l)-x"-^       n  —  1 


X 


und  lim =  lim r ■x  =  x 

Die  Anwendung  unseres  Kriteriums  lehrt  also :  für  0  <  a;  <  1  konver- 
giert die  Reihe,  für  x>l  divergiert  sie.  Für  x  =  1  versagt  das 
Kriterium;  wir  wissen  aber,  ohne  ein  Konvergenzkriterium  anzu- 
wenden, daß  die  Reihe 

1  +  21  +  3-1  +  4.H-  .  .  . 
divergiert. 

4.  Beispiel.    Für  die  Reihe 

1  ^   2  ^  3    ^*  '  • 
mit  dem  allgemeinen  Gliede  w„  =  -     wird 

Un  ic"     x"-^  n  —  1 

X- 


Un-i        n    n  —  1  n 

und 

lim =  X 

n^oo  ^n — 1 

Die  betrachtete  Reihe  konvergiert  also  für  0  <x<l  und  divergiert 
für  x>l.    Für  a;  =  1  resultiert  die  harmonische  Reihe  1  +  i  +  i  +  •  •  ■? 
von  der  wir  bereits  wissen,  daß  sie  divergiert. 
5.  Beispiel.    Für  die  Reihe 

^  1!  ^  2!  ^  3!  ^ 


mit  dem  allgemeinen  Gliede  w„  = 
Un           x" 

=     ,   wird 

X 

und  somit 

(n-1)! 

n 

lim-^^  =  0 
für  jedes  endliche  x.    Die  Reihe  konvergiert  somit  für  jedes  positive  x. 
6.  Beispiel.     Ist  lim  — '^^-  =  1,  so  versagt  unser  Kriterium ;   die 
Eeihe  kann  divergieren  oder  konvergieren.    Beispielsweise  ist  bei  der 
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M  1         1 

liarmonischen  Reihe,  die  ja.  wie  wir  wissen,  divergiert,  —  —  =     :      —  =; 

u„  i      n   n  —  1 

71  ^—  1  tL 

=  und  lim  — "-  -  =  1.    Dagegen  werden   wir  jetzt  eine  Reihe 

U 

kennen  lernen,  bei  der  ebenfalls  lim     "    =1  ist,  die  aber  trotzdem 

Wn-l 

konvergiert.    Diese  Reihe  lautet: 

1-2  ^2-3  ^3.4  ^4.5  ^'     ' 

1  u 

Ihr     allgemeines     Glied    ist    w,  = --^ — .      Hier    ist         "-  = 

n{n  +  1)  u„-i 

1  1  W—  1  Un  ,.       n 1         ,       ^.        ,. 

und  lim =  hm  — — -  =  1.   Um  die 


n{n  +1)'  (n—l)n       n+  1         „_^oo  w„_i       ,.^ooW  +  1 
Konvergenz  dieser  Reihe  zu  beweisen,  bemerken  wir,  daß 


1-2       1       2' 


1  1        1       1  1        1         ,     „         . 

2:3  =T-y'   3:4  =  3  -T'  "^^  "^^"'"^^"^ 

1 1  1 

n(n  +1)        n       n-{- 1 

ist.    Es  ist  daher 

S«  =  Wi  +  ^2  +  W3  +  .  .  .  +  u„ 


(l-l)-^(i-i)^(i-l)---(l-4T) 


1 


w  +  1 
und 


=  lim  s„  =  lim  (1 -— r)  = 


7.   Beispiel.     Das   in  Satz  2   ausgesprochene  Kriterium  ist  eine   hinreichende, 
aber  keine  notwendige  Bedingung  für  die  Konvergenz  einer  Reihe.     Abgesehen  von 

den  Fällen,  wo  lim  — ^  =  1   ist  und  die  Reihe  trotzdem  konvergiert  (wie  im  Rei- 
ten—1 

spiele  6)  sind  auch  Fälle  möglich,  wo  der  (ireuzwert  lim  — —  nicht  existiert  und 

die  Reihe  trotzdem  konvergiert.  Als  ein  triviales  Beispiel  für  diesen  Fall  betrachten 
wir  die  Reihe 

Y  +  -3  +  ^  +  3,  +  23  +  3.  +  •  •  •  . 

die  wir  uns  aus  den  geometrischen  Reihen  ^  +  2i+  9»'^  "  ""^^  ^  "^  3-"^  3*  "^  * ' " 
so  entstanden  denken,  daß  abwechselnd  ein  Glied  der  ersten  und  ein  Glied  der  zweiten 
Reihe  genommen  worden  ist.    Hier  ist 

«^n  =  [Y  +  2-^+2^^  + ■■■+  2»j  +  [■6  +  3-^  +  3^  -^  •  •  •  +3"j 
und 

1        3 
s  =  lim  s.,    =1+9  =  -.,-*) 


*)  Streng  genommen,  genügt  es  für  die  Konvergenz  einer  Reihe  nicht,  nach- 
zuweisen,   dali  lim  «a«  existiert.     Es  wären  nämlich  Fälle  denkbar,  wo  zwar  s^„  (also 

f»->00 

Salpeter,  Mathematik.    -J.  .\utl.  "*■ 
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Trotzdem  existiert  hier  kein  Grenzwert  von  — '—.    Dieses  Verhältnis  ist  nämlich  — 

je  nachdem  n  gerade  oder  ungerade  gewählt  wird  —  bald  gleich   einer  Potenz  von 

2  1  3  /2\«  /3\« 

■5-,  bald  gleich  -^  mal  einer  Potenz  von       .    Nun  ist  lim    7,     =0  und  lim  =00; 

es  nimmt  daher   das  Verhältnis  bald   sehr  große,  bald  sehr   kleine  Werte  an 

ttn— 1 

und  konvergiert  selbst  gegen  keinen  Grenzwert. 

Das  Kriterium  des  Satzes  2  bleibt  daher  auf  Fälle  beschränkt,   wo  erstens  der 

Grenzwert  lim  — ^  existiert,  und  zweitens  dieser  Grenzwert  von  1  verschieden  ist. 


Wir  wenden  uns  nun  an  die  Reihen  mit  Gliedern  von  beliebigem 
Vorzeichen.  Für  diese  Reihen  wollen  wir  zunächst  folgenden  Satz 
beweisen. 

3.  Satz.  Kine  Reihe,  deren  Glieder  beliebige  Vor- 
zeichen haben,  ist  konvergent,  wenn  die  aus  den  abso- 
luten Beträgen  der  Glieder  gebildete  Reihe  konver- 
giert; in  Zeichen:  Die  Reihe  w,  +w.,  +  M3+...  konver- 
giert, wenn  die  Reihe  |mi|  +  |m.,|  +  jwgl  +  •  •  •  konvergiert. 

Es  sei  s„  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der  Reihe,  s,>'  die 
Summe  der  positiven  Glieder  in  s„,  s,,"  die  Summe  der  mit  negativem 
Vorzeichen  behafteten  Glieder  in  s„,  so  daß  also  s«  =  s,/  —  s,"  sei. 
Ist  nun  Sn  =  1^1 1  +  |w.2 1  +  \u.i  |  +  •  •  •  +  |^^«|  und  S  =  lim  S„  die  Summe 

n—>00 

der  aus  den  absoluten  Beträgen  gebildeten  Reihe,  so  ist  ä„  =  s„'  +  s„" 
und  S  =  lim  («„'  +  s,,").    Es   bleiben   also  s,/  und   s„",   die    zwar   mit 

wachsendem  n  beständig  wachsen,  beständig  kleiner  als  S  und  konver- 
gieren daher  —  nach  Satz  5  S.  115  —  gegen  bestimmte,  endliche 
Grenzwerte.  Es  sei  lim  s,,'  =  s'  und  lim  s,"  =  s",  dann  wird  auch  s„ 
sich  einem  bestimmten  Grenzwerte  nähern  u.  zw,  wird  lims„  =  s'  —  s" 
sein.  Die  Reihe  u^  +  m.^  +  %  +  .  .  .  ist  also  konvergent  und  hat  die 
Differenz  s'  —  s"  zur  Summe. 

Eine  Reihe,  bei  der  die  aus  den  absoluten  Beträgen  gebildete 
Reihe  konvergiert,  nennen  wir  absolut  konvergent.  Eine  Reihe 
mit  Gliedern  von  beliebigem  Vorzeichen,  die  konvergiert,  ohne  aber, 
daß  die  aus  den  absoluten  Beträgen  gebildete  Reihe  konvergiert, 
nennen  wir  bedingt  oder  einfach  konvergent. 

Aus  der  Definition  der  absoluten  Konvergenz  folgt  unmittelbar, 
daß  eine  Reihe  mit  lauter  positiven  Gliedern  nur  absolut  konvergieren 
kann.  Bedingt  konvergieren  kann  nur  eine  Reihe,  die  unendlich 
viele  positive  und  unendlich  viele  negative  Glieder  enthält. 

Die  Reihe  des  Beispieles  3  besteht  für  positives  x  aus  lauter 
positiven  Gliedern;  für  negatives  x  sind  die  Vorzeichen  der  Glieder 
abwechselnd  positiv  und  negativ.  Solange  aber  0  >  a;  >  —  1  bleibt, 
also  |a;|<l,  konvergiert  die   aus  den   absoluten  Beträgen  gebildete 


die  Summe  einer  geraden  Anzahl  von  Gliedern)  gegen  einen  bestimmten,  endlichen 
(Trenzwert  konvergiert,  dagegen  s^„^j  (also  die  Summe  einer  ungeraden  Anzahl 
von  Gliedern)  nicht.  Dieser  Fall  ist  allerdings  bei  Eeihen  mit  lauter  positiven 
(iliedern  —  wie  man  leicht  einsehen  kann  —  ausgeschlossen. 
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Reihe,  und  es  konvergriert  somit  in  diesem  Intervalle  f— 1. 0)  di«- 
Reihe  absolut  Mit  Hinzunahme  der  früher  erhaltenen  Resultat»? 
können  wir  nun  sagen:  die  Reihe  x  +  2a; -f  3a;- +  .  .  .  konverg-iert 
absolut  für  —  l>a;>  +  l,  also  im  Intervalle  (—1,  +1)  mit  Aus- 
schluß der  Grenzen. 

Ebenso  konvergiert  die  Reihe  des  Beispieles  4.  absolut  im  Inter- 
valle (—1,  4-  ])  mit  Ausschluß  der  oberen  Grenze.  (Ueber  das  Ver- 
halten der  Reihe  für  a;  =  ~l  wird  noch  später  die  Rede  sein.) 

Die  Reihe  des  Beispieles  5.  konvergiert  absolut  in  jedem  im 
Endlichen  gelegenen  Intervalle. 

8.  Beispiel.    Betrachten  wir  die  Reihen 

sin  a  -f  X  sin  2a  -F  a;-  sin  3a  -f  .  .  . 
bzw. 

cosa-\-  X  cos  2a  -f  x-  cos  3a  +  .  .  . 

Diese  Reihen  konvergieren  absolut  für  — 1  <  x  <  -\-  1.  Es  sind 
nämlich  die  absoluten  Beträge  der  Glieder  dieser  beiden  Reihen 
kleiner  oder  gleich  als  die  entsprechenden  Glieder  der  geometrischen 
Reihe    1  +  a;  +  a;^  -f  .  .  .  (mit    positivem    x) ;     es     ist     hier     also 

'S«  =  hl  I  +  I W2 1  +  1^3 1  +  . . .  +  |w„|  <  zr^-^.  Da  ferner  S„  mit  wachsen- 

1  —  X 

dem    n   beständig   zunimmt   (und    dabei    ständig    kleiner   als 

1  —  X 
bleibt),  so   existiert  nach  Satz  5  S.  115  ein  Grenzwert  S  =  lim  S„ 

und  die  Reihe  konvergiert  nach  Satz  3  S.  322.  u.  zw.  absolut. 

Wir  sind  auch  imstande  die  Summen  dieser  beiden  Reihen  zu 
berechnen.    Es  sei 

s„  =  sin  a  +  a;  sin  2a  +  x-  sin  3a  -f  .  . .  ^-  a;""'  sin  wa       ...  ( 1) 
s'„  =  cos  a  -f  a;  cos  2a  -f  x-  cos  3a  +  .  .  .  -}-  a;""'  cos  11a       ...  (2) 

Multiplizieren  wir  Gl.  (1)  mit  a;cosa,  Gl.  (2)  mit  xsina,  so  erhalten  wir: 
a;  cos  a  •  5„  =^  x  sin  a  cos  a  -f  x^  sin  2a  cos  a  -f  .  .  .  -f-  x"  sin  tia  cos  a 
a;  sin  a •  Sn  =  x  cosa  sin  a  +  x-  cos  2a  sin  a  +  ...  +  a;"  cos  na  sin  a 

x{sn  cosa-f5„'sina)=  x  sin  2a  +  x-  sin  3a  +  .  . .  -|-  a?*»  sin  (n  -f  1)  a 

=  —  sin  a  +  s„  +  2;"  •  sin  (w  +  1)  a  ...  (3) 

Multiplizieren  wir  nun  (1)  mit  a;  sin  a  und  (2)  mit  xcosa,  so  erhalten 
wir  analog: 

x{s„'  cos a — s„  sina)^  —  cos  a  -f  s,,'  +  a;"  •  cos  (w  +  1)  a  ...  (4) 

Da  wir  bereits  wissen,  daß  für  |a-|<l   die  Grenzwerte  lim  s„=^s 

FI->00 

und  lim  s„'  =  5'  existieren,  so  können  wir  in  (3't  und  (4)  den  Grenz- 

n->00 

Übergang  vollziehen  und  es  resultiert  daraus : 

s{xcosa  —  l)-|-s'-a;-sina  =  —  sina  ...  (5) 

s'(a;cosa  —  1)  —  5-a;-sina  =  —  cosa  ...  (6) 

Die  Gleichungen  (5)  und  (6)  können  wir  als  2  Gleichungen  mit  den 
2  Unbekannten  s  und  s'  ansehen  und  sie  danach  auflösen.  Wir  er- 
halten so: 

21* 
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sina 


1 — 2a;cosa4-  «^ 

cos  a  —  X 
1  —  2cccosa  +  x'^ 


...  (7) 
...  (8) 


als  Ausdrücke  für  die  Summen  der  betrachteten  Reihen. 

Die  Reihen  sin  a  +  a;  sin  2a  +  x'^  sin  3a  +  .  . .  und  cos  a  +  a^  cos  2a+ 
+  X-  cos  3a  +  . . .  spielen  in  der  Theorie  der  Farben  dünner  Blättchen 
eine  Rolle,  die  wir  hier  kurz  darstellen  wollen.  Es  falle  ein  Licht- 
strahl von  der  Intensität  a  auf  eine  dünne,  durchsichtige,  planparallele 
Platte  (Fig.  135).    Dieser  Strahl  wird  zum  Teil  gebrochen,  zum  Teil 


Fig.  135. 


reflektiert.  Die  Intensität  des  gebrochenen  Strahles  sei  ad,  die  des 
reflektierten  ar,  so  daß  alsor  +  (^  =  l  ist.  Der  gebrochene  Strahl  ac? 
wird  an  der  unteren  Begrenzung  der  Platte  wieder  teils  reflektiert 
teils  gebrochen;  die  Intensität  des  reflektierten  Strahles  sei  adq,  die- 
jenige des  gebroclienen  adö,  so  daß  wieder  q  -\-  6^=1  sei.  Der  zu- 
letzt reflektierte  Strahl  adq  wird  an  der  oberen  Begrenzung  der  Platte 
wieder  teils  reflektiert,  teils  gebrochen ;  der  reflektierte  Strahl  wird 
die  Intensität  adq-,  der  gebrochene  die  Intensität  adqd  haben.  Ver- 
folgen wir  diesen  Vorgang  weiter,  so  werden  wir  zu  folgendem 
Resultate  gelangen.  Die  nach  oben  hin  gelangenden  Strahlen 
(reflektiertes  Licht)  werden  die  Intensitäten  haben:  ar,  adqd,  adg'^ö, 
adg^ö,  .  .  .;  die  nach  unten  hin  gelangenden  Strahlen  (durchgehendes 
Licht)  die  Intensitäten:  adö,  adg'^d,  adg^ö,  .  .  . 
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Die  reflektierten  und  die  durchorelienden  Strahlen  liefern  je  ein 
Bündel  paralleler  Strahlen,  die  z.  B.  durch  eine  Sammellinse  ge- 
sammelt, also  —  sozusagen  —  summiert  werden  könnten.  Bei  der 
Summation  der  Strahlen  hat  man  aber  nicht  einfach  die  oben  auf- 
geschriebenen Intensitäten  der  einzelnen  Strahlen  zu  summieren, 
sondern  es  ist  noch  der  wellenartige  Charakter  der  Strahhen  zu  be- 
achten. Die  oben  aufgeschriebenen  Intensitäten  stellen  nur  zeitliche 
Mittelwerte  dar,  während  die  ,.momentanen-'  Intensitäten  periodische 
Funktionen   der  Zeit  sind,   also   etwa   durch  eine  Sinusfunktion  dar- 

2  TT 

gestellt  werden  könnten:  sin       -t.  wo  «  die  Zeit,  x  die  Dauer  einer 

Schwingung  bedeuten.  Ferner  hat  man  zu  beachten,  daß  die  einzelnen 
Teilstrahlen  seit  ihrer  Trennung  im  Punkte  P  bis  zu  ihrer  Ver- 
einigung (im  Brennpunkte  der  Linse)  verschieden  lange  Wege  zurück- 
gelegt haben,  daß  also  die  Teilstrahlen,  die  in  P  noch  alle  phasen- 
gleich waren,  im  Vereinigungspunkte  Phasenunterschiede  aufweisen 
werden  (bez.  des  Begriffes  „Phase"  vgl.  S.  ü8).  So  erleidet  der 
Strahl  adod  gegen  den  Strahl  ar  eine  Verzögerung  cp,  die,  wie  in  der 

9  7) ,  POS  i/ 

Optik  gelehrt  wird,  gleich  y  = ;-      ist,  wobei  D  die  Dicke  der 

Platte,  i'  den  Brechungswinkel,  c'  die  Geschwindigkeit  des  betreffen- 
den Lichtes  im  brechenden  Medium  bedeuten.     Schreiben  wir   der 

Kürze  halber  ^  anstatt 1  und  e  anstatt   — ~,    so    sind    die 

(„momentanen")  Intensitäten  des  ersten,  bzw.  zweiten,  bzw.  dritten, 
usw.,  reflektierten  Strahles  gegeben  durch 

^j  =a.r.cos^ 

I2  =  adgö  ■  cos  {d-  —  «) 

^.j  ==  adq'^d •  cos  (^  —  2«) 

1^  =  ado^d  •  cos  {d'  —  Ss) 


g„  =  adg^-'^-^  •  cos  (d-  —  {n  —  1)  e) 
/S«  =  £j  +f, +  ^3  +  .  .  .  + ^n  =  ar  cos  d- -{- adoö  cos  {d-  —  €)  +  adQ^ö- cos 

{d-  —  28)  +  ...  +  adg"^"--^  ■  cos  \^  —  {n—  l)e)  ...  (9) 

Berücksichtigt  man,  daß  cos  {■d-  —  ms)  =  cos  &  cos  me  -f-  sin  &  sin  me  ist, 
so  wird 

S„  =  A„  cos  ^  +  B„  sin  ^  ...  (10.) 

wobei 

An^^ar  -\-  adgö  (cos  e  +  q-  cos  2«  +  ^*  cos  3f  +  .  .  .  + 

+  ß2(n-2).coS(W  — 1)«  .    .    .    (11) 

Bn  =  adoö  (sin  e  +  q'~  sin  2£  -f  ^*  sin  Sf  +  .  .  .  + 

+  o-"'-->-sin(n  — 1)£  .  .  .  (12) 

ist.  Da  nun  die  Grenzwerte  der  in  (3)  und  (4)  eingeklammerten 
Summen  existieren,  so  können  wir  in  (2)  den  (irenzübergang  voll- 
ziehen und  erhalten 

S=  lim  Sn  =  Acos&+Bsmd-  .  .  .  (13) 

wobei  mit  Berücksichtigung  von  (7)  und  (8) 

(JQg   g p- 
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B 


lim  B„ 


aägö 


Sin  € 


(15) 


1  —  2q'^  cos  e  +  q* 

ist.  Die  Konstanten  a,  d,  q,  ö  sind  nicht  alle  voneinander  unabliängig-. 
Es  wird  in  der  Optik  gelehrt,  daß  r  =  —  q  ist ;  ferner  haben  wir  ge- 
sehen, daß 

r-\-d  =  l,    Q-{-ö=l 
ist;  infolgedessen  ist  d=^l—r,  ö  =  l  —  q  und  dö  ^  (1  —  r)(l  — p)=: 
=  (1  —  r)  (1  +  r)  =  1  —  r-.     Berücksichtigt  man   dies,  so   erhält    man 
aus  (14)  und  (15): 

A  =  ar   1  —  (1  —  r-)  :, — , ^     , 

^  ^1  —  2r^  cos  «  +  r* 

ar  .  (1  +  r^)  (1  —  cos  «) 


1 


2r^  cos  £  +  r* 

£ 


(16) 


2ar.(H-r2).sin2 

.  1 — 2r^cose-\-r^ 

o ar  .  (1  —  r^)-  sin  £ 

1  —  2r-  cos  £  +  r* 

£  B 

2ar  •  (1  —  r-) -sin  ^ •  cos  - 

^  1  —  2r2  cos  €  +  r*  '  "  *  ^^^^ 

Die  (momentane)  Intensität  des  resultierenden  Strahles  ist  als 
Funktion  der  Zeit  gegeben  durch  (13): 

S  =  Äcos»+Bsm^ 
Um  die  Amplitude  der  durch  (13)  dargestellten  Schwingung  zu  finden, 
setzen  wir 

A  =  C.smip  .  .  .  (18) 

B  =  C.cosilJ  .  .  .  (19) 

Es  wird  dann: 

S  =  C- (sin  ip  cos-^'-{-  cos  ip  sin  0-) 
=  C.sm{&+ip)  .  .  .  (20) 

C  ist  also  die  Amplitude  der  resultierenden  Schwingung;  andererseits 
finden  wir  aus  (18)  und  (19)  durch  Quadrieren  und  Addieren: 
A'~  +  5"  =  C'^  sin-  ip  +  C^  cos-  </^ 

=  C-'  ...  (21) 

Setzt  man  für  A  und  5  die  Werte  (16)  und  (17)  ein,  so  findet  man: 


4a  V-  sin- 


c-2  = 


2 


(l  +  yT-sin'|  +  (l  — r2)2.cos--^ 


(1  — 2r2cos£  +  »**)^ 


4a^r'-*  sin^ 


1  —  2r"^coS£  +  *"* 

£ 


4a-r- sin^ 


(1  — r2)2  +  4r2sin2- 


(22) 
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€  ist  also  eine  periodische  P'uiiktion  des  Verzögerungswinkels  e, 
dieser  wiederum  ist  seinerseits  —  bei  gegebener  Dicke  der  Platte  — 
eine  Funktion  des  Einfallswinkels  des  Strahles  a.  Für  t  =  27in,  wo 
n  eine  ganze  positive  Zahl  bedeutet,  ist  C  =  0,  für  €  =  {2n+l}7t  hat 

C  ein  Maximum,  u.  zw.  C2  =  -i^!!f_,  c  =  -^^. 

(l  +  r--^)--"  1  +  7-2 

Für  die  durchgehenden  Strahlen  wäre  die  Rechnung  ganz  analog 
durchzuführen.  Wir  können  uns  aber  die  Mühe  ersparen,  indem  wir 
bemerken,  daß  die  Summe  der  Energie  der  reflektierten  und  dei- 
durchgehenden  Strahlenbündel  gleich  sein  muß  der  Energie  des  ur- 
sprünglichen Strahles,  also  —  wenn  wir  mit  C'  die  Amplitude  des 
resultierenden  durchgehenden  Strahles  bezeichnen  — 

C-^  +  C'-'  =  a'  .  ..  (23) 

Daraus  ergibt  sich  sofort 

C-=  '''^^-^>'         ,  ...(24) 

(l-r2)2  +  4r-^sin2| 

was  auch  durch  direkte  Berechnung  verifiziert  werden  kann. 


In  den  letzten  Beispielen  haben  wir  Reihen  mit  Gliedern  von 
gemischtem  Vorzeichen  kennen  gelernt,  bei  denen  die  aus  den  absoluten 
Beträgen  gebildeten  Reihen  konvergierten,  deren  Konvergenz  also 
eine  absolute  war.  Es  gibt  aber  natürlich  auch  Reihen,  die  kon- 
vergieren, ohne  daß  die  aus  den  absoluten  Beträgen  gebildeten  Reihen 
konvergieren,  die  also  nur  bedingt  konvergieren.  Bevor  wir  Beispiele 
für  solche  Reihen  betrachten,  wollen  wir  folgenden  Satz  beweisen. 

4.  Satz.  Wenn  die  Glieder  e  i  n  e  r  R  e  i  h  e  abwechselnd 
positiv  und  negativ  sind,  dem  absoluten  Betrage  nach 
eine  abnehmende  Folge  bilden  und  nach  Null  kon- 
vergieren, so  ist  die  Reihe  konvergent. 

Es  sei 

W,    >  W.,  >  Wg  >  W4  >  .    .    .    >  0 

und  die  betrachtete  Reihe  sei: 

U^  —  Uo  +  W3  —  U^  -i-U:,  —  Wg  +  .  .  . 

Gruppiert  man  die  Glieder  in  folgender  Weise: 

(u^  —  w.,)  +  (u.^  —  u^)  +  {u.^  —  Wß)  -r  .  .  . 
SO    sieht    man   —   da   ja   die   Klammerausdrücke    durchwegs    positiv 
sind  —  daß  die  Summen  s.>,  s^,  s^.,  ...  eine  zunehmende  Folge  bilden. 
Gruppiert  man  dagegen  folgendermaßen: 

u^  —  (Wa  —  wj  —  [u^  —  w,)  — .  .  . 
so  sieht  man  —  da  ja  auch  hier  wieder  die  Klammerausdrücke  durch- 
wegs positiv  sind  —  daß  die  Summen  s^,  s^,  s^.  .  .  .  eine  abnohmonde 
Folge  bilden.     Es  ist  also  einerseits: 

«2  <  5*  <  «6  <  •  •  • 
andererseits 

«1  >  «8  >  Sfi  >  •   .   . 

Man  bemerke  ferner,  daß 
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ist.  Daraus  folg:t:  Die  Suramen  mit  dem  geraden  Index  2n  nehmen 
beständig  zu,  bleiben  aber  alle  kleiner  als  Sj :  die  Summen  mit  dem 
ungeraden  Index  2w  +  l  nehmen  beständig  ab,  bleiben  aber  alle  größer 
als  s.,.  Nach  Satz  5  S.  115  existiert  also  sowohl  für  s>u  ein  Grenz- 
wert, der  kleiner  ist  als  Sj,  wie  auch  für  s.^n+i  ein  Grenzwert,  der 
größer  ist  als  s^,  und  überdies  müssen  —  da  ja  laut  Voraussetzung 

lim  52„+i  —  lim  «2«=  lim  («2«+!  —  «2«)  =  lim  W2n=  0 

ist  —  beide  Grenzwerte  einander  gleich  sein: 
lim  s^ti+x  =  lim  son^  s. 

Somit  konvergiert  die  betrachtete  Reihe. 

9.  Beispiel.    Auf  Grund  des   soeben  bewiesenen   Satzes  können 
wir  sofort  die  Konvergenz  der  Reihe: 

T       Y  +  'j       i+s       ^  +  -  •  • 

(mit  dem  allgemeinen  Gliede  u^^={ — 1)"     •— |   behaupten.     In    der 

Tat  sind  die  Glieder  dieser  Reihe  abwechselnd  positiv  und  negativ 
und  bilden  dem  absoluten  Betrage  nach  eine  ständig  abnehmende, 
gegen  Null  konvergierende  Folge.  Die  Konvergenz  dieser  Reihe  ist 
eine  bedingte,  denn  die  aus  den  absoluten  Beträgen  gebildete  Reihe 
ist  ja  die  harmonische  Reihe,  von  der  wir  wissen,  daß  sie  divergiert. 
Die  Konvergenz  der  vorgelegten  Reihe  ist  allerdings  eine  sehr 
schwache.  Um  dies  einzusehen,  wollen  wir  zunächst  eine  Bemerkung 
machen,  die  sich  allgemein  auf  Reihen  bezieht,  deren  Glieder  ab- 
wechselnd positiv  und  negativ  sind  und  die  dem  absoluten  Betrage 
nach  eine  ständig  abnehmende  Folge  bilden.  Bei  einer  solchen  Reihe 
ist  die  Summe  s  einerseits  größer  als  jede  der  Summen  Sj»  ^4?  ^e?  •  •  • 
(mit  geradem  Index),  andererseits  kleiner  als  jede  der  Summen  s^,  s^, 
Äg,  s-,  .  .  .  (mit  ungeradem  Index).     Es  ist  also  insbesondere: 

s,  >  s  >  s.^ 

S.2<S<  S3 
Ss>  S  >  S^ 

s^  <s  <s^ 


S2n<S  <  S^n+l 

Daraus  folgt  aber  sofort: 

S  =  5j  —  ^1  •  ^2 

s  =  «2  +  ^2  W3 
s  =  s^  —  ^3  M^ 

«  =  «4  +  ^4  w.-, 

wobei  die  Zahlen  ^j,  ^^,  ^3,  .  •  •  echte,  positive  Brüche  bedeuten 
(also  0  <  i>,  <  1).  Nimmt  man  also,  um  einen  angenäherten  Wert 
der  Summe  zu  erhalten,  die  n  ersten  Glieder  der  Reihe,  so  ist  der 
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Fehler,  den  man  macht,  kleiner  als  das  erste  vernachlässigte  Glied; 
es  ist  mit  anderen  Worten: 

(wo  0  <  i?'  <  1  ist),  welclies  aiicii  der  Wert  von  n  sein  mag. 

Wenden  wir  nun  dieses  Theorem  auf  unsere  Reihe  an.  Zunächst 
können  wir  sagen:  die  Summe  dieser  Reihe  liegt  zwischen  1  und 
1  —  i  =  f  Nehmen  wir  das  dritte  Glied  (w.,  =  ^)  hinzu,  so  sehen 
wir,  daß  die  Summe  zwischen  i  und  ^  +  |  =  ^  ]iegt.  Wenn  wir  so 
fortfahren,  so  finden  wir,  daß  die  Summe  zvvischen  ^  und  j\,  zwischen 
j\  und  ^l,  usw.,  liegt.  Fragen  wir  uns  nun,  wie  viel  Glieder  müssen 
wir  heranziehen,  um  die  Summe  auf  5  Dezimalstellen  genau  zu  be- 
rechnen. „Auf  5  Dezimalstellen  genau"  heißt  soviel,  daß  der  Fehler 
kleiner  sein  soll,  als  0.00001.  Bei  unserer  Reihe  ist  aber  « =  w,  — 
—  ^2  +  W3  — .  .  .  ±  w„  =F  -^Un+i  und  es  muß  daher  n  so  groß  ge- 
nommen werden,  daß  w„j-i  <  0,00001  wird.     Da  nun  u,,^  4-      ist,  so 

muß  somit  n  =  „  ^^r^Q^  =  100000  genommen  werden.     Man  muß  also 

100000  Glieder  zur  Berechnung  heranziehen,  d.  h.  also  100000  Addi- 
tionen und  Subtraktionen  ausführen,  um  den  Wert  der  Summe  auf 
5  Dezimalstellen  genau  zu  erhalten. 

Wir  wollen  nun  daran  gehen,  den  Wert  der  Summe  unserer 
Reihe  zu  bestimmen.     Es  ist: 

_1_1   ,1_       ,        1      _J^ 
S2n      ^      ^-f-3      •■•+2^  —  1       2n 

=  H,„-H,  ...(1) 

wenn  wir,  wie  früher,  mit  Hn  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  der 
harmonischen  Reihe  bezeichnen.  Gleichung  (1)  können  wir,  wie  folgt, 
umformen: 

S2„  =  {H.>„  —  In  2n)  —  {Hn  —  In  n)  +  (In  2n  —  In  n)       .  .  .  (2) 

Nun  ist,  wie  wir  S.  318  bewiesen  haben: 

lim  (^2«  —  In  2n)  =  lim  (H„  —  \nn)  =  C,  ...  (3) 

H->00  n— >00 

WO  C  die  Euler'sche  Konstante  bedeutet,  und  daher 

2n 
lim  So„  =  In  2n  —  In  n  ==  In       =^^  In  2.  ...  (4) 


►oo 


Da  —  wie  wir  bereits  für  diese  Type  von  Reihen  allgemein  bewiesen 
haben  —  lim  s.;,„j^i  ^-^  lim  5.,,  ist,*)  so  ist  die  Summe  unserer  Reihe 
gleich  In  2,  oder  in  Zeichen : 

*)  Der  Beweis  allein,  daß  So„  gegen  einen  Grenzwert  kcnvergiert,  würde  noch 
nicht  genügen,  um  die  Konvergenz  der  Reihe  behaupten  zn  können.  In  unserem 
Falle  wissen  wir  aber  bereits  (auf  Grund  des  Satzes  4),  daU  s.^„j^^  gegen  denselben 
Grenzwert  konvergiert,  wie  s,„. 
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In2:-l-|  +  i-l+i-.  .  .  ...(5) 

Wie  wir  aber  bereits  erwähnt  haben,  -wäre  es  praktisch  nicht  rat- 
sam, sicli  der  Formel  (ö)  zur  Bereehnuni;'  des  Logarithmus  von  2  be- 
dienen zu  wollen. 

r^ci  dieser  Urleo:t'nheit  wollen  wir  noch  erwähnen,  daß  man  eben- 
so, wie  es  schwächer  und  stärker  konverg-eiite  Keilien  gibt,  auch 
schwächer  und  stärker  divergente  Reihen  unterscheidet.  Eine  stark 
diverg:ente  Reihe  ist  z.  B.  folgende: 

1  -f  10  +  100  +  1000  +  10000  +  .  .  . 
luii   dem    allgemeinen   Gliede  m„  ^  10"-' ;   hier   ist   schon    die  >Summe 
der  ersten  7  (.-Jlieder  größer  als   eine  Million.    Ein  Beispiel   für  eine 
schwach   divergente  Reihe   bildet   die   harmonische  Reihe:    1  +  ^  + 
+  ^  +  I  -r  .  .  .  .     Um  dies  einzusehen,  erinnern  wir  uns  daran,   daß 


1 

2 

1 

1 

t)     X 

1 

4 

fl     X 

1 
n 

n— 1 

1 

2 

+r- 

...+ 

1        Jhx 

n     J   X  ' 

1 

//„- 

-  1  <  In  n  - 

-  In  1 

wissen. 

daß 

n„>\win 

+  1) 

ist. 

also 

l)a  wir  überdies  wissen,  daß  //„>ln(M-f  1)  ist,  so  können  wir 
schreiben: 

\\\{n+  l)<E,<\nn+  1 

Es  ist  daher  beispielsweise  die  Summe  der  ersten  Million  Glieder 
kleiner  als  1 -i- In  1 000000  und  größer  als  In  1000001,  liegt  also 
zwischen  14  und  lö.  Und  doch  wächst  s,,  mit  n  ins  Unendliche! 
Nur  müßte  man,  wenn  man  beispielsweise  wollte,  daß  s„  eine  Million 
übersteige,  n  größer  nehmen  als  gi •"«"""»  also  größer  als  eine  Zahl,  die 
aus  1   und  etwa  einer  halben  Million  angehängter  Kullen  besteht. 

Bemerkenswert  ist,  daß  die  harmonische  Reihe  nicht  die  aller- 
schwächst  divergente  Reihe  ist.  Man  kann  nämlich  eine  Reihe  kon- 
struieren, die  noch  schwächer  divergieit,  als  die  harmonische.  Man 
kann  überhaupt  zu  jeder  divergenten  Reihe  eine  andere  divergente 
konstruieren,  di(;  noch  schwächer  divergiert,  als  die  vorgelegte.  — 
Analoges  gilt  auch  für  konvergente  Reihen. 

10.  Beispiel.     Betrachten  wir  die  Reihe 
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Diese  Reihe  enthält  dieselben  Glieder,  wie  die  im  Beisi)iele  9  be- 
handelte Reihe,  aber  in  anderer  Anordnung.  Es  werden  nänilicli  zu- 
erst zwei  positive  Glieder  aufgeschrieben,  dann  ein  negatives,  dann 
wieder  zwei  positive,  dann  wieder  ein  negatives,  usw.  Es  ist  hier 
die  Summe  der  ersten  Sn  Glieder: 

'•^"-1  +  3      2+5'^7~4  +  ---"^4n-3  +  4n-l~2n 

=  {Hi„  —  In  4  w)  —  ^  (Ho„  —  In  2  n)  —  ^  (H„  —  \un)  + 

+  (In  4n  —  ^  In  2  w  —  ^  In  n) 
Gehen  wir  zur  Grenze  über,  so  wird  —  da  ja  lim  {Hu —  In  4w)  = 
=  lim  {H^n  —  In  2  n)  =  lim  {H,,  —  In  n)  =  C  ist  — 

lim  [(^4«  —  In  n)  —  ^  {H,n  —  In  2n)  —  ^(H„  —  In  w)]  = 

n->oo 

=  C  -^C  —  ^C  =  0 
und  somit 

lim  S3„  =  s  =  In  4w  —  ^  In  2*1  —  ^  In  ?i  =  In  4  —  ^  In  2  =  f  In  2. 

n->00 

Vergleichen  wir  dieses  Resultat  mit  dem  Resultate  des  Beispieles  9. 
so  finden  wir,  daß  die  beiden  Reihen,  nämlich  die  Reihe: 


und  die  Reihe: 

1    _i      1  1      I      1    4_± 1_1_ 

die  dieselben  Glieder  enthalten,  aber  in  anderer  Anordnung,  ver- 
schiedene Summen  haben.  Die  Summe  der  ersten  Reihe  war  In  2, 
die  der  zweiten  |  In  2.  Während  also  die  Summe  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Summanden  durch  eine  Aenderung 
der  Reihenfolge  derselben  nicht  geändert  wird,  ist  es 
bei  einer  unendlichen  Reihe  nicht  immer  erlaubt,  die 
Anordnung  der  Glieder  zu  ändern.  Die  Summe  einer  unend- 
lichen Reihe  hängt  eben  mitunter  von  der  Anordnung  der  Glieder  ab. 
Wir  sehen  so,  daß  die  ,.Samme-'  einer  unendlichen  Reihe  nii-ht 
einfach  als  eine  Erweiterung  des  Begritfes  der  gewöhnlichen  Summe 
(nämlich  der  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  (TÜederni  anzusehen 
ist.  Im  Begrifte  der  „Summe  einer  unendlichen  Reihe"  steckt  näm- 
lich schon  der  Begriif  des  Grenzwertes  und  es  ist  die  ..Bildung  des 
Grenzwertes-'  oder  der  „Grenzübergang"  als  eine  selbständige,  durch- 
aus eigenartige  Operation  zu  betrachten,  für  die  ganz  besondere 
Regeln  und  Gesetze  gelten. 
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Wir  h:ihen  bereits  bemerkt,  daß  die  Reiben  der  Beispiele  9  und  10  nur  bedingt 
kouvefirieren  und  wir  baben  geseben,  daC  bei  die>eu  Reihen  der  Wert  der  Summe 
au  die  Anordnung:  der  Ulioder  der  Reibe  gebunden  ist.  Zur  Berubi<>uuy  wollen  wir 
jetzt  beweisen,  dali  nur  bei  einer  bediuijt  kouverüfcnteii  Reihe  die  Auordnung  der 
Glieder  einen  EintlulJ  auf  den  Wert  der  8nnune  haben  kann:*i  bei  absolut  konver- 
ijenteu  Reihen  ist  der  Wert  der  Summe  unabhän<>;ig-  von  der  Anordnung  der  Glieder. 

Zunächst  wollen  wir  eine  Reibe  mit  lauter  positiven  Gliedern  betrachten : 
"i  -r  ii>  -r  "a  -f  .  .  •  Nach  der  Umordnung  möge  die  Reihe:  «/  +  ».^'  +  »3'  +  .  .  . 
lauten,  wobei  aber  alle  Glieder  der  zweiten  Reihe  in  der  ersten  und  umgekehrt  alle 
(ilieder  der  ersten  in  der  zweiten  enthalten  sein  sollen.  Sei  nun  .s',^,  die  Summe 
der  /('  ersten  Glieder  der  zweiten  Reihe,  so  nehme  man  von  der  ersten  Reihe  eine 
solche  Anzahl  n  von  (fliedern,  daC  in  deu  n  ersten  Gliedern  der  ersten  Reihe 
sämtliche  n'  ersten  Glieder  der  zweiten  Reihe  enthalten  seien.     Dann  ist 

Da  sämtliche  Glieder  der  zweiten  Reihe  positiv  sind,  so  wächst  s\^.  ständig,  bleibt 
aber  immer  kleiner  als  der  Grenzwert  von  s^,,  konvergiert  somit  nach  Satz  5,  S.  115, 
der  kleiner  oder  gleich  ist  dem  Grenzwerte  von  s^„  in  Zeichen: 

lim  s'^j,  <t  lim  .s,^ 

oder 

s'  <^  s. 

Wählen  wir  nun  umgekehrt  n'  derart,  daß  in  den  n'  ersten  Gliedern  der  zweiten 
Reihe  sämtliche  /;  ersten  (ilieder  der  ersten  Reihe  enthalten  seien,  so  ergibt  eine 
analoge  Ueberlegung  wie  die  vorige: 

lim  s,^  <^  lim  .s',^, 
«— >C)C  /('— >oo 

oler 

s<C  s'. 

Die  Formeln:  .s'<^.s  und  s<^.s'  können  nur  so  gleichzeitig  bestehen,  daß 

s'  =  .s 
ist.  d.  b.  also:  die  Summe  einer  konvergenten  Reihe    mit  lauter   jjositiven  (TÜedern 
bleibt  bei  jeder  beliebigen  l'mordnunsr  der  Glieder  ungeändert. 

Wenden  wir  uns  nun  zu  den  Reihen  mit  (iliedcrn  von  gemischtem  Vorzeichen, 
die  aber  absolut  konvergieren.  Wir  haben  gesehen,  daß  bei  solchen  Reihen  sowohl 
die  positiven  Glieder  für  sich,  wie  auch  die  negativen  Glieder  für  sich  konvergente 
Reihen  bilden  und  daß  die  Summe  der  ganzen  Reihe  gleich  ist  der  Differenz  der 
Summe  des  jiositiven  Gliedes  und  der  Summe  der  negativen  Glieder.  Bezeichnen 
wir  die  Reihe  der  positiven  Glieder  mit  «,  +  a-^  +  «»+...  ,  die  der  negativen  mit 
—  61  — &2  —  63  —  .  .  .  und  mit  A  bzw.  ( — B)  die  Summen  })ei(ler  Reiben,  so  ist  die 
Summe  -S' der  ganzen  Reihe  gleich  S  =  A  —  B.  Aendern  wir  nun  die  Anordnung 
der  Glieder,  so  möge  die  umu-eordnete  Reihe  der  i)ositiven  Glieder  lauten:  «,'  +  02'  + 
+  «3'+...  und  die  der  negativen  — l'i'  —  W  —  W — •••  Nun  ist  aber,  wie  Avir 
soeben  für  Reihen  mit  lauter  positiven  Gliedern  bewiesen  haben: 

lim  frti'  +  n./  +  «3'  +...)  =  lim  («i  +  ''^2  +  «3  +  -••)  =  ^ 
lim  (by'  +  62'  +  W  +...)  =  lim  (6,  +  b.  +  b^ +...)  =  B 
und  somit,  auch  nach  Umordnung  der  Glieder. 

S'  =  S^A  —  B. 
Somit  haben  wir  den  Satz  bewiesen: 

ö.  Satz.  Die  Summe  einer  absolut  konvergenten  Reilie  bleibt 
bei  jeder  beliebigen  Umordnung  der  Glieder  ungeändert. 

Zugleich  geht  aus  diesem  Satze  hervor,  daß  die  Umordnung  der  Glieder  nur  bei 
bedingt  konvergenten  Reiben  einen  Einfluß  auf  den  Wert  der  Summe  haben  kann. 
Es  läßt  sich  beweisen,  daß  man  bei  bedingt  konv(;rgenten  Reihen  durch  ]iassende 
Umordnung  der  Glieder  es  erreiclien  kann,  daß  die  Summe  der  Reihe  einen  beliebigen, 
von  vornherein  vorgeschriebenen  Wert  annehme. 


*)  Die  Anordnung  der  Glieder  kann  nicht  nur  den  AVert  der  Summe,  sondern 
sogar  den  Charakter  der  Reihe,  nämlich  ob  konvergent  oder  divergent,  beeinflussen. 
Indessen  würde  es  zu  weit  führen,  wenn  wir  auch  auf  diese  Eventualitäten  eingehen 
Wollten. 


II.  Taylor'sche  Reilieiieiit>vickluiigeii  von  Funktionen. 

Unter  dem  kubischen  Wärmeausdehnungskoeffizienten  eines 
Körpers  versteht  man  die  Volumzunahme  des  Körpers  pro  1"  C,  be- 
zogen auf  die  Volumeneinheit.  ]\ran  denkt  sich  also  dabei  das 
Volumen  v  des  Körpers  als  Funktion  der  Temperatur  T  gegeben 
durch  eine  Formel: 

v  =  v,a+aT),  .  .  .  (1) 

wo  1*0  das  Volumen  des  Körpers  bei  0"  C  bedeutet  und  a  eine  Kon- 
stante, die  wir  eben  als  den  kubischen  Wärmeausdehnungskoeffizienten 
bezeichnen :  der  Einfachheit  halber  nehmen  wir  fürs  Spätere  i^  =  1 
an.  Der  Differentialquotient  von  v  nach  T  ist  unter  Zugrundelegung 
von  (1)  konstant  u.  zw.  ist 

dv 

jy=a  ...(2) 

Nun  ist  aber  das  Gesetz  (1)  nur  annäherungsweise  für  einen  kleinen 
Temperaturbereich  gültig:  in  Wirklichkeit  ist  die  Abhängigkeit  des 
Volumens  von  der  Temperatur  keine  lineare.  Man  wird  diesem  Um- 
stände dadurch  gerecht,  daß  man  sagt:  Der  Ausdehnungskoeffizient 
ist  nicht  konstant,  sondern  selbst  eine  Funktion  der  Temperatur  und 
setzt  etwa  an: 

a=ao+ß-T  ...(3) 

pT  =  ß  •••<*' 

Hierbei  ist  a^  der  Wert  des  Ausdehnungskoeffizienten  für  T  ^  0 
und  ß  der  ..Temi)eraturkoeffizienf'  des  Ausdehnungskoeffizienten.  Das 
Volumen  ist  dann  darstellbar  durch: 

v  =  l-{-aT 
^l+a^T-i-ßT-  .  .  .  (5) 

Wir  sehen,  die  uns  von  vornherein  ihrer  Gestalt  nach  unbekannte 
Beziehung  zwischen  Volumen  und  Temperatur  versuchten  wir  zunächst 
in  erster  Annäherung  durch  eine  lineare  Funktion  darzustellen: 
eine  bessere  Anlehnung  an  die  Tatsachen  gestattet  aber  eine 
quadratische  Funktion  (Gl.  (5)). 
Aus  (5)  folgt: 

^=a..+2ßT  ...(til 
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Aus  (6)  folgt  ferner: 

wobei  der  Ausdruck  1,^1      den   Wert   von  3^  für  T=^0  bedeutet. 
\dllT=o  dl 

Mit  Berücksichtiguug-  von  (7)  und  (8)  ergibt  sich  aus  (5): 

Vergleicht  man  die  Resultate  von  Messungen  mit  der  Formel  (5), 
so  findet  man,  daß  zwar  die  Formel  (5)  die  Messungen  getreuer 
wiedergibt,  als  die  Formel  (1),  daß  aber  auch  sie  den  Tatsachen  nicht 
ganz  genau  entspricht.  Man  kann  versuchen,  den  Messungen  ge- 
rechter zu  werden,  indem  man  auch  ß  als  Funktion  von  T  ansieht, 
u.  zw.  eine  lineare: 

ß=ßo  +  y-T  ...(10) 

Daraus  ergibt  sich  für  v: 

v=l+a,-T  +  ß,.T'  +  Y-T'  .  .  .  (11) 

Dabei  ist: 

[^l^=^ß.  ...(13) 

;^^  =  2.3-7  ...(14) 

Mit  Berücksichtigung  von  (12)— (14)  ergibt  sich  aus  (11): 

Dieses  Verfahren  könnte  man  nach  Belieben  fortsetzen  und  man 
würde  sich  hierbei  überzeugen,  daß  man  die  durch  Messungen  er- 
haltene Kurve  um  so  getreuer  durch  eine  nach  Potenzen  von  T  fort- 
schreitenden Ausdruck  wiedergeben  kann,  je  mehr  Glieder  man  in 
den  Ausdruck  (15)  aufnimmt,  m.  a.  W.  daß  ein  Ausdruck: 

^  1-2  .  .  .  (n—l)    \dT"-^Jr^,  ^  L'i  .  .  .  n  dT-   "-       '  "  ^^^ 

sich  um  so  enger  an  die  experimentell  ermittelte  Kurve  v^f{T)  an- 
schmiegen wird,  je  größer  das  n  genommen  wird. 

Es  ist  nun  die  Frage  naheliegend,  ob  auch  im  allgemeinen  eine 
beliebige  Funktion  y  =  f(x)  durch  einen  Ausdruck 
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+ 


1  /c^"/ 


1.2-3...  w 


derart  darstellbar  sei,  daß  der  Ausdruck  (17)  die  gegebene  Funktion 
um  so  genauer  wiedergibt,  je  größer  das  n  genommen  wird,  m.  a.  \V. 
ob  nicht  f{x)  als  Grenzwert  des  Ausdruckes  (17)  für  w-^oo  darstell- 
bar sei,  also  als  „Summe"  der  unendlichen  Reihe: 

/(0)+f..+/;(?u-^+qf.x"+ (.8) 

Wir  haben   hierbei  /*(0)  anstatt  \j\\        geschrieben  und  1-2 -3... 

k^h\  (lies:  ,,lc  Faktorielle")  gesetzt. 

Bevor  wir  diese  Frage  allgemein  behandeln,  wollen  wir  uns  mit 
einem  speziellen,  sehr  einfachen,  dabei  aber  sehr  instruktiven  Bei- 
spiele befassen.    Es  sei  die  gebrochene,  rationale  Funktion 

vorgelegt  und  wir  versuchen  sie  durch  eine  nach  Potenzen  fort- 
schreitende Reihe  (18)  darzustellen.     Hierzu  berechnen  wir  zunächst 

1  1-2 

die  Ableitungen  von  t{x).     Es  ist  f'{x)  =  —        ,,  f"{x)  = r^, 

(1  —  X)-  {l  — X) 

f"\^)  =  Q l.'a;)^>  ...  und  allgemein: 

/^"^(-)  =  (IZ^  •••(20) 

Für  x  =  0  ist  /(0)  =  1.  /'(0)=1!,  /"(0)  =  2!,  /"'(0)  =  3!.  .  .  .  und  all- 
gemein : 

/(»)(0)  =  m!  ...  (21) 

Setzen  wir  dies  in  (18)  ein,  so  erhalten  wir: 

l -\- X  ■\- x' +  x'' -\- .  .  .  ...  (22) 

Man  merkt  sofort:  die  Reihe  (22)  ist  nichts  anderes,  als  die  im 
Beispiel  1  S.  315  behandelte  geometrische  Reihe.  \\"\v  wissen,  dalJ 
sie  im  Intervalle  (—1,  +1)   mit  Ausschluß  der  Grenzen  konvergiert 

und  daß  dort  ihre  Summe  gleich  s=  ist.    Es   ist   also  tat- 

^  \  —  x 

sächlich  die  Funktion  f{x)  =  ^        im  Intervalle  (—1,  +1> 

i — X 

durch  die  unendliche  Potenz  reihe: 

/(0)+qo)..+/f  ..=+/f..»+... 

darstellbar. 

Die  Summen  s,{x),  s^{x),  s.^[x\  .  .  .  s„{x)  nennen  wir  die  erste, 
zweite,   dritte,  .  .  .  «-te  Annäherungsfunktion   von  f{x).    In   unserem 

Falle  ist  s,(x)  =  1  +  »,  s,{x)  =  l  +  x  +  x\  s^{x)  =  \-\-x-\-  x-  -\-  x^ 

s„(a;)  =  l-{-x  +  x-  +  .  .  .^  x".    Einige  derselben  sind  in  Fig.  130  ein- 
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gezeichnet.    Man   sieht,  daß   sie  sich   im  Intervalle  ( — 1,  +1)  der 

Kurve  y  =  :j um  so  mehr  anschmiegen,  je  größer  der  Index  n  ist; 

außerhalb  des  Intervalles  (^1,  +1)  hingegen  weichen  sie  von  der 

Kurve  y  =  z immer  mehr  und  mehr  ab.    Ferner  sieht  man,   daß 

auch  innerhalb  des  Intervalles  ( — 1,  +1)  die  Anschmiegung  der  An- 
näherungsfunktionen an  f{x)  eine  um  so  bessere  ist,  je  näher  man  an 
die  Stelle  x  =:  0  herankommt. 


■t-i 


+  2 


Fig.  136. 


Für  a;=  +  1  ist  die  Reihe  (22)  divergent;  es  ist  aber  an  dieser 

Stelle  die  Funktion  f{x)  = selbst   auch   nicht  definiert   (es   ist 

bloß  lim  f{x)  =  +  oo).    Für  a;  =  —  1  wird  die  Reihe  (22)  unbestimmt, 
trotzdem   die  Funktion  f(x)  selbst  dort  einen  bestimmten  Wert  hat, 


nämlich  /( — 1) 


Außerhalb  des  Intervalles  ( — 1,  +1)  hat  f(x)  für 


jedes  X  einen  bestimmten  Wert,  die  Reihe  (22)  ist  aber  für  jedes 
(x)  >  1  divergent  und  kann  daher  dort  zur  Darstellung  von  f(x)  nicht 
herangezogen  werden.  Wir  können  aber  leicht  Reihen  aufstellen,  die 
auch  dort  gegen  f(x)  konvergieren.    Substituieren  wir  beispielsweise 

2  =  a;  — (— 1) 

=  x+l  ...  (23) 

so  wird  f{x)  :=  — 


2—2 


und   wir  können   diesen  Aus- 
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druck  nach  Potenzen  von       entwickeln.     Es  wird  dann 

;i7=^+M:r+(^r+ i^*> 

2 

wobei  die  Reihe  für  —  1  <  -^  <  +  1   also  —  1  <     ~|"  -  <  +  1     oder 
—  3<a:<  +  l  konvergiert.    In  diesem  Intervalle  wird  demnach: 

Zu  demselben  Resultate  wären  wir  auch  gelangt,  wenn  wir  in 
der  Formel  (18)  für  x  nicht  Null,  sondern  — 1  eingesetzt  und  nach 
Potenzen  von  [x  —  ( — 1)J  anstatt  nach  solchen  von  x  entwickelt 
hätten.     In  der  Tat,  tut  man  dies,  so  erhält  man: 

/(- 1) = l,  /'(- 1) = ^r  /"(- 1) = ~2^^  /'"(- 1) = ^;^ . .  •, 


/"(-l) 


2«+i 


und  die  Reihenbildung: 

■[x-(-l)Y  +  .  ..  ...(26) 

ergibt  genau  die  Reihe  (25). 

Wir  sagen:  die  Reihe  (26)  ist  ,.an  der  Stelle  x  =  —  l  gebildet-' 
oder  die  Funktion  f(x)  ist  „an  der  Stelle  x  =  —  1  in  eine  Potenz- 
reihe entwickelt  worden".  Die  Ausdrucksweise:  „an  der  Stelle 
x  =  —  1"  (oder  auch  „in  der  Umgebung  von  x  =  —  !•')  deutet  an, 
daß  die  Koeffizienten  der  Reihe  (26)  aus  den  Werten  der  Ableitungen 
von  fix)  für  x  =  —  1  gebildet  worden  sind  und  die  Reihe  nach 
Potenzen  von  [x  — (— 1)]  fortschreitet,  —  Die  Reihe  (22)  ist  an  der 
Stelle  a;  =  0  gebildet  worden. 

Allgemein    kann    gezeigt    werden,     daß     sich     die    Funktion 

f(x)  =  :j an  irgendeiner  Stelle  x  =  X(^  (mit  Ausnahme  von  j;^  =  +1) 

i. — X 
in    eine    nach    Potenzen    von    (x  —  x,,)    fortschreitende    Reihe    ent- 
wickeln läßt.    Einerseits  erhält  man  nämlich  durch  die  Substitution: 

1111 


1  —  X         1  —  Z  —  Xq  1  —  Xq 


1 


1— Xo 


yalpctcr,  Mathematik.    2.  .\ufl.  *" 
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und  zu  genau  demselben  Resultate  gelangt  man  andererseits  durch 
die  Formel: 

+  -^{x-x,r-\-.  ..  ...  (28) 

Die  Formel  (28)  nennt  man  die  Taylor'sche  Formel  und  die 
rechts  stehende  unendliche  Reihe  die  Taylor'sche  Reihe.  Speziell 
für  Xq  =  0  heißt  die  Reihe  die  MacL aurin 'sehe  Reihe. 

Es  fragt  sich  nun,  ob  der  Formel  (28),  deren  Gültigkeit  für 
f(x)  = wir  soeben  nachgewiesen  haben,  auch  allgemeine  Gültig- 

JL — X 

keit  d.  h.  also  auch  für   andere  Funktionen  als  :, zukommt.    Mit 

1 — X 

anderen  Worten.:  Setzen  wir 

^.W  =  /W  +  'lf-  +  /:^^»l..=  +  ...+qf^'...       ...0) 

und  schreiben 

f{x)  =  s,,{x)-\-K{x\  ...  (2) 

so  ist  die  Frage  nach  der  Entwickelbar  keit  von  f{x)  in 
eine  Taylor'sche  Reihe  identisch  mit  der  Frage:  unter 
welchen  Umständen  konvergiert  der  Rest  r„(a;)  mit 
wachsendem   n  gegen   Null,  oder,   wann   ist   lim  r„(a;)  ==  0? 

Denn     offenbar    ist     dann    und    nur    dann    i{x)  ==  lim  s„{x),    wann 

lim  [fix) — s„{x)]  ^  lim  r„{x)  =  0  ist.     Wir   wollen    daher    trachten, 

M— >00  n— >00 

einen  einfachen  Ausdruck  für  r„(a;)  zu  ermitteln,  der  es  gestatten 
würde  den  Betrag  von  r„(a3)  leicht  abzuschätzen. 

Es  ist  laut  Definition  des  (bestimmten)  Integrals: 


!< 


^f'ix)dx  =  f{b)-f{a)  .  .  .  (3) 

Setzen  wir  a;„  anstatt  a  und  x^^  +  h  anstatt  b,  so  wird  aus  (3) 

.r„4-A 

K^o  +  h)  -fix,)  =ß'{x)dx  ...  (4) 

Anstatt  x  führen  wir  eine  neue  Variable 

t=XQ-{-h  —  X  ...  (5) 

ein,  so  daß  dt^  —  dx  wird;  wir  erhalten  dann 

jf{x)  dx=—  Cf'{x)-d(x,  -\-h  —  x)  ...  (6) 
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und  auf  das  rechts  stehende  Integral  wenden  wir  die  Ko^el  der  teil- 
weisen Integration  an.     Dadurch  wird 

Jf'(x).d{x^+h  —  x)=  {x^  +  h  —  x).f'{x)\        —  t(x^+h  —  x)-f"{x).dx 

=  —  Ä . /'(x„)  —Ji^o  +  h  —  x)^  f'{x)  .dx  ...  (7; 

Dies  in  (6)  und  (4)  eingesetzt  ergibt: 

fi^o  +  fi)  —  fM  =  h.f\x)+  jf{x) -{xo+h  —  xj.dx       .  .  .  ( 8 j 

Auf  das  rechts  stehende  Integral   wenden   wir  wiederum   die  Regel 
der  teilweisen  Integration  an  und  erhalten  so: 

(fix) '{x„+h  —  x).dx=-  //"(x) . (xo  +  Ä  —  x) . d(x^  +h  —  x) 


Xo  +  h 


l 


Xo  +  h 

=  ^2  •  ^"^''«^ ~  IP'"^''^ •{x.+h-xy. d{x,  +h-x)        .  .  .  ( 9) 

Wenn  wir  dieses  Verfahren  weiter  fortsetzen,  indem  wir  jedesmal 
auf  das  zuletzt  erhaltene  Integral  die  Regel  der  teilweisen  Integration 
anwenden,  so  erhalten  wir  nach  n-maliger  Wiederholung  des  Ver- 
fahrens : 

/(^o  +  A)  -  /(xo) = I,  •  fix,) + l^j .  nx,)  + . . .  +  f ,  •  f^-'M + 

-fo  +  A 

+  \  f(x,+h  —  x)"-f('*+'\x)-dx  ...  (10) 

.Co 

Gleichung  (10)  ist  aber  die  Taylor'sche  Formel  (vgl.  Formel  (28) 
S.  338  und  Gl.  (2)  S.  338),  wobei  der  Rest  r„  in  der  Form  erscheint : 

Xo  +  h 

r„  =  —.-  fiXo-\-h  —  xy'-f'"  +  '\x).dx  .  •  •  aV' 

Xo 

Wenden   wir  auf  (11)  den  ersten   Mittelwertsatz  der  Integral- 
rechnung (S.  267)  an,  so  erhalten  wir: 

r„=ly  (x,  +  h  -  x,)-[x,  +  h  -  s^)"-/'"+"(a  ■  .  .  (12) 

22* 
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wobei  b  einen  Wert  zwisclien  a;„  und  a;„  +  7i  bedeutet;  er  kann  also 
geschrieben  werden:  |  =  iCo  +  i9-/i.  0<ty-<l.  Setzt  man  dies  in  (12) 
ein.  so  wird: 

1 


ni 


(18) 


Gl.  (13)  stellt  die  Cauchy'sche  Form    des   Restes  der  Taj'-lor'schen 
Reihe  dar. 

Wendet  man  auf  (11)  den   zweiten  Mittelwertsatz  der  Integral- 
rechnung (S.  267)  an,  so  erhält  man: 

.To  +  A 


r„  = 


n 


/(n  +  l)(^-).     C(^x^^h  —  X)-   ■  dx 


1 

n\ 

1 

n 


n  +  1 


x«  -\-  h 


=  :,-/'"+-'(^') 


w  +  l 


(w  +  1)!     >         ^"^   ^   -■''  •  ■  •  (^^^ 

Die  Form  (14)  ist  die  L  a  g  r  ang  e'sche  Form  des  Restes  der 
Taylorschen  Reihe.  —  Mit  Verwendung  der  Lagrange'schen  Form 
des  Restes  lautet  die  Taylor'sche  Formel: 

fix, +h)= fix,) + 1, .  fix,) + ^  j .  fix,) + !^'; .  f"'ix,) + . . . 


+  tr^-''(^->+(.TiV^'"^"^^«+''^'^ 


(15) 


An  Hand  der  Lagrange'schen  Form  des  Restes  ist  es  leicht  eine 
hinreichende  Bedingung  für  die  Kntwickelbarkeit  einer  Funktion  f(x} 
in  eine  Taylor'sche  Reihe  zu  linden.  Man  sieht  nämlich  sofort,  daß 
in  allen  jenen  Fällen,  in  denen  die  w-te  Ableitung  von  fix)  für  jedes 
n  endlich  bleibt,  lim  r„  =  0  ist.     Es   ist  ja,  wie  wir   im  Beispiele  5 

n->00 

vorigen   Kapitels   gesehen    haben,    die    Reihe    mit    dem    allgemeinen 

h" 
Gliede  u„  =     ,    konvergent    und    daher   muß    nach    Satz   1    vorigen 

h" 
Kapitels  für  jedes  h  lim  w„  =  lim  -i=^0  sein.   Ist  nun  im  betrachteten 

n  — ^  oo  n  — >  oo  ^^  ■ 

Intervalle  /(")(»)  für  jedes  n  endlich,  so  läßt  sich  eine  endliche,  positive 
Zahl  M  derart  finden,  daß  in  diesem  Intervalle  \f'"\x)\<M  bleibt. 
p]s  ist  daher 

|(„'';"iV/<'-^'K+*Ä)|<(„^-M    ...(!«) 


^»+1 


und  da  lim  ,     ,  ^  . 

{n  +  1) ! 

folgenden  Satz  bewiesen 


=  0  ist,  so  ist  auch  lim  r„  =  0.    Somit  haben  wir 
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Gibt  es  zu  einem  Intervalle  (Xf,  —  ti,  Xq -]- h)  eine 
positive  Zahl  M  derart,  daß  für  ein  diesem  Intervalle 
angehöriges  x  und  ein  beliebiges  (beliebig  großes)  h 
die  Ungleichung  \/'^"^{x)\<i  M  besteht,  so  ist  in  diesem 
Intervalle  lim  r,,  -  i),  mit  anderen  Worten,  bleibt  in  einem  gewissen 

n->00 

Intervalle  die  w-te  Ableitung  von  f(x)  mit  wachsendem  n  dem  abso- 
luten Betrage  nach  endlich,  so  ist  dort  die  Funktion  in  eine 
Taylor'sche  Reihe  entwickelbar. 

So  sind  z.  B.  die  höheren  Ableitungen  von  fix)  =  sin  x  oder 
f[x)  =  cos  X  dem  absoluten  Betrage  nach  abwechselnd  gleich  sin  x 
oder  cos  x,  also  höchstens  gleich  1 ;  diese  Funktionen  sind  daher  an 
jeder  Stelle  a;  =  cc^  in  Potenzreihen  entwickelbar,  die  für  jedes  x 
gegen  f(x)  konvergieren.  —  Dasselbe  gilt  für  die  Funktion  j{x\---^e\ 
denn  die  höheren  Ableitungen  von  e"  sind  alle  gleich  e'  und  somit 
für  ein  endliches  x  endlich. 


1.  Beispiel.    Wir  wollen  die  Funktion  f{x)  =  sin  x  an  der  Stelle 
Xq^=0  in   eine  Potenzreihe  (MacLaurin'sche  Reihe)  entwickeln.  — 

Es  ist  fix)  =  cos  a;  =  sin  \x  +  ^|,  f"{x)  =  cos  (a;  +  ^ W  sin  (^  +  ^  •  2'^)) 

i"\x)  =  cos  ja;  +  2  •  l^j  =  sin  la;  +  8  ■  ^|,  .  .  .  /(")(»)  =  sin  [x-\-n.  -^j; 
für  X  =  0  ist  /(O)  =  0,  /'(O)  =  1,  /"(Oj  =  0,  /'"(O)  =  -  1.  .  .  .  /  "  (0)  = 
=  sin-^.    Somit  lautet  die  Potenzreihe,  von  der  wir  bereits  wissen.  • 


daß  sie  für  jedes  x  gegen  sin  x  konvergiert, 


sm  a;  =  a; 


x^      x" 
3!"^  5! 


7! 


+ 


In  Fig.  137  sind   die   drei   ersten  Annäherungsfunktionen   von  sin  x 
an  der  Stelle  a;,,  =  0  gezeichnet. 
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Fig.  137. 
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2.  Beispiel.     Wir  Avollen  die  Funktion  /(a;)=:cos  x  an  der  Stelle 
a;„  =  0  in  eine  Potenzreihe  entwickeln.  — 

Es  ist  f'{x)  =  —  sin  x,  f"{x)  =  —  cos  a;  =  ^  sin  l  ic  +  ^  j,  j"'{x)  = 

=  -  sin  (o;  +  2  .  2 ).  •  •  •  ^i^fl  /(O)  =  h  W)  =  0,  /"(O)  =  - 1,  /'"(O)  =  0, 

/*'(0)  =  1,  ...  Die  Potenzreihe,  von  der  wir  ebenfalls  bereits  wissen, 
daß  sie  für  jedes  x  gegen  cos  x  konvergiert,  lautet: 

U/  o/  JU 

cos^  =  l-2T+  4!~6!  +  -  •  • 

3.  Beispiel.     Wir   wollen    die  Funktion   f{x)  r=  e"  an    der   Stelle 
iCo  =  0  in  eine  Potenzreihe  entwickeln. 

Es  ist  e^  =  f{x)  =  fix)  =  f"{x)  =  f"'(x)  =  .  ..  und  daher 

1 = /(O)  ==  f'(o)  ==  no) = /'"(O)  = . . .         ...  (1) 

somit 

/y»  /y*  —  /y»ö  /y»4  ry*) 

Daß  diese  Reihe  für  jedes  x  gegen  e^  konvergiert,  steht  ebenfalls 
bereits  fest. 

Setzt  man  in  (2)  a;  =  1,  so  erhält  man 

^  =  l  +  l  +  ^  +  ^  +  ^I+-5,  +  •••  •  •  •  (3) 

Formel  (3)  kann  man  benützen,  um  die  Zahl  e  mit  beliebiger  Genauig- 
keit zu  berechnen. 

4.  Beispiel.     Wir  wollen  die  Funktion  f(x)  =  In  a;  an   der  Stelle 
x^,  =  1  in  eine  Potenzreihe  entwickeln.    Es  ist 

f'{x)  =  x-\  t"{x)  =  —  1 . a; -2,  f"'{x)  =  (—  1)-' .1.2.  x-\ 
f(^){x)  =  {—lY'l-2-^-x-\  .  .  .,  /'«)(a;)  =  (— ])»-i.(n— l)!a;-"  .  .  .  (1) 
Hier  bleiben  die  höheren  Ableitungen  von  f{x)   nicht   endlich;   es  ist 

la    /'"'(x)  =:-^ --^  — : und  da  lim   , tvj  =  0  ist,   so  ist 

''     '         '^'  a;"  a;     (w— 1)!  „^oo(w— 1)! 

lim  |/^")(a;)|  =  +  oo.     Das   in    den    bisherigen    Beispielen    benützte 

n  ->00 

Kriterium  für  das  Verschwinden  des  Grenzwertes  des  Restes  versagt 
hier;  nichtsdestoweniger  ist  die  Funktion  f{x)^=^\\\x  an  der  Stelle 
Xq^I  in  eine  Taylor'sche  entwickelbar  (war  ja  das  in  den  obigen 
3  Beispielen  benützte  Kriterium  bloß  eine  hinreichende  aber  keine  not- 
wendige Bedingung  für:  lim  r„  ^  0). 

n— >00 

Zunächst  wollen  wir  die  in  Betracht  kommende  Reihe  aufstellen. 
Wir  setzen  in  (1)  x^  =  1  und  erhalten: 

t{x)  =  In  x  =  In  [1  +  (a;  —  1)]  =  In  (1  +  h)  = 

Von  der  Reihe s-  +  .3 •  •  •  wissen  wir  bereits,  daß  sie 

für  |Ä I    1  konvergiert  (vgl.  Beispiel 4  vorigen  Kapitels)  und  für  \h\)l 


I 


I 
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divergiert.  Außerhalb  des  Intervalles  (—1,  +  Ij  kann  also  die 
Reihe  (2)  sicherlich  nicht  zur  Darstellung  der  Funktion  Ind  +  Ä) 
herangezogen  werden.     Für  Ä-^-f  1  nimmt  die  Reihe  die  Gestalt  an: 

von  der  wir  bereits  wissen,  daß  sie  gegen  In  2  konvergiert  (Bei- 
spiel 9  S.  328).  Für  h  =  —  l  wird  (2)  zur  harmonischen  Reihe  fmit 
negativen  Vorzeichen),  von  der  wir  wissen,  daß  sie  divergiert;  aller- 
dings  ist   auch   In   (1  +  ä)    furÄ  =  — 1   nicht   definiert   (es   ist   bloß 

lim  In  (1  +  h)  =  —  oo).  —  Wir  haben  uns  also  nur  noch  mit  dem  Ver- 

A->— 1 

halten  der  Reihe  innerhalb  des  Intervalles  (—1,  +1)  zu  befassen 
(mit  Ausschluß  der  Grenzen).  Daß  die  Reihe  in  diesem  Intervalle 
konvergiert  wissen  wir  zwar;  wir  müssen  aber  noch  nachweisen, 
daß  sie  gegen  ln(l  +  Ä)  konvergiert.  P'ür  die  Legitimität  einer 
Taylorschen  Reihenentwicklung  genügt  es  nämlich  nicht  nachzu- 
weisen, daß  die  gebildete  Reihe  konvergiert,  denn  sie  kfinnte 
eventuell  zwar  konvergieren,  aber  nicht  gegen  die  entwickelte 
Funktion,  sondern  gegen  eine  andere  Funktion,  wie  wir  noch  später 
an  einem  Beispiele  sehen  werden.  Der  Nachweis,  daß  die  Taylor'sche 
Reihe  gegen  die  entwickelte  Funktion  konvergiert,  ist  stets  damit 
erbracht,  daß  nachgewiesen  wird,  daß  der  Rest  gegen  Null  kon- 
vergiert:  lim  r„==0,   denn   dann   (und  nur  dann)   ist  lim  s„{x) -~  f{x) 

(vgl.  Gl.  (2)  S.  388). 

In     unserem    Falle     ergeben     sich    für    den    Rest    r„    aus    der 
Lagrange'schen  und  Cauchy'schen  Form  folgende  zwei  Ausdrücke: 

=  (-i)"-,T+r(rT*^)  •••(^' 

=  kn+i  .  -ÜH^  .  (_  1)"  .  ,1 !  (1  +  &h)-"    1 

Es  sei  zunächst  0<ä<4-1.  dann  nehmen  wir  den  Rest  in  der 
Form  (3).    Dann  ist  erstens  lim    --r~|  =0  und  zweitens,  da  1  -f  ^^ä  >1 

ist,  (:; „,V     <1;   es  ist  daher  in  diesem  Falle  lim  r„  =  0.  —  Ist 

\1  -\-  irnj  M->oo 

ferner  —  1<ä<0,  so  nehmen  wir  die  Form  (4)  des  Rcste.><.  Da  ä 
negativ   und    dem    absoluten   Betrage   nach   kleiner   als    1   ist,  so  ist 


und 
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1— ^<1  +  ^Ä,   daher  r-x  q./ <  ^  ^^^^  ^^^^^^  (i  4.  '>/.)  "<  ■^'      Wegen 
lim  Ä"  =  0  ist  somit  auch  lim  r„:^0.  —  Für  h^l  benütze  man  die 

n  — >  00  «  ^  00 

Form  (3),  aus  der  sofort  lim  r„  =  0  hervorgeht. 

Zusammenfassend  können  wir  sagen:  Die  Formel 

ln(l+Ä)  =  y 2  +"3^-  5  +•  •  •  •  •  '^^^ 

besteht  für  jedes  x,  dessen  absoluterBet rag  kleiner  ist 
als  1,  und  für  cc  =  +  1. 

Die  Taylor'schen  Reihenentwicklungen  benützt  man,  um  die  nume- 
rischen Werte  der  Logarithmen  (für  die  Logarithmentafeln)  zu  be- 
rechnen. Die  Reihe  (5)  selbst  konvergiert  allerdings  recht  schwach 
(vgl.  die  Reihe  für  In  2,  S.  329),  wir  können  aber  mit  ihrer  Hilfe 
Reihen  gewinnen,  die  rascher  konvergieren. 

Vertauschen  wir  in  (5)  den  Buchstaben  h  einmal  mit  +  x,  ein- 
mal mit  — X,  so  erhalten  wir: 

Durch  Subtraktion  erhalten  wir: 

ln(l  +  a;)-ln(l-x)  =  ln^=:2(^-f^-f  ^  +  ...)    ...(8) 

1                   \  -\-  X 
Setzt  man  also  bespielsweise  a?^.,,  so  wird  :=2,  und  wir  er- 

halten  so: 

>"2=2-(i+3  4  +  1-5^  +  -  ••)  •••(9) 

Diese  Reihe  konvergiert  viel  rascher,  als  die  Reihe 

T       i  +  i      i  +  -  •  • 

1  .      1  +  a;      5 

Setzt  man  x  =  ,,,  so  wird. =-und 

9'  1  —  X      4 

In  ^  =  In  5  —  In  4  =  In  5  —  2  In  2  = 
4 

Ist  In  2  mittels  (9)  bereits  berechnet,  so  kann  die  Formel  (10)  dazu 
dienen,  um  In  5  rasch  zu  berechnen.  —  In  der  Praxis  bedient  man 
sich  noch  mancher  Kunstgrifte,  um  die  Konvergenz  der  auszuwerten- 
den Reihen  noch  zu  verstärken. 

5.  Beispiel.    Wir  wollen  die  Funktion 

i{x)  -=  (1  +  x)'"  ...  (1) 

in  eine  Potenzreihe  entwickeln.  —  Es  ist  f'{x)  =:^m-{l  +  cc)'"-',  f"{x)  = 
=  m.(m — 1).(1  +  x)"'-^,  .  .  .  ,  p"^{x)  =  m-im  —  l)  .  .  .  (m  — n  +  1). 
.(1  +  »)'»-"  und  somit: 
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m(m  —  l)...(m  —  n  +  1) 
•  •  •  +      — ^ x''  +  r,.  ...  (2) 

und  —  mit  Benützung  der  Cauchy'schen  Restform  — 

/-,        r>N      w(m  —  1) . .  .  (m  —  n) 

r„  =  {i  —  ^y .  —5^ ^^r^ — --  •  ^"-^'  ■  ( 1  +  *  ^)"'-"- '    ■  ■  -  (3 ) 

Setzen  wir: 

(m  —  l)...(m  —  n) 

-^ x-^A  ...(4) 

m-x-(l  +  d-xr-^  =  B  ...  (5) 


so  ist 


K=A.B.C  ...  (7) 

Wir  beg-nügen  uns  mit  der  Betrachtung  des  Intervalles  (—  1,  +  1) 
mit  Ausschluß  der  Grenzen.  Für  dieses  Intervall  ist  es  leiclit  zu 
zeigen,  daß  lim  ^  =  0  ist.    Es  ist  nämlich  für  die   unendliche  Reihe 

H->00 

...          ,,          .         r^^•  j              (»w  —  1)  .  . .  (m  —  n) 
mit  dem  allgemeinen  Gliede  Un=- — p-^^ .  x"     das    Ver- 


n-^OC 


haltnis = X  und  lim =  —  x.    Für  (x)  <  1  konvergiert 

daher  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede  w„  und  daher  muß  lim 

Un=^0  sein;  daraus  folgt  aber  (für  (x)  <  1) 

lim  ^  =  0  ...  (8) 

«-^00 

Ferner  sieht  man,  daß  B  endlich  und  C  kleiner  als  1  bleibt;  es  folgt 
daher  aus  (7) 

lim  r„  =0  ...  (9) 

H->00 

Es  ist  daher  für  (x)  <  1 

{1-i-  xy*==l  +  mx-\ ~- -■x--\ ^-j ■ — x^+...        (10) 

Aus  (10)  resultieren   durch  Einsetzen  von  speziellen  Werten   für  m 
beispielsweise  folgende  Formeln: 

,  =l  —  ^x  +  ^.    .  •  X-—  «  •  ^   +  .  .  . 

yi  +  x  2.4  2.4-6 
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Eine  Funktion,  die  sich  in  der  Umgebung  einer  Stelle  x^=  Xq  in 
eine  Taylor'sclie  Keihe  entwickeln  läßt,  nennt  man  eine  in  dieser 
Umgebung  analytische  Funktion.  Soll  eine  Funktion  an  einer 
Stelle  X  ^=^  Xq  analytisch  sein,  so  ist  hierzu  vor  allem  notwendig,  daß 
sie  dort  sämtliche  Ableitungen  (beliebig  hoher  Ordnung)  besitzt.  Daß 
dies  jedoch  nicht  immer  hinreicht,  soll  folgendes  Beispiel  zeigen. 

Wir  betrachten  die  Funktion  f{x)  =  e  .^-  in   der  Umgebung   der 

Stelle  a;  =  0;  für  »  =  0  selbst  hat  zwar  das  Zeichen  e  .v-  keinen  Sinn, 

-1  11 

es  ist  aber  lim  e   t-  :=  lim  ^-  =  —  =  0  und  wir  erweitern  die  Defini- 

tion  der  betrachteten  Funktion,  indem  wir  ihr  für  x  =  0  den  Wert 
Null  beilegen.  Dadurch  ist  die  Funktion  f(x)  an  der  Stelle  a;  =  0 
stetig  geworden  und  besitzt  dort  sämtliche  Ableitungen,  die  wir  nun 
berechnen  wollen.    Es  ist 

/i->0  f^  /i^O      "■ 

und  mit  Hilfe  des  Theorems  von  L'Hospital  (S.  148)  finden  wir,  indem 
wir  yir  =  3  setzen : 

/'(0)  =  lim^-  =  ]iin-^  =  0 
Ferner  ist 
../m      1-     /'(0  +  /0— /'(O)      ,.     2e"i       ,.     2z-'      ,.     4z       ,.      4        „ 

/l->0  ''■  /(->0      '«■  z-^oo  ß  ^-^OO  ^  /(->00  '^ 

Aehnlich  findet  man,  daß  sämtliche  Ableitungen  höherer  Ordnung 
für  a;  =  0  verschwinden.  Setzt  man  also  an  der  Stelle  x^^  =  0  die 
Taylor'sche  Reihe  für  f{x)  an: 

so  sieht  man,  daß  dieselbe  für  jeden  Wert  von  x  gegen  Null  kon- 

_  1  _j^ 

vergiert,  nicht  aber  gegen  e  x\  Somit  ist  die  Funktion  f{x)  =  e  a:- 
an  der  Stelle  x  =  0  nicht-analytisch,  trotzdem  sie  dort  sämtliche 
Ableitungen  besitzt. 

Zugleich  sehen  wir  an  dem  erörterten  Beispiele,  daß  es  nicht 
genügt,  die  Konvergenz  der  gebildeten  Taylor'schen  Reihe  zu  be- 
weisen, daß  man  vielmehr  jedesmal  beweisen  muß,  daß  die  Summe  der 
gebildeten  unendlichen  Reihe  gleich  der  entwickelten  Funktion  f{x) 
ist  (vgl.  S.  343). 


Es  sei  y-=f{c)  eine  Funktion  von  x,  a;„  irgend  ein  Wert  der 
unabhängigen,  y^  der  dazu  gehörige  Wert  der  abhängigen  Variablen. 
Seinerzeit  haben  wir  als  das  Differential  dx  der  unabhängigen  Variablen 
einen  beliebigen  Zuwachs  (x  —  a;,,)  derselben,  dagegen  das  Differential 
dy  der  abhängigen  Variablen  durch  die  Gleichung 

dy  =  f'iXf,)dx  •.•(!) 
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definiert.  Wir  haben  betont,  daß  der  Zuwachs  Ay,  den  y  erfährt, 
wenn  x  um  dx  wächst,  sich  nicht  mit  dem  Differential  dy  (h-ckti 
haben  aber  an  einem  Beispiele  zei*,'en  können,  daß  die  i)ifterenz 
(Ay  —  dy)  um  so  geringer  ist,  je  kleiner  das  dx  {genommen  wird. 
Wir  wollen  nun  mit  Hilfe  der  Taylor'schen  Formel  beweisen,  daß  die 
Differenz  zl.(/  —  f?//  unendlich  klein  von  zweiter  Ordnung 
wird,  wenn  dx  gegen  Null  konvergiert. 
Es  ist 

Ay  =  y  —  y^=f(x)  —  f{x^)  ...(2) 

Setzen  wir  in  der  Taylor'schen  Formel  (Gleichung  (13)  S.  340)  n  =  1 
und  X — XQ=dx.  so  erhalten  wir  für  Ay  die  Beziehung: 

Ay  =  f'{x^)dx  +  f"(x^-\-ifdx).{l  —  ^).(dx)-'         ...  (3) 
und  mit  Rücksicht  auf  (1) 

Ay  —  dy=f"{x^  +  Mx).(l—^).{dxy'  ...  (4) 

Dividieren  wir  (4)  durch  {dx)-,  so  erhalten  wir: 

^^=^  =  fix,  +  &dx).{l-i^)  ...  ,5) 

und*) 

lim^^^=/"K)-lim(l-^)  ...(6) 

Ist  die  rechte  Seite  von  (6)  endlich  —  was  ja  bei  den  meisten  in 
der  Praxis  vorkommenden  Funktionen  der  Fall  sein  wird  —  so  ist 
hiermit  der  Beweis  erbracht,  daß  die  Diiferenz  Ay  —  dy  mit  dx^O 
unendlich  klein  von  zweiter  Ordnung  wird  (man  vergleiche  die 
Definition  der  Ordnung  des  „Unendlich-klein-werdens"'  S.  147). 


Wir  wollen  die  Entwickelbarkeit  einer  Funktion  in  eine  Taylor- 
sche  Reihe  dazu  benützen,  die  seinerzeit  gegebene  Theoiie  dci- 
Maxima  und  Minima  in  einer  Hinsicht  zu  ergänzen.  A\ir  haben 
nämlich  seinerzeit  für  das  Vorhandensein  eines  Extrems  folgende 
hinreichende  Bedingungen  gefunden: 

f(x)  =  0     f"(x)<0  f'(x)^0    f"(x)>0 

für  ein  Maximum  für  ein  Minimum. 

Ist  aber  an  einer  Stelle  a;  -  -  a;^  sowohl  f(Xf,)  =  0  als  auch  f"{x^,)  0, 
so  versagt  dieses  Kriterium;  es  kann  dann  ein  Maximum,  ein  Minimum 
oder  aber  ein  eigentlicher  A\endepunkt  vorliegen.  (Unter  einem 
eigentlichen  Wendepunkt  haben  wir  einen  Punkt  verstanden,  in  dem 
die  Kurve  von  ihrer  Tangente  durchsetzt  wird.)  Wir  wollen  nun 
ein  Kriterium  ableiten,  weiches  auch  in  Fällen,  wo  gleichzeiris:  hx) 
und  f"{x)  gleich  Null  sind,  die  Entscheidung  gestattet,  ob  ein  Maximuu), 
Minimum  oder  ein  eigentlicher  Wendepunkt  vorliegt.  Hierzu  brauchen 
wir  zunächst  folgenden,  auch  sonst  sehr  nützlichen 


*)  Man  beachte,  daü  0-  seinerseits  auch  eine  Funktion  vdu  d.r  ist,  0-^O.^.r), 
von  der  man  nur  weiü,  daü  sie  für  jedes  dx  zwisclien  Null  und  Kins  liejjt.  .Mit  Hilfe 
der  Taylor'schen  Formel  für   n  -  3  kann  man  leicht  zeigen,   daü  lim  i^^ds)  =  .^   ist. 
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Hilfssatz.    Ist 

q>{a')  =  ttkiJO  —  XqY  +  cit+iix  —  XoY+^  +  «a-+2(.^'  —  0CQy+'^  +  .  .  . 

eine  (in  einem  gewissen  Intervalle)  konvergente  Potenz  reihe, 
wo  k  den  Exponenten  der  ersten  Potenz  mit  nicht  verschwindenden 
Koeffizienten'*')  bedeutet,  so  kann  man  stets  die  Umgebung 
der  Stelle  a?  -  iT'o  derart  einschränken:  \x  —  XQ\</t,  daß 
innerhalb  des  Intervalles  (a?,,  —  h,  oc-Q-\-h)  die  Funktion 
cf{x)    dasselbe    Vorzeichen     hat,    wie    das    erste    Glied 

«a(X  —  XoY. 

Beweis.    Bildet  man  den  Quotienten: 
so  sieht  man  sofort,  daß 


lim 


ist  und  es  folgt  daher  aus  dem  Begriffe  des  Grenzwertes,  daß  man  die 

Differenz  ( — ,        — ^ 1)  dem  absoluten  Betrage  nach  beliebig  klein 

machen  kann;  mit  anderen 'Worten,  man  kann  zu  jeder  beliebig  vor- 
gegebenen positiven  (noch  so  kleinen)  Größe  e  ein  derartiges  h  finden, 
daß  im  Intervalle  (x„  —  h,  a;„  + /i)   der  absolute  Betrag  der  Differenz 

^^  1  kleiner  bleibt  als  e.     Nehmen  wir  speziell  e  <1  z.  B. 


£  ==  0-9  an,  dann  gibt  es  ein  Intervall  (Xq—Ji,  x^  +  h),  innerhalb  dessen 

l-V^-l|<0-9 

\a,{x  —  x^}'         I 

oder 

0-1  <    -/f<'^  -,,  <  1-9 
at{x  —  xj^ 

In  diesem  Intervalle  ist  also  der  Quotient  — ^ r^  gewiß  positiv ; 

(^k\x  —  aj^j 

(£f(x\ 

soll   aber  — t^^-^-t   positiv   sein,   so   müssen   Zähler   und   Nenner 

at{x  —  »oj*    ^ 

dasselbe  Vorzeichen  haben  und  damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Nun  soll  eine  B^unktion  f(x)  vorliegen,  für  die  an  einer  gewissen 
Stelle  x=^Xq  die  ä;  —  1  ersten  Ableitungen  verschwinden  (wobeie  ^3 
angenommen  wird).  Um  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  fix)  an  der 
betreffenden  Stelle  ein  Maximum,  Minimum  oder  einen  (eigentlichen) 
Wendepunkt  hat,  entwickeln  wir  sie  dort  in  eine  Taylor'sche  Reihe*'*'): 

Jix)  =  fix,,)  +  ^^^-  ix  -  X,)  +  ^^^«^ .  (X  -  a;„)'^  +  .  .  . 

die  infolge   des  Verschwindens   der  k  —  1    ersten  Ableitungen   in  der 
Form 


*)  Es  darf  natürlich  k  auch  gleich  Null  sein. 

**)  Selbstverständlich  muß   dabei  vorausgesetzt  werden,   daU  fix)  an  der  Stelle 
Xo  überhaupt  in  eine  Potenzreihe  entwickelbar  ist. 
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geschrieben  werden  kann. 

Es  sei  zunächst  k  eine  gerade  Zahl;  dann  ist  t^x  — x,,)*  sowolil 
für  x>x^  wie  auch  für  a;  <  x,,    positiv.     Ist   dann  /*(a;„)  positiv,   so 

ist  das  Produkt      , ,"  -(a;  —  a;^)*  ebenfalls   positiv   und  es   gibt   dann 

nach  obigem  Satze  eine  Umgebung  (x^  —  ä,  x^  +  ä),  innerhalb  der- 
selben f{x)  —  f(xQ)  auch  positiv  ist.  also  /(xo)</{'z);  es  liefert  dann 
also  die  Stelle  x=^x^  ein  Minimum.  Ist  dagegen  /*(x„)  negativ,  so 
ist  im  Intervalle  (x^—h,  x^  +  h)  /(x)— /(x„)  negativ,  also  /(x^)  > /(xj, 
die  Stelle  x  =  x„  liefert  dann  ein  Maximum. 

Es  sei  nun  k  eine  ungerade  Zahl;  dann  ist  (x — x„)*  für  a;  >  x„ 
positiv,  für  x<Xo  negativ.    Was  für  ein  Vorzeichen  auch  immer  dann 

f''>(x  ) 
der  Koeffizient  /*X^o)  haben   mag,  das  Produkt      ,,**  (x  — x„)*    hat 

dann  für  x  >  x„  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  als  für  x  <  x^  und 
dies  gilt  nach  obigem  Satze  auch  für  fix)  —  /(x„)  (in  einem  gewissen 
Intervalle  (x^  —  h,  x^  +  ä));  es  ist  somit  rechts  von  x^  /(xj  > /(x„). 
links  von  Xq  f{x)  <  f{xj  oder  umgekehrt.  Es  liegt  dann  weder  ein 
Maximum  noch  ein  Minimum  vor;  die  Stelle  x  =^  x^  liefert  einen 
eigentlichen  Wendepunkt. 

Zusammenfassend  können  wir  behaupten: 

Wenn  für  x  =  Xq  die  erste  und  einige  der  folgenden 
Ableitungen  von  /'(.v)  verschwinden,  so  ist  /'(jt^)  ein 
Extremwert  oder  nicht,  je  nachdem  die  erste  nicht  ver- 
schwindende Ableitung  von  gerader  oder  ungerader 
Ordnung  ist.  Ist  die  Ordnung  derselben  gerade,  so  ist 
der  Extremwert  ein  Maximum  oder  ein  Minimum,  je 
nachdem  diese  Ableitung  negativ  oder  positiv  ist. 


Wir  haben  seinerzeit  definiert:  Die  Kurve  y  =  f(x)  hat  an  der 
Stelle  x  =  Xo  einen  Wendepunkt,  wenn  dort /"(x)=.0  ist  und  zwar 
wird  der  Wendepunkt  ein  eigentlicher  oder  uneigentl  icher 
genannt,  je  nachdem  dort  die  Kurve  von  ihrer  Tangente  durchsetzt 
wird  oder  nicht.  Wir  wollen  nun  ein  Kriterium  finden,  welches  die 
Entscheidung  gestattet,  ob  an  einer  Stelle  x  x^.  für  die  f'\x^)  0 
ist.  ein  eigentlicher  oder  uneigentlicher  Wendepunkt  vorliegt.  Hierzu 
entwickeln  wir  die  Funktion  f(x)  an  der  fraglichen  Stelle  in  eine 
Taylor'sche  Keihe: 

/(x)  =  /(xj+^\f  (a:-x,)  +  ^>;''.(^-xJM-.  .  . 

Da  nun  laut  Voraussetzung  /"(xj :  0  und  im  allgemeinen  auch 
einige  der  folgenden  Ableitungen  verschwinden  werden,  so  können 
wir  schreiben: 

/(x)-/(xo)-/XxJ(x-Xo)  =  4,"\x-x;)*  +  |^_^\;,(x-x,l*>  + 


I 
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WO  k>'d  ist.  Nun  beachte  man,  daß  y  =  f{x)  die  Gleichung  der 
diskutierten  Kurve  und  y  =^ /(x^^)  +  f'(Xf^)-{x  —  x,^)  die  Gleichung-  ihrer 
Tangente  im  Punkte  a;„  ist;  somit  bedeutet  die  linke  Seite  obiger 
Gleichung :  f{x)  —  [/(^b») -k-  f{x^-{x  —  a^)]  nicbts  anderes  als  die  Diiferenz 
der  Ordinaten  der  Kurve  und  derjenigen  ihrer  Tangente.  Und.  nun 
sieht  man  leicht  ein,  daß  diese  Differenz  rechts  und  links  von  x  =  a;„ 
dasselbe  oder  das  entgegengesetzte  Vorzeichen,  je  nachdem  k  gerade 
oder  ungerade  ist;  im  ersten  Falle  liegt  die  Kurve  (bzw.  ein  Zweig 
derselben)  in  der  Umgebung  von  x^,  auf  einer  Seite  der  Tangente, 
im  zweiten  Falle  liegt  die  Kurve  rechts  und  links  von  «o  ^^f  ent- 
gegengesetzten Seiten  der  Tangente;  im  ersten  Falle  liegt  also 
ein  uneigentlicher,  im  zweiten  ein  eigentlicher  Wendepunkt  vor.  So 
gelangen  wir  zu  folgendem  Kriterium. 

Wenn  für;r  =  a^o  die  zweite  und  einige  der  folgenden 
Ableitungen  von  /'(x)  verschwinden,  so  liefert  die  Stelle 
x  =  Xo  einen  eigentlichen  oder  uneigentlichen  Wende- 
punkt, je  nachdem  von  den  höheren  Ableitungen  die 
erste  nicht  verschwindende  von  ungerader  oder  ge- 
rader Ordnung  ist. 


III.  Fourier'sche  Reihen. 

Die  Taylorsche  Eeilie,   die  zur  Darstellung  einer  Funktion  /(x) 
herangezogen  wird,  schreitet  nach  Potenzen  von  x  fort: 

a^  a;  +  «2  ^"  +  ^3  ^^  +  •  •  . 

Die  Fouri ersehen  Reihen,  zu  denen  wir  uns  jetzt  wenden,  schreiten 
nach  trigonometrischen  Funktionen  von  x  fort,  sind  nämlich  von  der 
Form : 

a^  sin  x-\- a^%va.^x-\- a^'&m?iX-\-  .  .  . 
bzw. 

&i  cos  x  +  60  cos  2  a;  +  &3  cos  3  a;  +  .  .  . 

Die  Funktionen,  die  durch  eine  Taylor'sche  Reihe  darstellbar  sind, 
bilden  nur  eine  sehr  enge  Gruppe  von  Funktionen;  dagegen  ist  die 
Gruppe  der  Funktionen,  die  durch  Fouriersche  Reihen  darstellbar 
sind,  eine  viel  breitere.  "\\'ährend  für  die  Darstellbarkeit  einer  Funk- 
tion durch  eine  Taj'lor'sche  Reihe  die  Existenz  aller  Ableitungen 
eine  unerläßliche  Bedingung  war,  ist  für  die  Darstellbarkeit  einer 
Funktion  durch  eine  Fouriersche  Reihe  nicht  einmal  die  Stetigkeit 
der  Funktion  unbedingt  erforderlich.  Es  darf  vielmehr  eine  Funktion 
an  einigen  Stellen  unstetig  sein,  ohne  die  Fähigkeit  der  Darstellbarkeit 
durch  eine  Fouriersche  Reihe  einzubüßen.  JJirichlet  hat  folgende 
hinreichende  Bedingungen  für  die  Darstellbarkeit  einer  Funktion 
durch  eine  Fourier'sche  Reihe  aufgestellt:  die  zu  entwickelnde  Funk- 
tion muß  endlich  und  eindeutig  sein,  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
Unstetigkeitsstellen  („Sprüngen"  —  vgl.  S.  42)  besitzen  und  (in 
einem  endlichen  Intervalle)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Maxinia 
und  Minima  aufweisen.*)  JedeFunktion,die  diese  Dirichlet- 
schen  Bedingungen  erfüllt,  ist  durch  eine  Fourier'sche 
Reihe  darstellbar.  Es  würde  indessen  den  Rahmen  dieses 
Baches  überschreiten,  wenn  wir  diese  Behauptung  exakt  beweisen 
wollten;  wir  müssen  uns  mit  der  Feststellung  der  Tatsache  begnügen. 
Wir  werden  überhaupt  in  diesem  Kapitel  die  Darstellung  V(m  Funk- 
tionen durch  Fouriersche  Reihen  mehr  vom  formalen  als  vom  stieng 
legitimistischen  Standpunkte  behandeln  und  werden  insbesondere  das 
Wesen  der  Fourier'schen  Reihenentwicklungen  an  konkreten  Bei- 
spielen zu  illustrieren  versuchen. 


*)    Wir   werden   später   eine    Funktion    kennen    lernen   (S.  879).   die   in  einem 
endlichen  Intervalle  eine  unendliche  Anzahl  von  Maxinia  und  Minima  aufweist. 
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Zunächst  führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein.  Wir  nennen 
eine  Funktion  gerade,  wenn  sie  für  negative  Werte  der  unab- 
hängigen Variablen  x  dieselben  Werte,  wie  für  positive  Werte  von 
x^  in  Zeichen:  wenn 

/(-^)  =  /(+4 

m.  a.  \V.  wenn  bei  der  graphischen  Darstellung  der  Funktion  der 
über  der  negativen  a;-Achse  errichtete  Teil  der  Kurve  ein  genaues 
Spiegelbild  in  bezug  auf  die  ?/-Achse  des  über  der  positiven  a;-Achse 
errichteten  Teiles  der  Kurve  ist.  Beispielsweise  ist  /(»)  =  x'^  eine 
gerade  Funktion  von  a;,  weil  /( — »;):=( — xf  =^  ■\- x^  ^  i{-\- x)  ist. 
Ebenso  ist  /(x)  =  cos  x  eine  gerade  Funktion  von  cc,  weil  /(—  x)  = 
=  cos( — x)  =  cos  (+ a;)=:/(+ »),  —  Ist  für  eine  Funktion  f{x) 

/(-a;)  =  -/(+a;), 

so  nennen  wir  die  Funktion  ungerade.  Beispielsweise  ist  f(x)  = 
=  x^  eine  ungerade  Funktion  von  x,  weil  /( —  x)  =  ( —  x)'^  =  —  x^  = 
=  —  /(+  x)  ist.  Ebenso  ist  f{x)  =  sin  x  ungerade,  weil  /(—  x)  = 
=  sin  ( —  x)  =  —  sin  x  =  —  /(-f  xj  ist.  Der  über  der  negativen  x- 
Achse  errichtete  Teil  der  Kurve,  die  eine  ungerade  Funktion  dar- 
stellt, entsteht  aus  dem  über  der  positiven  x-Achse  errichteten  Teile 
durch  zweimalige  Spiegelung,  u.  zw.  zuerst  an  der  y-Achse  und  dann 
an  der  x-Achse  (oder  auch  durch  Drehung  der  Figur  um  180°). 

Eine  Funktion,  die  weder  gerade  noch  ungerade  ist,  kann  in 
zwei  Summanden  zerlegt  werden,  von  denen  der  eine  gerade,  der 
andere  ungerade  ist.  Ist  nämlich  j{x)  die  betreffende  Funktion,  so 
schreiben  wir: 

i{x)  =  i  [fix)  +  /(-  X)]  +  ^  [fix)  -  /(-  x)]. 

Diese  Gleichung  ist  offenbar  eine  Identität  (wie  man  sich  durch  Auf- 
lösen der  eckigen  Klammern  sofort  überzeugt).  Es  ist  aber  cpix)  = 
=  I  [f(x)  +  /( —  x)]  eine  gerade  Funktion,  weil  ja 

cpi  -  x)  =-  ^  [/(-  X)  +  /(+  x)]  =  i  [/(+  X)  +  /(-  x)]  =  cpi+  X) 
ist.    Ferner  ist  ip(x)  =  \lfix)  —  /( — x)]  eine  ungerade  Funktion,  weil  ja 

ip{-  ^)  =  1  [/(-  ^)  -  /(+  ^)]  ^-  -  i-  [/(+  ^)  - /(-  ^)]  =  -  V^(+  ^) 
ist.  —  Beispielsweise  ist  fix)  =^ia  —  x)-  weder  gerade  noch  ungerade, 
kann  aber  in  einen  geraden  und  einen  ungeraden  Teil  zerlegt  werden: 

=  .}^[a-xy  +  ia  +  x)'-] 

=  a-  -{-  X- 
uiid 

i}Jix)=^[fi+x)-fi-x)] 

=  ^  [ia  —  X)- —  ia -\- x)'^] 

=  2ax. 
Wir  werden  im  folgenden  zunächst  gerade,  dann  ungerade  Funk- 
tionen in  Fourier'sche  Reihen  entwickeln,  wodurch  wir  in  den  Stand 
gesetzt  sein  werden  auch  solche  Funktionen  zu  entwickeln,  welche 
weder  gerade  noch  ungerade  sind,  indem  wir  sie  in  einen  geraden 
und  einen  ungeraden  Teil  s])alten. 

Es  sei  nun  fix)  eine  gerade  Funktion  von  x,  die  im  Intervalle 
( —  5T,  +  TT)  gegeben  sei.  Wir  wollen  sie  in  eine  nach  trigonometri- 
schen Funktionen  von  x  fortschreitende  Reihe  entwickeln.  Da 
cos  ( —  kx)  =  cos  kx,  da  also  cosinus  eines  Vielfachen  von  x  eine  ge- 
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rade  Funktion  von  x  ist,  so  ist  es  nalieliegrend,  die  gerade  Funk- 
tion i{x)  durch  eine  unendliche  Reihe  von  Cosinus-Funktionen  dar- 
stellen zu  wollen : 

/(>;)  =  a„  4-  aj  cos  x  +  a^  cos  2x  +  a^  cos  x  + (Ij 

Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  die  Koeffizienten  a^,  a,,  a.„  a^,  .  .  .  . 
dieser  Reihenentwicklung  für  eine  gegebene  Funktion  /(x)  zu  berechnen. 
Zu  diesem  Zwecke  integrieren  wir  beide  Seiten  von  (1)  über  x  von 
—  /r  bis  -f  TT  : 


jf{x)dx^ao  I  dx  +  a^^  i  cos  xdx-}-a^  j  cos  2xdx  +  .  .  . 

—  yt  —  n  -  n  —  u 

und  bemerken,  daß 

j  COS  xdx  =^    — sin  X      =^0,  |( 
und  allgemein: 


(2) 


cos2xrfx: 


— ;  sin2x 


=  0, 


I  cosÄ:x(?x:= 


—  ^sin^x 
k 


=  0. 


Es  geht  deshalb  aus  (2)  hervor: 

+  71 


ß 


f{x)dx  ^  Qq  •  X 


=  27r .  a. 


oder 


(3) 


Wir  haben  so  die  Formel  erhalten,  nach  der  man  für  eine  gegebene 
gerade  Funktion  /(x)  den  ersten  Koeffizienten  a„  der  Fourier'schen 
Reihe  berechnen  kann,  und  den  zweiten  Koeffizienten  a^  zu  be- 
rechnen,   multiplizieren  wir  zunächst  beide  Seiten  von  (1)  mit  cosx: 

/(x)  cos  X  =  «0  cos  X  +  a^  (cos  x)-  +  a.,  cos  x  cos  2x  + (4) 

und  integrieren  sodann  beide  Seiten  von  (4)  über  x  von  —  :i  bis  +  >t  : 

+  n  +71  +71  ~-7t 

j  f{x)cos  xdx  =  aQ  I  cosxdx  +  a,  /cos-  xrfx  +  a,  I  cos  x  cos  2x  dx -f 

—  7t  —  Tl  —71  —  71 

+  71 

+  «3  /  cos  X  cos**  xdx  -{-  .  . .  .  .  .  (ö) 

—  7t 

Wir  bemerken,  daß  (vgl.  S.  204.  Ueb.  11  des  Kai».  H.  des  zweiten 
Teiles) 


/ 


cos  xdx  = 


sin  X 


+  0, 


+  " 


cosxcos2xtZx^. 


Salpetei,  Mathematik.    2.  Autt. 


2  COS  X  sin  2x  —  sin  x  cos  2x 


=  0 


23 
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lind  allgemein: 

I  cos  X  cos hxd^x  =  r^~^  •  A:  cos  a;  sin  kx  —  sin  x  cos  kx      =  0. 


+  71  +rt 

COS  X  COS  kxdx  =  p —   •  Ä:  cos  a;  sin  kx  —  sin  x  cos  kx 


Es  werden  alle  bestimmten  Integrale  auf  der  rechten  Seite  von  (5) 
gleich  Null,  mit  Ausnahme  des  Integrales  i  cos-  x  dx.  welches  (vgl, 
Ueb.  37  S.  210)  gleich  tt  ist;  es  ist  somit 


f" 


'  f{x)  cos  xdx^=  ttj-Tt 

—  n 

oder 

«j  =  —  I  f{x)  COS  xdx.  ...  (6) 


Um  »2  zu   bestimmen,   multiplizieren   wir   beide  Seiten  von   (1)   mit 
COS  2x  und  integrieren  über  x  von  —  jt  bis  +  tt.    Wir  finden  so,  da 

j  COS  2x  COS  kx  dx  für  jedes  k,   ausgenommen  ä;  =  2,   gleich  Null  ist^ 

— ji 

j  f(x)  cos  2xdx^=a^j  (cos  2xy-dx 

—  n  — TT 

und  —  da  |  (cos  2a;)^  (Za;  ==  tt  ist  — 

^-71 

+  n 

ttj  =  —  I  f(x)  cos  2a;  (?»  ...  (7) 

—  7t 

+  7t 

Es  ist   allgemein   das  Integral  1  cos  kx  cos  mxöla;  für  ä;  <  m  gleich  Null 


und  nur  für  k^m  gleich  yr.*)  Daher  findet  man  allgemein,  wenn 
man  beide  Seiten  von  (1)  mit  cos^a;  multipliziert  und  dann  glied- 
weise über  X  von  —  7c  bis  +  tt  integriert 


+^^ 


*)    Um    das   Integral  /  (cos   kx)^  dx    auszuwerten ,    substituieren     wir    kx  =  z, 

—  71 

dx  =1-^  dz ;    die    Integrationsgrenzen  müssen   entsprechend   geändert   werden :    dem 
Werte  — i  von  x  entspricht  der  Wert  — kn  von  z  und  dem  Werte  +7r  von  x  der 

-\-7t  -\-k7t 

Wert  +  kit  von  z.    Es  ist  daher  /  cos  kx^dx  =  -j-  •  I  cos^  z  •  dz  =  -r  •  kn  =  7i. 


also 
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j  f{x)  COS  kxdx:^ai  j{coskx)^'dx  =  at'Ti 

— -r  —n 

ö*=--  jf{x)  COS  kxdx  •  .  •  (8) 

—  TT 

Die  Formel  (8)  gilt  für  jedes  k,  ausgenommen  k  =  0,  für  welches  wir 
bereits  die  Formel  (3)  besitzen. 

Wir  bemerken  noch,  daß  wir  —  da  sowohl  f[x)  wie  cos  kx  (und 
daher  auch  das  Produkt  f{x)  cos  kx)  gerade  Funktionen  von  x  sind  — 
Formel  (81  auch  schreiben  können:*) 

0*^=-  1  f{x)  COS kxdx  ...  (9) 

u 

Zusammenfassend  können  -wir  sagen:  Wird  eine  im  Inter- 
valle { —  rr,  +/r)  gegebene,  gerade  Funktion  f{x)  in  eine 
Fourier'sche  Keihe: 

f[x)  =  «Q  +  ttj  cos  X  +  Ö2  cos  2x  +  «3  cos  3x  +  .  .  . 

entwickelt,  so  bestimmen  sich  die  Koeffizienten  dieser 
Reihe nent"uicklung  nach  der  Formel 

-l-.T 

at  =  ~  I  f(x)  cos  kxdx 

—  71 

=  -  1 K^  cos  kx  dx 

o 

welche  für  jedes  k  gilt,  ausgenommen  ä;  =  0;  für  ^  —  0  ist 

-\-7t 


-J-71 

=  -^/«^) 


dx. 


I 


*)   Wenn   wir   im  Integrale  / /(j)  cos /ex  rfx  die  Substitution  —x=--z  einführen. 

—  n 

SO  erhalten  wir  /  f{x)  coskxdx=—  1  t\—z)  cos  (—  k:)  d:  -  +J  f(:)  cos  k:  ,1:  = 

71 

=  /  /(x)  cos  fcxrfx.    (Der  Wert  eines  bestimmten  Integrales  hängt  ja  nicht  davon  al.. 

mit  welchem  Buchstaben  man  die  Integrationsvariable  bezeichnet.) 

23* 
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An  einem  Beispiele  wollen  wir  den  Sinn  der  Kntwicklung  einer 
Funktion  in  eine  Fourier'sche  Reihe  näher  kennen  lernen.  Es  sei 
eine  Funktion  gegeben  durch  die  Formeln: 


f{x)  =-\-  -^lx  +  y  j  für  —  fr  <  X  <  i9- 
fix)  = ix—   A  für       0 <  a; <  +  TT 


(1) 


Wir  begegnen  hier  zum  ersten  Mal  dem  Falle,  daß  eine  Funktion  in  ver- 
schiedenen Teilen  eines  Intervalles,  in  dem  sie  detiniert  ist,  durch  verschiedene 
Formeln  gegeben  ist.  Wir  bemerken  ausdrücklich,  daij  dies  nicht  im  Widerspruche 
zum  Begriffe  der  Funktion  steht  (vgl.  Üetinition  der  Funktion  S.  16).  Wenn  man 
eine  empirisch  erhaltene  Funktion  durch  eine  mathematische  Formel  wiedergeben 
will,  so  ist  sogar  dieser  Fall  die  Regel,  denn  selten  sind  die  empirisch  erhaltenen 
Kurven  so  einfach,  daß  sie  sich  durch  eine  einzige  der  von  uns  studierten  Formeln 
allein  wiedergeben  ließe.  Man  denke  z.  B.  an  die  Pulsdruckkurve  des  Menschen 
oder  gar  an  die  Fieberkurve  eines  Patienten  (oder  auch  an  die  Baromelerdruckkurve 
u.  dgl.).  Der  Leser  wird  sicherlich  geneigt  sein,  einen  prinzipiellen  Unterschied 
zwischen  den  Funktionen  zu  machen,  die  durch  eine  einzige  Formel  wiedergegeben 
werden  können,  und  solchen,  deren  Definitionsintervall  aus  zusammengestückelten 
Teilintervallen  mit  mehreren  verschiedenen  Formeln  besteht.  Die  Neigung  zu  dieser 
Unterscheidung  ist  gewiß  nicht  ganz  ohne  Berechtigung.  Die  Formeln  nämlich,  die 
wir  bis  jetzt  in  diesem  Buche  studiert  haben,  waren  nahezu  ausnahmslos  Formeln  für 
analytische  Funktionen  (vgl.  S.  H45),  während  eine  Funktion,  zu  deren  Ausdruck 
zwei  (oder  mehrere)  Formeln  benötigt  werden,  in  der  Regel  nicht  eine  im  ganzen 
Definitionsintervalle  analytische  Funlition  ist  (sie  wird  nämlich  in  den  Punkten,  wo 
die  Teilintervalle  zusammenstoßen,  im  allgemeinen  nicht-analytisch  sein).  Allein, 
vom  höheren  Standpunkte  betrachtet,  ist  diese  Unterscheidung  nicht  wesentlich.  Es 
wäre  nämlich  einerseits  möglich,  auch  für  nicht-analytische  Funktionen  einheitliche 
Formeln  zu  kreieren,  andererseits  könnte  man  eine  analytische  Funktion  durch 
mehrere  Formeln  definieren.  So  könnte  man  z.  B.,  wenn  man  wollte,  für  die  soeben 
durch  die  Formel  (1)  definierte  Funktion  eine  eigene  einheitliche  ]?ormel  ersinnen 
und  festsetzen.  Andererseits  könnte  man  beispielsweise  die  positiven  (oberhalb  der 
X-Achse  liegenden)  Teile  der  Sinus-Kurve  mit  einer  eigenen,  und  die  negativen 
(unterhalb  der  x-Achse  liegenden)  Teile  wiederum  mit  einer  eigenen  Formel  be- 
zeichnen, wodurch  die  bisher  mit  sin  .r  bezeichnete  Funktion  im  Intervalle  ( — tt,  +  ä) 
durch  zwei  verschiedene  Formeln  Aviedergcgeben  wäre  und  es  wäre  trotzdem  diese 
Funktion  im  ganzen  betrachteten  Intervalle  (also  auch  in  den  Stoßpunkten  der 
Teilintervalle)  analytisch. 

Die  durch  (1)  definierte  Funktion  kann  man  sich  über  das  be- 
trachtete Intervall  ( — tt,  +  tt)  hinaus,  nach  rechts  und  nach  links 
fortgesetzt  denken,  wie  dies  in  Fig.  138  geschehen  ist.  Man  kann 
sie  sich  aus  der  Cosinus-Kurve  dadurch  entstanden  denken,  daß  die 
Scheitelpunkte  derselben  (Maxima  und  Miniraaj  mit  geraden  Linien 
verbunden  worden  sind.  Die  dazugehörige  cos-Kurve  ist  in  Fig.  138 
punktiert  gezeichnet. 


Fio-.  138. 


Die  betrachtete  Funktion  (1)  ist,  wie  man  sich  an  Hand  der 
Formeln  und  auch  aus  der  B'ig.  138  leicht  überzeugt,  eine  gerade 
Funktion  und  wird  daher  durch  eine  Reihe  von  Cosinus-Funktionen 
darzustellen  sein.     Es  ist  hier 


I 
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a«  =  —  lf{x)dx 


(1 


=  0 
Für  das  allgemeine  Glied  a^  findet  man: 

2 


ük 


TT 


■/« 


x)dx 


2^ 
n 


•/(-.t)-(^-2~)-'"'^'^"^^ 

ü 

Nun  ist  (vgl.  Ueb.  31  S.  208): 

rt 

X  COS  Jix  dx 


f^ 


x      .     j  1  j 

,  sm  kx  -{-  Y^  cos  kx 
fc  k,- 


1  7 

=  ,^  (COS  krt  —  1) 
k' 

I    0     für  gerades  k 

— '       2 

]— p^  für  ungerades  ä; 

Ferner  ist    \Q,o^kxdx=^0  und  daher  ist 
ak=  0 


n 


at 


8 


.  für  gerades  k      ) 
.  für  ungerades  k 


(2) 


(3) 


Es  ist  daher  unsere  durch  (1)  definierte  Funktion  f(x)  in  folgende 
Reihe  entwickelbar: 

/(x)  =  ^-  {  cos  x  +  -y-  cos  3x  +  ^^.  cos  5x  +  .  .  .[       .  .  .  (4i 
Betrachtet    man    die    durch  (1)    gegebene    Funktion    als    eine 

Q 

Schwingung,  so  stellt  das  Glied     .,  cos  a:  die  Griindsclnvingung  ((irund- 
ton),  das  Glied  ^^  ^  cos 3x  die  erste  (ungerade)  Oberschwingung  (dritter 

Ordnung),  das  Glied  ö^cos  bx  die  zweite  (ungerade)  Oberschwingung 
(fünfter  Ordnung)  dar,  usw.;  die  geraden  Oberschwingungen  fehl.Mi  hier. 
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2.  Beispiel.  Wird  ein  Wechselstrom  gleichg-erichtet  (d.  li.  die 
negative  Phase  des  Stromes  in  positiv  umgewandelt),  so  entsteht  eine 
Stromkurve,  wie  sie  in  Fig.  139  abgebildet  ist;  die  negativ  gewesenen 
Teile  der  Stromkurve  sind  in  der  Figur  punktiert   angedeutet.     Wir 


Fig.  139. 

stellen    uns    die   Aufgabe,    die    aus    der    Gleichrichtung   entstehende 
Stromkurve  „harmonisch  zu  analysieren"  d.h.  in  eine  Fourier- 
sche  Reihe  zu  zerlegen.    Es  genügt  hierzu,  die  Kurve  in  einer  ganzen 
Periode,  z.  B.  im  Intervalle  ( —  tt,  +  tc)  zu  analysieren. 
War  der  ursprüngliche  Strom  durch 

f(x)  =  sin  x  ...  (1) 

gegeben,  so  ist  der  gleichgerichtete  Strom  gegeben  durch 
/(»)  =  —  sin  a;     .  .  .  für  —  sr  <  a;  <  0       | 
f(x)  =  +  sin  a?     ...  für        0  <  a;  <  +  tt  f 
Man   sieht  sofort,  daß  die  Funktion  (2)  gerade  ist,   die  wir  also  in 
eine  Cosinus-Reihe  entwickeln  wollen.    Es  ist 


I 


(2) 


und 


%  =  —  I  f{x)dx  =  —  I  sin  xdx  = 

0  0 

Tt 

0 

TT 

~   Tt'j 


2_ 

7t 


(3) 


ix)  cos  hxdx 


sin  a;-cos  kx-dx 


n    P— 1 
(0 

4 


Ic  sin  hx  sin  x  +  cos  lex  cos  x 
.  für  ungerades  'k\ 
.  .  für   gerades   k 


(4) 


I  7t{k^—l)       ■ 

Die  Reihenentwicklung  für  unsere  Funktion  lautet  somit: 


fix)  = 


4(1 


TT 


„^  cos  6x 
3o 


(5) 


1  o  1  . 

.f. R-  cos  2a;  —  zr^  cos  4a; 

I  J        o  lo 

4     1 
Das  erste  Glied  —  —  =:  0,637  stellt  die  Gleichstromkomponente  des 

gleichgerichteten  Stromes  dar;  diese  Gleichstromkomponente  ist  es 
gewöhnlich,  die  mit  der  Gleichrichtung  des  Stromes  bezweckt  wird. 
Die  erste  Oberschwingung  ist  ein  Wechselstrom  von  doppelter  Frequenz 
als  der  ursprüngliche  Wechselstrom  und  von  einer  Amplitude 
4 

=  0,324.    Die  Gleichrichtung  eines  Wechselstromes  kann  also  auch 

zur  Frequenzverdopplung  des  Wechselstromes  benutzt  werden. 
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Ein  wesentliches  Merkmal  der  im  vorigen  Kapitel  stu(li«.'rten 
Taylor'schen  Reihenentwicklungen  von  Funktionen  war  es,  daß  die 
Anschmiegung  der  sukzessiven  Annäherungsfunktionen  an  die  ent- 
wickelte Funktion  eine  um  so  bessere  war,  je  näher  man  an  die  Stelle 
a^o  heranrückte,  an  der  die  Funktion  entwickelt  wurde.  Dies  kam 
in  den  Figuren  136  und  137  deutlich  zum  Au.sdruck.  Ganz  anders 
verhält  sich  die  Sache  bei  den  Fourier'schen  Reihen;  hier  gibt  es 
keine  im  betrachteten  Intervalle  ausgezeichnete  Stelle,  sondern  die 
Annäherung  geschieht  mehr  oder   weniger   gleichmäßig   im   ganzen 


Fig.  140. 


Intervalle.    Um  dies  zu  veranschaulichen  sind  in  Fig.  140  neben  der 
entwickelten  Funktion  (Formel  (1))   die  Gleichstromkomponente    ;^, 

t  4. 

die  Glieder  —  ^  -  -cos  2x  und  —  ,.      cos  4x  (punktiert)  gezeichnet, 
3?r  lort 

2        ,  ,       2 
ferner  die  drei  ersten  Annäherungsfunktionen  s^^x)  =  ^,  s^{x)  =  —  — 

Man    sieht 


-A  cos2x,  .3(-^)  =  - 


V-  cos  2  X  —  . .      cos  4  X. 

6  TT  10>T 


deutlich,  wie  die  sukzessiven  Annäherungsfunktionen  sich  immer  mehr 
und  mehr  an  die  gegebene  Kurve  anschmiegen,  wobei  aber  kein 
Punkt  der  Kurve  besonders  ausgezeichnet  erscheint. 

Wir   gehen  jetzt    daran,    die    p:nt wickhing     von    ungeraden 
Funktionen  in  Fourler'sche  Reihen   zu  behandeln.    Da  die  lunktion 
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sin  hx  ungerade  ist,  ist  es  naheliegend  eine   ungerade  Funktion  in 
eine  nach  Sinus-Funktionen  fortschreitende  Eeihe  zu  entwickeln: 

f{x)  =  ttj  sin  a;  +  «2  sin  2a;  +  ttg  sin  3  a;  +  .  .  .  ...  (1) 

Zur  Ermittlung  der  Koeffizienten  dieser  Reihenentwicklung  bedienen 
wir  uns  eines  analogen  Verfahrens,  wie  vorhin  bei  der  Entwicklung 
einer  geraden  Funktion.  Wir  multiplizieren  beide  Seiten  von  (1)  mit 
sinkx  und  integrieren  über  a;  von  —fr  bis  +  rt.     Wir  konstatieren 

daß  j  sin  kx  sin  mxdx  für  k^m  gleich  Null  ist  und  nur  für  k=m 

—n 

einen  von  Null  verschiedenen  Wert  hat;  für  Ä;  =  m  ist  ^{^mkx)Hx  =  '[t. 


So  finden  wir 


/ 


i{x)  sin  kxdx  =  ai-  n 


—  71 


also 


t  =  —  //(«)  sin  kxdx  ...  (2) 


—  n 


Da  sowohl  /(a;)  wie  sin  kx  ungerade  sind,  so  ist  das  Produkt  /(a;).sin  kx 
gerade  und  es  ist  daher  U{x)  sin  kxdx  =  1-  U{x)%mkdx  also  können 

—  n  0 

wir  anstatt  (2)  auch  schreiben: 

n 

2    /•* 
a*  =  —  / /(a;)  sin  kxdx  ...  (3) 

n 

Wir  haben  so  folgenden  Satz  gewonnen: 

Wird   eine    im   Intervalle   (— tt,   -\- n)   gegebene,    un- 
gerade Funktion  j{x)  in  eine  Fourier'sche  Reihe: 
j{x)  =  «1  sin  a;  +  ttg  sin  2a;  +  «3  sin  3a;  +  .  .  . 

entwickelt,  so  bestimmen  sich  die  Koeffizienten  dieser 
Reihenentwicklung  nach  der  Formel: 

»*  =  —  /  j[x)  sin  kx  dx 

—  n 

+  71 

2 


71 


I f{x)  sin  kxdx 


3.  Beispiel.    Es  sei  eine  Funktion  definiert  durch: 


f{x)  =  —  1  ...  für  —  TT  <  a;  <  0 

/(»)=+  1  ...  für  0<a;<  + 


3 


Diese  Funktion   ist  offenbar  ungerade  und  daher  durch   eine  nach 
Sinus-Funktionen  fortschreitende  Reihe  darzustellen.    Es  ist  hier 
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■\.n 


861 


a* 


n    J 


sin  hxdx 


sin  lex  dx 


Es  ist  also: 


0 
ynk 


sin  X  +  ^ 


für  gerade  k 
für  ungerade  k 

sin  3x  +   .    sin  5a;  + 
o 


m 


.  (3) 


Stellt  f(x)   eine   Schwingung   dar,    so    ist         sin  x   die  Grund- 

4 
Schwingung,  ^  sin  3x  die  erste  ungerade  Oberschwingung  (dritter 

4 
Ordnung),  ^  sin  5x   die   zweite  ungerade  Oberschwingung  (fünfter 

Ordnung),  usw.;  die  geraden  Oberschwingungen  fehlen  hier. 

Die  betrachtete  Funktion  /(x)  gibt  beispielsweise  die  Spannungsverteilung  auf 
einem  linearen  Hertz 'sehen  Oszillator  an,  bevor  der  Funke  überspringt.  Die  Reihen- 
entwicklung gibt  die  Schwingungen  an,  die  am  Oszillator  nach  Ueberspringen  des 
Funkens  entstehen. 


Fig.  141. 

In  Fig.  141  sind  gezeichnet:   die  zu  entwickelnde  Funktion  (1). 

4  4  4     .    , 

die  drei  ersten  Glieder  der  Entwicklung       sin  x,       sin  'dx,       sm  dx 

4     . 

(punktiert)  und  die  drei  ersten  Annäherungsfunktionen  5i(x)=  ^  sin  x, 

«2  (a;)  =  —  (sin  x  +  ^  sin  3a;,  s^{x)  =  —  (sin  x  +  .^  sin  3x  +  .  sin  öx). 

Man  sieht  deutlich,  wie  sich  die  sukzessiven  Annähenni^sfunktionou 
an  die  gegebene  Funktion  f{x)  immer  besser  anschmiegen.  Hemerkens- 
wert  ist  folgender  Umstand.     Die   zu   entwickelnde  Funktion   ist  an 
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der  Stelle  a;  =  0  unstetig;  sie  macht  nämlich  dort  einen  Sprung  von 
—  1  auf  + 1.  Dagegen  sind  die  einzelnen  Glieder  der  Reihen- 
entwicklung ,  sin  hx  an  der  Stelle  a;  =0  alle  stetig;  trotzdem  ist  der 


für 


Grenzwert   von   Snix)  =  —  (sin  x  -\-  —  sin  3a;  +  .  .  .  -\ —  sin  wa?)  fü 

7t  \  6  n  j 

n^oo  unstetig!  Während  die  Summe  einer  endlichen  An- 
zahl stetiger  Funktionen  von  x  selbst  wieder  stets 
eine  stetige  Funktion  von  x  ist,  trifft  dies  für  die 
Summe  einer  unendlichen  Reihe  von  Funktionen  nicht 
immer  zu;  es  kann  vielmehr  (wie  in  unserem  Beispiele)  die 
Summe  einer  unendlichen  Reihe  von  stetigen  Funk- 
tionen von  X  selbst  eine  unstetige  Funktion  von  x  sein. 
Wir  sehen  hier  wiederum,  daß  der  Begriff  der  Summe  einer  un- 
endlichen Reihe  nicht  einfach  durch  Erweiterung  des  Begriffes  der 
Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  zu  gewinnen  ist;  im 
Begriffe  der  Summe  einer  unendlichen  Reihe  steckt  nämlich  der  Be- 
griff des  Grenzwertes  und  es  ist  die  Operation  der  „Grenzwert- 
bildung", des  „Grenzüberganges"  durchaus  als  eine  eigene,  selbständige 
Operation  aufzufassen. 


Anhang. 


I 


lieber  stetige  und  unstetige  Funktionen. 

Wir  liaben  im  Kap.  IV  des  ersten  Teiles  eine  stetige  Funktion 
dadurch  charakterisiert,  daß  ihre  Bildkurve  nirgends  abreißt.  Wenn 
auch  diese  Erklärung  für  die  meisten  Zwecke  ausreicht,  so  hat  es 
sich  für  tiefergehende  Untersuchungen  in  der  Mathematik  und  in  der 
mathematischen  Physik  als  zweckmäßig  herausgestellt,  den  Begriff 
der  Stetigkeit  einer  Funktion  schärfer,  präziser  zu  formulieren. 

Man  hürt  öfters  sagen:  natura  non  facit  saltus.  ergo  gibt  es  iu  der  Natur  keine 
UnStetigkeiten  und  folglich  auch  keine  unstetigen  Funktionen.  Nun  ist  es  wolil 
richtig,  daß  die  Naturerscheinungen  in  räumlicher  und  zeitlicher  Hinsicht 
durchwegs  stetig  zu  sein  scheinen;  wenn  man  aber  daraus  auf  die  Stetigkeit  aller 
in  den  Naturwissenschaften  vorkommenden  Funktionen  schließt,  so  vergißt  man  dabei 
zwei  Umstände.  Erstens  bringt  es  die  mathematische  Idealisierung  der  N'aturvorgänge 
mit  sich,  daß  dort,  wo  in  Wirklichkeit  zwar  stetige,  aber  sehr  schroffe  Ueberiränge 
stattfinden,  Unstetigkelteu  lingiert  werden,  was  zur  Folge  hat.  daß  zur  mathematischen 
Behandlung  der  betreffenden  Probleme  unstetige  Funktionen  herangezogen  werden 
müssen.  Zweitens  aber  sind  es  nicht  ausschließlich  Raumkoordinaten 
und  Zeit,  die  bei  den  in  den  Naturwissenschaften  vorkommenden  Funktiouen  die 
Rolle  der  unabhängigen  oder  abhängigen  Variablen  spielen:  es  werden  ja  außer  Raum 
und  Zeit  auch  andere,  mitunter  sehr  abstrakte,  Größen  eingeführt,  und  die  funktionalen 
Beziehungen  zwischen  denselben  weisen  nicht  selten  Unstetigkeiten  auf.  die  nicht 
durch  Idealisierung  hervorgegangen  sind,  sondern  tatsächlichen,  in  der  Natur  vor- 
handenen UnStetigkeiten  entsprechen.  —  Es  ist  daher  für  einen  Physiker  von 
prinzipieller  Wichtigkeit,  sich  über  den  Begriff  der  mathematischen  Stetigkeit,  sowie 
über  die  verschiedenen  Arten  der  unstetigen  Funktionen  Klarheit  zu  verschaffen. 
Die  mathematische  Definition  der  Stetigkeit  einer  Funktion  lautet:  „Eine  Funktion  /\j-) 
ist  an  einer  Stelle  x  =  Xq  stetig,  wenn  lim  f\x)  =  fxo)  ist."     Sie  klingt  sehr  einfach. 

bietet  aber  trotzdem  dem  Anfänger  Schwierigkeiten,  vor  allem  deshalb,  weil  der 
Anfänger  geneigt  ist,  die  Aussage  lim  f{x)  =  f{xo)  als  eine  Tautologie  aufzufassen: 

durch  eine  Tautologie  kann  aber  unmöglich  ein  Begriff  definiert  werden.  Aufgabe 
dieses  Kapitels  soll  es  nun  sein,  an  Beispielen  darzulegen,  daß  die  beiden  Seiten  der 
Gleichung  lim  f{x)  =  f{xo],  —  also  der  Grenzwert  von  t\x)  für  ein  gegen  x^  konver- 

gierendes  x  einerseits  und  der  Wert  der  Funktion  /\.()  an  der  Stelle  jr„  anden-r- 
seits  —  begrifflich  zwei  durchaus  verschiedene  Dinge  sind,  die  nicht  beide  gleich- 
zeitig existieren  müssen,  und  wenn  sie  auch  gleichzeitig  existieren,  nicht  immer 
einander  gleich  sein  müssen. 


A.  Ueber  Funktionen,  die  in  einem  nicht-abgeschlossenen 
Intervalle  definiert  sind. 

Wir   liaben   seinerzeit   definiert:    „?/  heißt   eine  Funktion  von  j, 
wenn  jedem,  einem  gewissen  Intervalle  (a,  b)  angehörigem  Werte  von  x, 
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ein  und  nur   ein  Wert  von   y  nach   einem   bestimmten  Gesetze  an- 
geordnet ist." 

Hervorzuheben  ist  an  dieser  Definition  die  Angabe  des  Intervalles  (a,b),  indem 
die  Ixxaktwny  ==f{x)  definiert  wird.  Man  ist  nämlich  von  der  elementaren  Mathematik 
her  gewohnt,  die  Formel  als  Selbstzweck  zu  betrachten;  dort  wird  zuerst  eine 
CTleichung  zwischen  zwei  Variableu  y.  x  aufgestellt  und  erst  nachher  untersucht 
m  welchem  Bereiche  der  \  ariablen  die  Formel  einen  Sinn  hat.    So  setzt  man  z.  B. 

yb  —  X 

y-f^^ZI^  ^^0  b<a  angenommen  werden  soll)  und  sieht  dann  nachträglich  ein, 
daß  diese  Formel  nur  solange  Sinn  hat,  als  x  zwischen  a  und  b  bleibt  *)  —  In  den 
>aturwissenschaften  liegt  die  Sache  umgekehrt.  Sucht  man  einen  analytischen 
Ausdruck  für  die  funktionale  Beziehung  zwischen  zwei  Größen  x  und  y  so  wird 
nian  nieistens,  bevor  man  noch  die  Formel  selbst  gefunden  hat,  in  der  Lage  sein 
ihren  Geltungsbereich  anzugeben.  Will  man  z.  B.  die  Temperatur  T  als  Funktion 
der  absoluten  Höhe  h  ausdrücken  (etwa  auf  Grund  der  durch  Eegistrierballous  ge- 
sammelten Daten),  so  kann  ja  von  vornherein  nur  derjenige  Bereich  in  Betracht 
kommen,  von  dem  die  Daten  gesammelt  worden  sind  (also  z.  B.  von  0  bis  10  km) 
Wenn  dann  der  gefundene  Ausdruck  T  =  f(h)  an  und  für  sich  auch  außerhalb 
dieses  Bereiches  (also  etwa  für  ;i>10km)  einen  Sinn  hat,  so  wird  man  daraus  noch 
keineswegs  schließen  dürfen,  daß  die  Temperatur  auch  oberhalb  der  Höhe  10  km 
nach  dieser  Formel  verläuft. 

Ob  die  Endpunkte  des  Intervalles  (a,  h)  zum  Intervalle  selbst 
zählen  oder  nicht,  muß  jedesmal  besonders  angeführt  werden,  im 
ersten  Falle  nennt  man  das  Intervall  ein  abgeschlossenes,  im 
zweiten  ein  n  i  c  h  t  -  a  b  g  e  s  c  h  1  o  s  s  e  n  e  s.  Soll  eine  Variable  x  inner- 
halb eines  abgeschlossenen  Intervalles  (a,  h)  variieren,  so  wird 
dies  so  angedeutet: 

a  <x  <h 

(lies:  „X  größer  oder  gleich  a,  kleiner  oder  gleich  &"),  soll  sie  da- 
gegen auf  ein  n  i  c  h  t  -  abgeschlossenes  Intervall  (a,  h)  beschränkt 
werden,  so  wird  dies  so  geschrieben: 

a  <  a;  <  & 

(lies:  ,,x  größer  als  a  und  kleiner  als  &").  Das  Eigentümliche  an 
einem  nicht-abgeschlossenen  Intervall  liegt  darin,  daß  es  in  ihm 
weder  eine  kleinste,  noch  eine  größte  Zahl  gibt.  In  der 
Tat  wählt  mau  eine  Zahl  h'  noch  so  nahe  an  6,  so  wird  man  stets 
eine  Zahl  h"  finden  können,  die  größer  ist  als  h'  und  kleiner  als  6; 
ebenso  ist  es  unmöglich,  eine  Zahl  a'  anzugeben,  die  kleiner  wäre 
als  irgendeine  der  Zahlen  des  nicht-abgeschlossenen  Intervalles  (a,  6), 
aber  doch  noch  größer  als  a. 

Ein  Intervall  (a,  h)  kann  auch  mitunter  rechts  abgeschlossen  sein, 
links  aber  nicht  {a<x  <  &),  oder  umgekehrt  (a  <  x  <  b). 

Ob  man  der  Betrachtung  ein  abgeschlossenes  oder  nicht- 
abgeschlossenes Intervall  zugrunde  legt,  wird  in  den  meisten  Fällen 
belanglos   sein.      Daß    aber   mitunter   die   Unterscheidung   zwischen 


*)  Die  Wurzel  |  ~_-    hat  nämlich  nur  dann  einen  Sinn,   wenn  der  Eadikand 

b  —  X        ... 

j^'Z^a  Po^'t^^  ^st;   ^^^^  'St  aber  dann   der  Fall,   wenn  Zähler  und  Nenner  entweder 

beide  po.sitiv,  oder  beide  negativ  sind,  also  entweder  &  — a;>0,  x  —  a>0,  oder 
lj  —  x<0,  x  —  a<0.  Aus  der  ersten  Annahme  folgt  b>x,  x>a,  also  b>x>a; 
die  zweite  fe  — a;<0,  x  —  a<0  ist  unerfüllbar,  denn  es  folgt  aus  ihr  x>b,  x  <  a, 
was  unmöglich  ist,  wenn  b>  a  ist  (was  wir  ja  angenommen  haben). 
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einem  abgeschlossenen  und  nicht-abgesclilossenen  Intervalle  sehr  zweck- 
mäßig ist,  soll  an  folgenden  Beispielen  gezeigt  werden. 

1.  Beispiel.  In  Fig.  142  ist  ein  um  den  Punkt  0  in  der  Papier- 
ebene drehbares  (mathematisches)  Pendel  dargestellt:  dasselbe  besteht 
aus  einer  kleinen  Kugel,  die  an  einem 
dünnen,  aber  starren  Stab  befestigt  i.st. 
Bringen  wir  es  aus  der  Gleichgewichtslage 
OM  in  der  Lage  OP  und  lassen  es  dann 
los,  so  wird  es  herunterpendeln,  und  zwar 
wird  die  Geschwindigkeit  v,„,  mit  der  es 
die  Ruhelage  M  passieren  w^ird.  davon  ab- 
hängen, wie  hoch  wir  das  Pendel  hinaufge- 
hoben haben;  es  wird  also  v,„  eine  Funktion 
des  Winkel  ^  =  ^P'OM  sein,  die  wir 
leicht  berechnen  können.  Bevor  wir  noch 
aber  die  Formel  für  die  Funktion  v„,  =  f(d-) 
linden,  können  wir  das  für  dieselbe  in  Be- 
tracht kommende  Intervall  der  unabhängigen 
Variablen  S^  angeben.  Es  ist  dies  das  nicht - 
abgeschlossene  Intervall  {  —  7t,  -\- n). 
Wir  dürfen  nämlich  das  Pendel  in  jede  beliebige  Lage  OP'  bringen 
nur  nicht  gerade  in  die  Lage  OxY;  denn  in  ON  befindet  sich  ja  das 
Pendel  im  Gleichgewichte,  und  wenn  wir  es  dort  loslassen,  .so  wird  es 
nicht  herunterpendeln,  wird  also  die  Stelle  M  nicht  passieren.  Wenn 
aber  das  Pendel  die  Stelle  iV  überhaupt  nicht  passiert,  so  hat  es 
dann  keinen  Sinn,  danach  zu  fragen,  m  i  t  w  e  1  c  h  e  r  Geschwindig- 
keit es  diese  Stelle  passiert:  die  Funktion  v,„=^f[^)  ist  für  ^^-  — .t 
und  ^=-{-71  überhaupt  nicht  definiert:  die  Funktions- 
werte/'(—rr)  und/'(+7r)  existieren  nicht. 

Nun  gehen  wir  daran,  die  Formel  für  die  Funktion  v,„  =  /(^)  im 
Intervalle  —  rr<^<  +  .T  zu  finden.  Dies  geschieht  folgendermaßen: 
Im  Punkte  P  besitzt  die  Kugel  eine  größere  potentielle  Energie  als 
in  M:  bezeichnet  mau  die  Strecke  MP'  mit  h  (Fig.  142\  die  Masse 
der  Kugel  mit  m  und  die  Erdbeschleunigungskonstante  mit  g.  so 
beträgt  die  Ditferenz  der   potentiellen  Energien  mgh.     Prallt  nun  die 

hinunter,    so    kommt    diese  Ditt'erenz    der 
lebendige  Kraft   (kinetische  Energie)   zum 


Kugel    m  von  P   nach  M 
potentiellen  Energien  als 
Vorschein;  es  ist  also 


mv,, 


oder 


mgh  = 


v,n  =  i2gh 


Setzt  man  noch  die  Pendellänge  OM  =  OP  =  l  ao  ist  h      /  — /.-ns// 

Q. 

=  Z(1  —  cosi9-)=2Z-sin-^  und  somit: 

Vm^2}'gl  .  sin  ^  ,  —  7r<^<  +  7i 

Diese  Funktion  ist  in  Fig.  14o  frraiihisch  darii:estellt;  die  durch  ein 
eingekreistes  Kreuz  bezeichneten  Punkte  gehören  der  Bildknrve 
nicht  an. 
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Konvergiert  ^  gegen  +  n,  so  konvergiert  u„.  gegen  2fgi  •  sin  —  ^= 
=  2lg'Z;    strebt   ^   gegen  — n,   so    nähert    sich    v,„  dem    Grenzwerte 

2y^i  •  sin  ( ö-)=  —  2  •  Vgr/.*)      Es    existieren    also    hier    die 

Grenzwerte  lim  /'(^)   u n  d   lim  f\i)),  während   die  Funktions- 
werte  /(+ ?r)  und  /(— ?r)  nicht  existieren. 


Fiff.  143. 


Fig.  144. 


2.  Beispiel.  In  Fig.  144  ist  ein  Hohlspiegel  ÄBP  mit  der  Achse 
ÄS  dargestellt ;  S  sei  der  Mittelpunkt  der  Kugel,  aus  der  der  Spiegel 
ausgeschnitten  gedacht  werden  soll.  Es  falle  nun  ein  zur  Spiegel- 
achse paralleler  Strahl  RP  ein;  ist  cp  der  Winkel  den  RP  mit  dem 
Kugelradius  SP  bildet,  so  wird  der  Strahl  so  reflektiert,  daß  der 
\A'inkel  SPM  gleich  cp  wird;  dabei  ist  M  der  Schnittpunkt  des 
reflektierten  Strahls  mit  der  Spiegelachse.  Die  Distanz  des  Schnitt- 
punktes M  vom  Zentram  S,  die  wir  mit  d  bezeichnen  wollen,  ist  also 
eine  Funktion  des  Einfallwinkels  rp,  die  wir  leicht  berechnen  können. 
Bevor  wir  aber  noch  den  Ausdruck  für  d^=f{cp)  gefunden  haben, 
können  das  für  cp  hierbei  in  Betracht  kommende  Intervall  augeben. 
Es  ist  dies  das  einerseits  nicht- abgeschlossene  Intervall 
(0<cp<ß),  wenn  mit  ß  der  größtmögliche  Einfallswinkel  bezeichnet 
wird.  Der  Winkel  (p  darf  nämlich  beliebig  zwischen  0  und  ß  gewählt 
werden,  darf  aber  nicht  gleich  0  sein;  denn  isty  =  0,  so  fällt  ja  der 
einfallende  Strahl  RP  mit  der  Spiegelachse  zusammen,  er  reflektiert 
sich  ,.in  sich  selbst",  es  fällt  also  auch  der  reflektierte  Strahl  mit 
der  S])iegelachse  zusammen  und  es  kann  dann  daher  von  einem 
Schnittpunkte  des  reflektierten  Strahls  mit  der  Spielachse  keine 
Rede  sein.  Die  Funktion  d  =  f((p)  ist  für  cp^O  nicht  definiert; 
der  F u n k t i on s w e r t  /'(O)  existiert  nicht. 

Um   nun   den   analytischen  Ausdruck   für  die  Funktion  d  =^  fiep) 

im  Intervalle  0<fp<ß  zu  finden,  ziehen  wir  von  M  eine  Normale  MN 

NS 
auf  PÄ  (Fig.  144);  es  ist  dann  iVÄ  =  MÄ- cos  y,  folglich  M/S  =.  , 

da  ferner  der  Winkel  bei  P  und  S  einander  gleich  sind,  so  ist  das 

PS 
Dreieck  PSM  ein  gleichschenkliges,  daher  NS  =  —t-,  oder  —  wenn 


*)  Der  Winkel  Q^  ist  im  Sinne  des  in  Fig.  1H6  gezeichneten  Pfeiles  positiv,  im 
entgegenge.setzten  Sinne  negativ  zu  zählen;  umgekehrt  die  Geschwindigkeit. 
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wir  den  Radius  SP  =  SA   mit   r  bezeichnen  —  NS  ^  l^  und  somit 
die  Distanz  MS  gleich 

2  cos «/) '  ^  ^f 

Konvergiert  rp  gegen  Null,  so  konvergiert  d  gegen  ^  (ohne  natürlich 

diesen  Wert  je  zu  erreichen);   es  ist  somit   lim /(f/)) -=       während 

der  Funktionswert  /(O)  nicht  existiert. 

3.  Beispiel.  Bekanntlich  benützt  man  zur  praktischen  Temperatur- 
messung die  Eigenschaft  der  Körper,  ihr  Volumen  mit  der  Tempe- 
ratur zu  ändern.  Man  wählt  willkürlich  irgendeinen  Körjjer  (z.  B. 
<^uecksilber)  als  „thermometrische  Substanz'",  ordnet  dem  Volumen  v^, 
welches  er  in  einem  Eis- Wasser-Gemische  hat,  die  Temperatur  ^  =  0, 
—  dem  Volumen  Vioo»  welches  er  in  einer  Wasser- Wasserdampf- 
Atmosphäre  hat,  die  Temperatur  ^:3=:lOO  zu,  teilt  dann  die  Differenz 

—  V(^  in  100  gleiche  Teile  ^^aa   "^^  und  ordnet  dem  Volumen 


^100 


100 


■V  =  Vq  +  nJi    die    Temperatur    ^  =  n  = ^-100  zu.  —  Diese 

Temperaturmessung  leidet  an  folgendem  Mangel.  Wählt  man  anstatt 
Quecksilber  einen  anderen  Körper  (z.  B.  Alkohol)  als  therraometri.^che 
Substanz   und    ordnet   wiederum    dem    Volumen   v    die    Temperatur 

,5»-  =  —      "^   -100  zu,  so  zeigt  sich,  daß  die  beiden  so  hergestellten 

'^100         ^0 

Thermometer,  das  Quecksilber-  und  das  Alkoholthermometer  unter 
gleichen  Umständen  im  allgemeinen  verschiedene  Temperaturen  auf- 
meisen.  Will  man  es  erreichen,  daß  das  Alkoholthermometer  mit  dem 
Qnecksilberthermometer  übereinstimme,  so  muß  man  es  mit  Hilfe  des 
Quecksilberthermometers  eichen;  es  stellt  sich  dann  heraus,  daß  die 
den  Graden  des  Quecksilberthemometers  entsprechenden  Striche  am 
Alkoholthermometer  die  Ditferenz  v.^^  —  v^  in  100  ungleiche  Teile 
teilen.  —  Mathematisch  ausgedrückt  heißt  da  so  viel:  Will  man 
die  Temperatur  &  mittels  des  Volumens  v  einer  thermometrischen 
Substanz  messen,  so  hat  man  jedem  Werte  von  v  einen  gewissen 
Wert  von  ^  zuzuordnen,  mit  anderen  Worten  ^  gleich  einer  Funktion 
f{v)  zu  setzen.  Wählt  man  aber  für  verschiedene  Substanzen 
dieselbe  Funktion  f(vl  so  stimmen  die  Angaben  der  verschiedenen 
so  hergestellten  Thermometer  nicht  überein;  um  sie  zur  Ueber- 
einstimmung  zu  bringen,  muß  mau  für  jede  Substanz  eine  andere 
Funktion  /(v)  wählen.  Es  ist  eben  die  Abhängigkeit  des  Volumens 
von  der  Temperatur  bei  verschiedenen  Substanzen  eine  verschiedene. 
Um  nun  die  Temperaturangaben  der  Thermometer  von  der 
thermometrischen  Substanz  unabhängig  zu  machen,  müßte  man  sich 
einer  Eigenschaft  bedienen,  die  bei  allen  Körpern  m  gleicher 
Weise  von  der  Temperatur  abhängt.  Eine  solche  Eigen- 
schaft drückt  das  Carnot-Clausius'sche  Prinzip  aus;  nach  diesem  ist 
der  ökonomische  Koeffizient  »;  eines  reversiblen  Kreisprosseu  zwischen 
zwei   Wärmequellen    von    den    Temperaturen    T,.    T,    lediglicii    eine 

Salpeter,  Mathematik,    l'.  Aull. 
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Funktion  der  Temperatnren  T^,  T^,  r]  =  F{T^,  T^)  und  unabhänis:ig' 
von  der  arbeitenden  Substanz.  Dalier  hat  Lord  Kelvin  vorti^esch lagen, 
das  Carnot-Clausius'sche  Prinzip  zur  Grundlage  der  Temperatur- 
messung zu  machen.  Hält  man  nämlich  eine  der  Temperaturen 
(z.  B.  T-i)  konstant,  so  ist  dann  t]  eine  Funktion  von  T^  allein,  also 
ri=^f{T\  wenn  wir  T  anstatt  T^  schreiben.  Üie  Funktion  t]  =  f{T) 
ist  im  allgemeinen  nicht  umkehrbar;  es  gehören  nämlich  zu  jedem  »; 
zwei  Temperaturen  T,  u.  zw.  eine,  die  höher,  eine  andere,  die  tiefer 
ist  als  die  festgehaltene  T^.  Beschränkt  man  sich  aber  auf  Fälle,^ 
wo  T  <  T^,  so  kann  man  die  Gleichung  rj  ^=:=  f{T)  nach  T  auflösen 
Tind  man  erhält 

wo  (p{i]),  im  Gegensatze  zur  früheren  Funktion  f(v),  eine  von  der 
thermometrischen  Substanz  unabhängige  Funktion  ist.  Um  nun  die 
Temperatur  eines  Körpers  (von  dem  man  weiß,  daß  er  eine  tiefere 
Temperatur  hat  als  TJ  zu  messen,  hat  man  zwischen  ihm  und  der 
Wärmequelle  Tj  einen  reversiblen  Kreisprozeß  einzuleiten 
und  den  ökonomischen  Koeffizienten  desselben  zu  bestimmen;  die 
gesuchte  Temperatur  T  ergibt  sich  dann  aus  der  Formel  T^=^(p(ri). 
Wie  man  zu  einem  anahtischen  Ausdruck  für  die  Funktion  T=  f/i(ij) 
gelangen  kann,  wird  in  derThermodynamik  gezeigt;  bevor  man  aber 
noch  diesen  Ausdruck  aufstellt,  kann  man  das  Intervall  von  »j  an- 
geben, welches  für  diesen  Ausdruck  in  Betracht  kommen  kann.  Das 
Carnot-Clausius'sche  Prinzip  legt  ja  dem  (ökonomischen  Koeffizienten  rj 
die  Beschränkung  auf: 

0  <r?  <  1, 

es  kann  r^  jeden  Wert  zwischen  0  und  1  annehmen,  darf  aber  nie 
gleich  1  werden;  wäre  nämlich  ??  =  1,  so  könnte  man  ja  ein  perpetuum 
mobile  zweiter  Art  konstruieren.  Es  kann  also  auch  die  Funktion 
T^=fp{i])  für  7;i  =  1  nicht  definiert  werden;  der  Funktionswert  fp{l) 
existiert  nicht.*) 

In  der  Thermodynamik  wird  für  T=fp{r})  der  Ausdruck  aufgestellt 

T=T^-il  —  rj\  0  <!?<!, 

wobei  T  <  Ti  angenommen  werden  muß.**)  Konvergiert  rj  gegen  1, 
so  konvergiert  T  gegen  Null;  es  ist  lim  cp{r])  =  0.    Selbstverständlich 

wird  dieser  Grenzwert  nie  erreicht;  die  Unerreichbarkeit  des  Null- 
punktes der  so  definierten  (sog.  thermodynamischen)  Temperaturskala 
ergibt  sich  also  unmittelbar  aus  der  Definition.***) 

4.  Beispiel.  In  letztem  Beispiele  spielte  die  absolute  Temperatur 
T  die  Rolle  der  abhängigen  Variablen.  Betrachtet  man  irgendeine 
GröSie  als  Funktion  der  absoluten  Temperatur  T  (wo  also  T  die  Rolle 
der  unabhängigen  Variablen  spielt),  so  wird  ~  da  ja  der  absolute 
Nullpunkt  T  =  0  nie  erreicht  werden  kann  —  das  in  Betracht 
kommende    Intervall    stets    ein    an    der    unteren    Grenze    nicht    ab- 


*)   Man    vergleiche    hierzu  Pierre   Duhem,   Traite  d'Energetiqne,  Paris  1911, 
Tome  I,  p.  338—^47. 

**)  Für  T>Ti  ist  T=  -     '    • 

i  — '/ 
***)  Die  thermodynamische  Temperaturskala  stimmt  mit  der  „absoluten",  die 

die  „idealen  Gase"  als  thermometrische  Substanz  benützt,  überein. 
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geschlossenes  sein.  So  ist  z.  B.  dUt  spezifische  Wärme  c  eine  Funktion 
der  Temperatur  T 

c^-f(T),  0<T<oo, 

die  für  T  =  0  nicht  definiert  ist.  Der  Funktionswert  /(Oj  existiert 
nicht;   wohl    aber    existiert   der  Grenzwert  lim  f{T),  der   nach   dem 

N ernst  sehen  Wärme theorera  bei  allen  Körpern  gleich  Null  ist. 

B.  Ueber  Funktionen,  die  in  einzelnen  Punkten  eines  Intervalles 

nicht  definiert  sind. 

Es  kann  vorkommen,  daß  eine  Funktion  y=f{x)  in  einem  Inter- 
valle (a,  h)  definiert  ist.  mit  Ausnahme  eines  einzelnen  Punktes  c 
(eventuell  auch  mehrerer  solcher  Punkte).  Man  kann  sich  dann  das 
Intervall  (a,  h)  in  zwei  zerlegt  denken:  (a,  c),  (c,  h).  von  denen  das 
erste  rechts,  das  zw^eite  links  nicht  abgeschlossen  ist.  Gegenüber  den 
unter  A.  besprochenen  Funktionen  tritt  hier  folgendes  neue  Moment 
auf:  während  wir  bei  den  früheren  Funktionen,  die  in  einem  nicht 
abgeschlossenen  Intervalle  definiert  waren,  uns  denjenigen  Punkten, 
in  denen  die  Funktion  nicht  definiert  -war,  nur  von  einer  Seite  her 
nähern  konnten,  können  wir  hier  an  den  Punkt  c  von  zwei  Seiten 
herankommen,  infolgedessen  werden  wir  auch  in  der  Umgebung  von 
c  zwei  Grenzwerte  erhalten,  je  nachdem,  ob  wir  uns  von  links  her 
(„links  genommener"  Grenzwert),  oder  von  rechts  her  (,.rechts  ge- 
nommener" Grenzwert)  dem  Punkte  c  nähern  -werden:  den  ersten 
Grenzwert  bezeichnen  wir  mit  lim  f\x)^  den  zweiten  mit  lim  /(j).    Nur 

wenn  diese  beiden  Grenzwerte  einander  gleich  sind, 
spricht  man  von  einem  Grenzwerte  lim /(a?;)  schlecht  hi  n 

(lim  f{x)  =  lim  f{x)  =  lim  /(»)).  Sind  die  beiden  Grenzw^erte  lim  f{x) 
und  lim  /(x)  voneinander  verschieden,  so  existiert  ein  Grenzwert 
lim  f{x)  (schlechthin)  nicht. 

X— >c 

Wir  wollen  einige  Beispiele  für  Funktionen  anführen,  die  in 
einzelnen  Punkten  nicht  definiert  sind. 

1.  Beispiel.     In   Fig.  145   sind    zwei   Himmelskörper   A.  B   von 
gleicher  Masse  M  und  gleichem  Kadius  a  gezeichnet;  die  Verbindungs- 
gerade   AB    wählen     wir     als  , 
X-Achse  mit  dem  Nullpunkte  in 
der    Mitte.      Befindet    sich     an 
irgendeiner  Stelle  x^,  der  a;-Achse 
ein   Massenpunkt    m   und    wird 
er     der    Gravitationskraft    der                          p-     j^- 
Himmelskörper    überlassen,    so 

wird  er  auf  einen  der  Körper  A,  B  fallen  (je  nachdem,  ob  x,,  rechts 
oder  links  vom  Nullpunkte  liegt)  und  die  lebendige  Kraft  L  mit  der 
er  auf  dem  Himmelskörper  anlangen  wird,  wird  eine  Funktum  der 
Anfangslage  x,,  sein,  L--^f{x„).  Diese  Fnnktit)n  wollen  wir  hier  be- 
rechnen. Bevor  wir  noch  aber  den  Ausdruck  tVir  f(j\,)  autgestellt 
haben,  können  wir  einen  Punkt  angeben,  für  den  er  unmöglich  gelten 
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kann;  dies  ist  die  Stelle  Xq  =  0.  Befindet  sich  nämlich  der  Massen- 
punkt m  ffenau  in  der  Mitte  zwischen  A  und  B,  so  ist  er  dort  im 
Gleichgewichte,  wird  daher  von  der  Stelle  x^,  ^^  0  überhaupt  nicht 
loskommen,  wird  auf  keinen  der  Himmelskörper  fallen,  und  es  hat 
dann  daher  auch  keinen  Sinn  danach  zu  fragen,  mit  welcher  lebendigen 
Kraft  L  er  auf  einem  der  Körper -4,  B  anlangen  wird;  der  Funktions- 
wert /(O)  existiert  nicht. 

Nun  gehen  wir  daran,  die  Funktion  f(x^)  zu  ermitteln.  Bezeichnet 
man  mit  R  die  Distanz  der  Mittelpunkte  von  A  und  B,  mit  x  die 
Gravitationskonstante,  und  befindet  sich  der  Massenpunkt  m  zu  irgend- 
einem Zeitpunkte  t  der  Bewegung  an  der  Stelle  x,  so  ist  die  auf  ihn 
durch  den  Körper  A  ausgeübte  Kraft  nach  dem  Newton'schen  Gravi- 

wM 

tationsgesetze  gleich  — '^-^^ft-, — -tö,   die    durch    B   ausgeübte    gleich 


mM 


■xf' 
1 


"-^^^  [R-xr 
der  Mechanik 
Gleichung : 


[R  +  xf 
folglich   ist   die   gesamte   auf  m   wirkende  Kraft   gleich 

.     Anwendung  des  Newton'schen  Prinzips 
Masse  mal  Beschleunigung"   führt  auf  die 


{R  +  x)^ 
,.  Kraft  = 


d^x  ' 


1 


{R—xy-    {R  +  x)' 

oder  —  wenn  wir  der  Kürze  halber  y.M  =  h  setzen  — : 


d^ 
dt^ 


=  k 


l 


l{R-xy      {R-\-xy' 


(1) 


(2) 


Dies  ist  eine  Diiferentialgleichung  zweiter  Ordnung  für  x  als  Funktion 
von  t.    Multiplizieren  wir  beide  Seiten  von  (2)  mit  2  ,    und  beachten. 


daß 


d  Idx 


dt  \dt 


(i  1*    fi  T* 

2-77 -^7^  ist,  so  erhalten  wir 
db    dt^ 


dt\dt!  -"^^ 


dx 


.  (3) 


{R—xf      {R  +  x)\ 

oder,  nachdem  wir  beide  Seiten  mit  dem  Difterential  dt  multipliziert 
haben, 


Integration  liefert : 


2k 


dx 


{R—xy- 


dx      I 

(Ä  +  xy-\ 


il)  -^^j{R^'~'^^L 


dx 


{R  +  xy 


..(4) 


(5) 


Die  Integrale  rechts  erledigen  sich  durch  die  Substitutionen  R—  x=^z 

/'     dx                1 
Tp —^  =   j3     ;;;;    +    COnStaUS, 

dx  1 


•/ 


{R  +  xy 


Idxr- 


(R  —  xy      R  —  x 
-f  constans;  in  (5)  eingeführt  gibt  dies: 


2k 


R  +  x~^  R—x 


+  C 


(ö) 
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Der  Differentialquotient    ,      bedeutet    nichts    anderes    als    dit-    (je- 

schwindigkeit  des  Massenpunktes.    Da  sich  zur  Zeit  t      0  der  Massen- 
punkt in  x  =  Xq  in  Ruhe  befunden  hat,  so  ergibt  sich  aus  (6j : 


0  =  2k 


also 


C 


Ä  +  a;„       R~x„ 
2k 


+  C 


und  in  (6)  eingesetzt 


Ä  +  Xo      Ä  — 


(7) 
.8) 


1      +--' 
R  +  x^  R 


Ä  +  a;^       R  —  »o 


=  4:Rk 


R^  —  x^      R'-  —  x., 


(9) 


m 


Multiplizieren  wir  (9)  mit  ^,  so 

jeweilige  lebendige  Kraft  des  Massenpunktes: 

1  1 


dx^ 


haben  wir  links  ^y  (,  |  ,  d.  i.  die 


m  idx\} 
TW 


2mRk 


R^  —  x"      R'  —  xJ 


.  (10) 


Wenn  wir  nun  wissen  wollen,  mit  welclier  lebendigen  Kraft  der 
Massenpunkt  auf  einem  der  Himmelsköiper  anlangt,  so  haben  wir 
in  (10)  x  =  R  —  a  zu  setzen.  Es  resultiert  dann  für  die  lebendige 
Kraft  L 

1  1 


L  =  2niRk 


2aR 


R-^  —  X, 


11) 


Dies  ist  nun  die  gesuchte  Funktion  /(xj;  sie  ist  in  Fig.  145  graphisch 
dargestellt;  der  durch  ein  eingekreistes  Kreuz  angedeutete  Punkt 
gehört  der  Bildkurve  nicht  an. 

Konvergiert  x^  von  rechts  oder  von  links  her  gegen  Null,  so 

konvergiert  L  gegen  2mRk    -^ ^  — ^^  •    Hier  sind  also  lim  f[x^) 

und  lim  fix)   einander    gleich;    es    existiert    daher    ein    Grenzwert 

lim  A^J  (schlechthin);  dagegen  existiert  der  Funktionswert /(O)  nicht. 

x„->0 

2.  Beispiel.  Die  spezifische  Wärme  einer  Substanz,  z.  B.  der 
Substanz  H.^O,  ist  im  allgemeinen  eine  wohl  definierte  Funktion  der 
Temperatur  ih  (bei  konstantem,  z.  B.  atmosphärischem  Druck).  Be- 
trachten wir  etwa  die  spezifische  Wärme  c  von  H.,0  im  Temperatur- 
intervalle (—50".  +50"),  so  hat  sie  für  jeden  Punkt  desselben  einen 
wohlbestimmten  Wert,  mit  Ausnahme  des  Xulli)nnktes.  Im  Null- 
punkte kann  nämlich  H.3O  in  2  Phasen  bestehen,  in  einer  tosten  und 
einer  flüssigen;  wenn  man  zur  Angabe  .,H.,0  bei  0"  C'"  niclits  mehr 
hinzufügt,  so  kann  es  sich  sowohl  um  Eis,  als  auch  um  Wasser,  oder 
schließlich  um  ein  Eis-^^'a.vser-Gemisch  handeln;  was  man  dann  unter 
der  spezifischen  Wärme  von  H..0  bei  0"  ('  verstehen  will.  miiGte  man 
erst  speziell  festsetzen.  Wenn  man  dies  nicht  tut,  so  ist  die  iMinktion 
c=/(^)  für  ^:^0  Undefiniert;  der  Funktionswert /(O)  existiert  nicht. 
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Es  existiert  hier  auch  niclit  ein  Grenzwert  lim  f(d);  wohl  existiert 

der  Grenzwert  lim  /(^)  (spezifische  AVärme   des  Eises  bei  0^  C)  und 

der  Grenzwert  lim  f[-^-)  (spezifische  Wanne  des   (flüssigen)  Wassers 

bei  0°  C),  sie  sind  aber  einander  nicht  gleich.  —  Die  Funktion  c  =  /(^) 
ist   in  Fig.  146   graphisch   dargestellt;   die   mit   einem  eingekreisten 

Kreuz  bezeichneten  Punkte  gehören  der  Bild- 
c\  kurve  nicht  an. 

I  3.  Beispiel.    Es  sei  y=^f{x)  die  Gleichung 

1® einer  stetigen,  nirgends  geknickten  Kurve  im 

Intervalle  (a,  b)  und  Xq  irgendein  Punkt  des- 
©0  5  selben.    Bilden  wir  für  diese  Stelle  den  Difte- 

^      renzenquotienten  z  =  ^-^ r —,    so    ist 


0°C  derselbe  bei  konstantem  Xq  eine  Funktion  von 

Fig.  146.  h,  die  wir  mit  q){h)  bezeichnen  wollen.    Diese 

Funktion     ist     für     A  =  0    nicht    definiert 

(vgl.  Kapitel  1   des   ersten  Teiles),   der  Funktionswert  ^(0)  existiert 

nicht;   wohl    aber    existiert   ein    rechts    und    ein    links    gewonnener 

Grenzwert  lim  (f{h)  und  lim.  (p{h),  die  einander  gleich  sind  (weil  ja 

die    Kurve   keine    „Kuick"-punkte    aufweisen    soll);    mithin  existiert 
auch  der  Grenzwert  lim  (f{h)  (schlechthin),  den  wir  seinerzeit  als 

die  Ableitung  der  Funktion  f{x)  an  der  Stelle  a;  =  ic^  definiert  haben, 


C  Definition  der  Stetigkeit  einer  Funktion. 

Es  sei  nun  y  =  f(x)  eine  in  einem  abgeschlossenen  Intervalle  {a,  b) 
ausnahmslos  definierte  Funktion  und  c  irgendein  innerer  Punkt 
des  Intervalles.  Da  die  Funktion  im  Intervalle  (a,  b)  überall  definiert 
ist,  so  existiert  auch  ein  Funktionswert  /(c);  wir  wollen  aber  für 
einen  Moment  von  der  Definition  der  Funktion  im  Punkte  a;  =  c  ab- 
sehen und  uns  denken,  die  Funktion  f{x)  wäre  im  ganzen  Intervalle 
(a,  b)  definiert,  mit  Ausnahme  von  c.  Lassen  wir  nun  x  von  links  her 
gegen  c  konvergieren,  so  wird  y  einem  Grenzwerte  lim  f{x)  zustreben ; 

nähert  sich  x  von  rechts  her  gegen  c,  so  wird  y  gegen  einen  Grenz- 
wert lim  f{x)  konvergieren;  wenn   die  beiden  Grenzwerte  einander 

gleich  sind,  so  bezeichnen  wir  ihn  mit  lim  f{x)  (Grenzwert  schlechthin). 

Nun  restituieren  wir  die  Definition  der  Funktion  an  der  Stelle  x  =  c 
und  untersuchen,  ob  der  Funktionswert  /(c)  mit  dem  Grenzwerte 
lim  f{x)  übereinstimmt.   Wenn  dies  der  Fall  ist,  wenn  also  lim  f{x)  =  f{c) 

ist,  so  sagen  wir:  die  Funktion  f{x)  ist  an  der  Stelle  x  =  c  stetig. 
Dies  ist  der  Inhalt  folgender 

Definition.  Eine  Funktion  y=f{x)  heißt  an  einer 
Stelle  x=^c  stetig,  wenn  lim  /'(x)=/(c)  ist. 
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Eine  Funktion  y=f{j')  heißt  in  einem  Intervalle  (f/,  M 
stetig,  wenn  sie  in  jedem  Punkte   derselben   steti{(   ist. 

Die  unter  A  und  B  angeführten  Beispiele  haben  nur  den  Zweck 
gehabt    zu    zeigen,    daß    der  Grenzwert   lim  f{x)  einerseits,   und  der 

Funktionswert /(c)  andererseits,  begriffirc'h  zwei  durcliaus  ver- 
schiedene Dinge  sind.  Um  den  Grenzweit  von  /(xj  für  ein 
gegen  c  konvergierendes  x  angeben  zu  können,  ist  es  ja  gar  nicht 
notwendig,  den  Wert,  den  die  Funktion  an  der  Stelle  x  =  c  annimmt, 
zu  kennen. 


D.  Ueber  unstetige  Funktionen. 

Eine  Funktion  y=^f{x)  heißt  an  einer  Stelle  x  =  c  unstetig,  wenn 
<lort  die  Gleichung 

lim  i{x)  =  f{c)  .  .  .  (1) 

nicht  erfüllt  ist.    Dies  kann  auf  verschiedene  Weisen  eintreten: 

I.  Es   existieren  beide  Seiten  der  Gleichung  (1),  sind   aber 

ungleich. 
IL  Es    existiert   zwar  die  linke  Seite,    die  rechte   aber  nicht. 
(Hierher  gehört  das  unter  B  angeführte  Beispiel  1.) 

III.  Es  existiert  die  rechte  Seite,  die  linke  aber  nicht. 

IV.  Es  existiert  weder  die  rechte,  noch  die  linke  Seite.    (Das 
unter  B  angeführte  Beispiel  2.) 

Zur  Illustration   dieser  verschiedenen  Möglichkeiten   wollen  wir 
einige  Beispiele  diskutieren. 

1.  Beispiel.  Die  Anzahl  n  der  Phasen  von  HgO,  die  bei  atmo- 
sphärischem Drucke  nebeneinander  im  Gleichgewichte  bestehen 
können,  ist  durch  die  Temperatur  d-  eindeutig  bestimmt,  n  =  f{d-). 
Betrachten  wir  die  Funktion  f{-d-)  etwa  im  Intervalle  ( — TdO".  +  oO'M. 
so  ist  für  jeden  Wert  von  ^  die  Phasenanzahl  n  gleich  1  mit  Aus- 
nahme von  1^  =  0,  wo  n  =  2  ist.  Es  kann  nämlich  HgO  unterhalb 
von  0"  C  nur  als  Eis  (feste  Phase),  oberhalb  von  0"  C  nur  als  \\'asser 
(flüssige  Phase)  im  Gleichgewichte  bestehen  und  nur  bei  ,^  =  0"  C 
können  beide  Phasen  nebeneinander  in  beliebigem  Mengenverhält- 
nisse existieren.  Die  Funktion  n=^f{^)  ist  in  Fig.  147  graphisch  dar- 
gestellt; der  mit  einem  Kreuz  angedeutete  Punkt  gehört  der  Bild- 
kurve an,  der  mit  einem  eingekreisten  Kreuz 
bezeichnete    aber  nicht.     Man   sieht,    es  ist 

lim  /(^)  =  lim  /(i9-)  =  lim  /(^j  =  ],  dagegen 

/(0)  =  2.    Hier  existieren   beide  Seiten   der     

Definitionsgleichung  der  Stetigkeit,  sind  aber 

einander  ungleich;  die  Funktion  n  =  f{0-)  ist     

an  der  Stelle  ^  =  0  unstetig  (Typus  I). 

2.  Beispiel.      Eine    „unendlich    dünne"  Fiir.  147. 
JVretallscheibe  vom  Radius  R  sei  mit  positiver 

p:iektrizität  geladen.  Furch  ihren  Mittelpunkt  legen  wir  senkrecht 
zu  ihr  die  x-Achse;  befindet  sich  auf  derselben  in  der  Entfernung  x 
von  der  Scheibe  ein  elektrischer  Massenpunkt  von  der  Ladung  +  L 
so  wird  er  von  der  Scheibe  abgestoßen,   und  zwar  ist  —  wie  in  der 


0 
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Potentialtheorie  gezeigt  wird  —  die  auf  den  Punkt  wirkende  Kraft 
dem  absoluten  Betrage  nach  gleich 

wo  a  die  Flächendichte  der  Elektrizität  auf  der  Scheibe  bedeutet^ 
der  Richtung  nach,  rechts  von  der  Scheibe  positiv,  links  —  negativ. 
Für  a;  =  0  hat  aber  obige  Formel  keine  Geltung,  denn  befindet  sich 
der  elektrische  Punkt  gerade  im  Mittelpunkte  der  Scheibe,*)  so  ist 
es  aus  Symmetriegründen  einleuchtend,  daß  die  ihn  dort  angreifende 
Kraft  gleich  Null  sein  wird.  Somit  ist  die  Kraft  als  Funktion  von  x 
durch  folgende  Formeln  gegeben : 

f{x)=    27ta    il  ^ 


/(»)  =  — 27rffl  + 


]/Ä2  +  x' 

X 


für  ic> 0 


für  a;<0 
für  a;  =  0 


Die  Funktion  f{x)  ist  in  Fig.  148  graphisch  dargestellt.     Man  sieht, 
es  ist  lim  f{x)  =  —  27ta,  lim  f{x)  =  +  '27ta,  f{0)  =  1.     Der  Grenzwert 

lim /(ic)  existiert  hier  nicht;  daher  ist  die  Funktion /(»)  an  der  Stelle 

0  unstetig  (Typus  III). 

I 


X 


Fig.  148 


Fig.  149. 


Die  Unstetigkeit  der  Funktion  f(x)  ist  hier  durch  die  Idealisierung  der  Ver- 
teilung der  Elektrizität  an  der  Scheibe  bedingt.  In  Wirklichkeit  gibt  es  nämlich 
weder  „unendlich  dünne"  Scheiben,  noch  llächenhaft  verteilte  Elektrizität;  vielmehr 
hat  jede  Scheibe  eine  endliche,  angebbare  Dicke  und  die  Elektrizität  sammelt  sich 
zwar  in  einer  äuLlerst  dünnen  Oberflächenhaut,  die  aber  keine  mathematische  Fläche 
ist;  es  ist  also  in  Wirklichkeit  die  Elektrizität  stets  räumlich  (nicht  üächenhaft) 
verteilt  und  die  elektrische  Kraft  ist  in  Wirklichkeit  eine  Funktion,  die  zwar  an 
der  Stelle  x  =  0  eine  rapide  Aenderuug  erfährt,  aber  doch  noch  stetig  ist  —  wie 
dies  die  Kurve  der  Fig.  149  andeutet. 

3.  Beispiel.  Wir  definieren  folgendermaßen  y  als  Funktion  von  x: 
es  sei  y  gleich  der  kleinsten  ganzen  Zahl,  die  noch  größer  ist  als  x. 
Ist  also  z.  B.  X  gleich  Null  oder  gleich  einem  echten  Bruche 
(d.  h.  0<a;<l),  so  ist  y  =  l;  ist  aber  x  =  l,  so  ist  2  diejenige  kleinste 
ganze  Zahl,  die  x  übersteigt,  also  y  =  2;  für  1<  x  <  2  ist  y  =  2,  für 
2  <  ic  <  3  ist  y  =^  3,  ...  usw.  Die  Funktion  y  ==  f(x)  ist  in  Fig.  150 
graphisch  dargestellt    Man  sieht:  es  ist  beispielsweise  lim  /(a;)  =  1^ 

lim  f{x)  =  2,  /(1)=2  und  allgemein,  wenn  n  eine  ganze  Zahl  bedeutet, 

x^-l+ 


*)  Man  kann  sich   hierzu   ein    „unendlich    kleines"    Loch   im  Mittelpunkte  der 
Scheibe  gebohrt  denken. 
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lim  f{x)  =  n,    lim  f{x)  =  w  +  1,  /(n)  =  n  +  1,    Der  Grenzwert  lim  fix) 

existiert  hier  nicht;  daher  ist  die  Funktion /(a;)  an  allen  Stellen  x  n 
unstetig  (Typus  III). 

4.  Beispiel.  Wenn  man  glaubt,  daß  letztes  Beispiel  bloß  eine  matlie- 
matische  Spielerei  ist,  so  irrt  man  sich.  Wir  wollen  jetzt  ein  der 
Physik  entnommenes  Beispiel  anführen,  welches  mit  obigem  eine 
große  Analogie  aufweist. 

Bekanntlich  kommt  jedem  Salzliydrate  bei  jeder  Temjieratur  eine 
gewisse  (von  der  Natur  des  Hydrates  abhängige)  Wasserdainj)!- 
spannung  zu,  d,  h.  schließt  man  ein  Salzhydrat  etwa  unter  einer 
Glasglocke  ab,  und  wartet  man  den  Gleichgewichtszustand  ab.  so 
wird  man  stets  konstatieren  können,  daß  der  Wassenianipf  oberhalb 
des  Hydrates  eine  ganz  bestimmte  dem  betreffenden  Hydrate  eigen- 
tümliche Spannung  aufweist.  Sind  zwei  Hydrate  mit  v  e  r  s  c  h  i  e  d  e  n  e  n 
Dampfspannungen  nebeneinander  da,  so  wird  sich  im  Gleichgewichts- 
falle  die  größere  Dampfspannung  einstellen. 


47 


30 


45 


Fig.  150. 


Fig.  löl. 


Vom  Kupfersulfat  CuSO^  existieren  drei  Hydrate:  das  Penta- 
hydrat  CuSÜi  +  5H,0,  das  Trihydrat  CuS0^  +  3H.,0  und  das  Mono- 
hydrat  CuSO^  +  H.jÖ.  Die  Dampfspannung  des  Pentahydrats  beträgt 
47  mm,  die  des  Trihydrats  30  mm  und  die  des  Monoliydrats  4-5  mm. 
—  Gibt  man  nun  das  Pentahydrat  in  einen  evakuierten  Exsikkator 
mit  Phosphorpentoxyd  als  Füllung  hinein,  so  verliert  das  Pt-nta- 
hydrat  allmählich  das  Wasser  und  geht  stufenweise  zunächst  in  das 
Trihydrat,  dann  in  das  Monohydrat  und  schließlich  in  das  wasserfreie 
Salz  über.  Solange  noch  eine  Spur  vom  Pentahydrat  vorhanden  ist, 
beobachtet  man  eine  Dampfspannung  von  47  mm;  ist  die  letzte  Spur 
in  Trihydrat  übergegangen,  so  sinkt  die  Damjjfspannung  plötzlich  aut 
30  mm  und  behält  diesen  Wert  so  lange,  als  noch  etwas  \om  Tri- 
hydrat vorhanden  ist;  ist  die  letzte  Spur  vom  Trihydrat  in  das  MtMu.- 
hydrat  übergegangen,  so  sinkt  die  Damitfspannuiig  auf  4-ö  mm  und 
schließlich  —  w^enn  der  ganze  Wassergehalt  dem  Hydrate  entzogen 
worden  ist  —  auf  0  mm.  Faßt  man  die  oberhalb  des  Hydrates 
herrschende  Dampfspannung  als  Funktion  der  dem  Hydrate  entzoirenen 
Wassermengen  auf  und  stellt  sie  graphisch  dar.  ^o  resultuTt  die  Kurve 
der  Fig.  151;  die  entzogene  Wassermenge  ist  dort  in  .Mt.len.  die  Dampf- 
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Spannung  in  cm  aufgetragen.    Man  sieht,  daß  diese  Funktion  Unstetig- 
keiten  derselben  Art  aufweist,  wie  die  im  vorigen  Beispiele  diskutierte. 
5.  Beispiel.    In   obigen  Beispielen  war   das  Fehlen   des  Grenz- 
wertes lim  f{x)  dadurch  bedingt,  daß  wohl  lim  f{x)  lind  lim  f{x)  vor- 

banden,  aber  einander  ungleich  waren.  Nun  ist  es  noch  möglich,  daß 
in   der  Umgebung    eine    Stelle    x  =  c   weder   lim  f{x)    noch    lim  fix) 

existieren;  in  den  Naturwissenschaften   kommen  zwar   derartige  Un- 

stetigkeiten   nicht  vor,   der  Vollständigkeit   halber  wollen   wir  aber 

der   reinen    Mathematik    ein   Beispiel    für    eine    unstetige    Funktion 

dieser  Art  entnehmen. 

Im   Intervalle   ( — oo,    +00)   mit  xlusnahme   von   a;  =  0,   sei  eine 

Funktion  fix)  mittels  der  Formel 

.     1 
2/  =  sin 

definiert.  Wir  wollen  versuchen  diese  Funktion  graphisch  darzu- 
stellen. Es  genügt  dies  für  x>0  zu  tun,  weil  sich  ja  die  Werte 
für   ein   negatives   x  von   denen   für   ein   positives   x  nur   durch   das 

Vorzeichen  unterscheiden:  sin  ( 1=  —  sin     •   Zunächst  berechnen 

~     \ — Xj  X 

wir  diejenigen  Stellen,  an  denen  sin  gleich  Null  wird;  soll  sin  =  0 
werden,  so  muß  —  einen  der  Werte: 

X 

7t,    27t,    Sjt,    47t,    ÖTt,    67t,    .    .    . 

annehmen,  also  x  einen  der  Werte: 

TT  '        2    ■    TT  '       3    ■   TT  '        4   *    TT  '        Ö   '   7t  '    '    '    ' 

Die  Nullstellen  von  sin —  bilden  also  eine  unendliche  Zahlenfolge 
mit    dem    Grenzwerte  Null,    oder    auch:    die   Nullstellen    von    sin  — 

X 

bilden  eine  unendliche  „Punktmenge"  mit  dem  Punkte  Null  als 
„Häufungsstelle".     Die   Kurve  y  ^  sin  —  schneidet  also  die  a;-Achse 

in  unendlich  vielen  Punkten,  die  alle  zwischen  0  und  —  liegen  und 

CO 

sich  in  der  Nähe  von  a;  =  0  häufen.  —  Sodann  berechnen  wir  die- 
jenigen  Stellen,   an  denen    sin —  gleich  +  1  wird.    Soll  sin       =1 

CO  CO 

werden,  so  muß  —  einen  der  Werte: 

X 


1     2 


7t                  7t 

^2' 

13.  "" 

also  X  einen  der  Werte: 

2       12 

1     2 

1     2 

TT'       b'  7t' 

9  'tt' 

13'  ft' 
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annehmen.     Auch   diese  Stellen   bilden   eine   unendliche  Punktmenge 
mit  Null  als  Häufungsstelle;  die  Funktion  sin        nimmt  in  der  Nähe 

X 

der  Stelle  x  =  0  den  Wert  +  1  unendlich   oft  an.  -    Schließlich  be- 
rechnen wir    noch   diejenigen   Stellen,    an   denen    sin      =  —  1  wird; 

X 

soll  sin -- =  —  1  werden,   so  muß        einen  der  Werte: 

X  X 

"^    2  '  2  '  2  '    ^'^     2  •  •      • 

also  X  einen  der  Werte: 

3   ■    TT  '        7    'tT  '      ll'  TT  '      lÖTT  '    "    ■    • 

annehmen.     Diese  Werte  bilden   wiederum    eine   unendliche   Zahlen- 
folge mit  dem  Grenzwerte  Null. 

Trägt  man  die  so  berechneten  Punkte,  in  denen  sin  —  gleich  Null. 

+  1,-1  wird,   auf  und  verbindet   dieselben,   so   ergibt  sich   die    in 
Fig.  152  gezeichnete  Bildkurve  (in  der  Fig.  152  ist  der  Deutlichkeit 


halber  in  der  ic-Achse  ein  kleinerer  Maßstab  gewählt  worden    als  in 

der  ?/-Achse).   Man  sieht:  die  Kurve  y  =  ün~  besteht  aus  unendlich 

vielen  Wellenzügen,  deren  Amplitude  konstant  gleich  1  ist,  deren 
Wellenlängen  aber  mit  a;-^0  gegen  Null  konvergieren  (infolgedessen 
kann   man   natürlich   die  Kurve   nicht   bis   zu  Ende   zeichnend.     Die 

Funktion  /(a;)  =  sin-  oszilliert  in  der  Umgebung  von  x^O  beständig 

zwischen  +  1  und  —1,  nimmt  jeden  zwischen  +  1  und  —1  gele-enen 
Wert  unentlich  oft  an,  hat  in  der  Umgebung  von  x  0  unendlich 
viele  Maxima  und  Minima,  konvergiert  aber  für  x-0  gegen  keinen 
bestimmten  Wert. 

Hier  existiert  weder  lim  f{x),  noch  lim  f{x\   noch  /(O).     Dies  ist 

bereits  einer  der  schweren  Fälle  von  Unstetigkeit  noch  langr  aber 
nicht  der  schwerste.     Alle  bisher  angeführten  iMinktu.nen  waren  nur 

an  einzelnen  Stellen  unstetig,  sonst  aber  stetig  (auch  jyx)      sin  ^ 

ist   an  jeder  Stelle,   mit  Ausnahme   von  x  =  0  stetig).     Nun  gil)t  es 
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aber  Funktionen,   die  in  einem   endlichen  Intervalle  unendlich  viele 

Unstetiffkeitsstellen  haben,  wie  z.  K  die  Funktion  sin  —. — .    Ja,  es 

sin  a; 

?ibt  Funktionen,   die   an  jeder  Stelle   ihres   Defiiiitionsintervalles 

unstetif^  sind,  wie  z.B.  die  Funktion  /(x),  die  dadurch  definiert  wird, 

daß    sie    für   jedes   rationale   x  gleich  -f- 1,    für  jedes   irrationale   x 

g-leich  —  1  ist.     In  einer  noch  so  kleinen  Umgebung-  einer  rationalen 

Zahl   liegen   unendlich   viele  irrationale   Zahlen   und   umgekehrt:   in 

einer    noch    so   kleinen    Umgebung    einer    irrationalen    Zahl    liegen 

unendlich   viele  rationale  Zahlen;   daher   ist   diese   Funktion  f{x)   in 

jedem  Punkte  wohl  definiert,  hat  aber  nirgends  einen  Grenzwert. 

Von  einer  Bildkurve  dieser  Funktion  kann  natürlich  keine 

Rede  sein. 


Schliißbemerkiingen. 

Die  bisher  betrachteten  singulären  Stellen  von  Funktionen  waren 
Unstetigkeitstellen;  es  kann  aber  eine  Funktion  auch  an  einer 
Stelle,  wo  sie  stetig  ist,  sichsingulär  verhalten.  Wir  haben  bereits 
von  geknickten  Kurven  gesprochen  (S.  41);  an  einer  Stelle  c,  wo 
eine  (sonst  reguläre)  Kurve  einen  Knick  aufweist,  existiert  nicht  die 

/( a;  -i-  }l)  f(x) 

Ableitung  von  f(x).     Wohl  hat  der  Ditferenzenquotient ^ — -^ 

einen  bestimmten  Grenzwert,  wenn  h  positive  Werte  durchlaufend 

gegen    Null    konvergiert,     es     existiert     auch     ein    Grenzwert    von 

f(x  -\-h) f(x) 

j^ —       ,  wenn  h  negative  Werte  durchlaufend   gegen  Null 

konvergiert;  diese  beiden  Grenzwerte  sind  aber  voneinander  ver- 
schieden : 

Eine  Knickstelle  ist  also  dadurch  charakterisiert,  daß  dort  sowohl 
der  rechtsseitige  wie  der  linksseitige  Grenzwert  des  Differenzen- 
quotienten existieren,  daß  aber  die.  beiden  Grenzwerte  einander 
ungleich  sind.  Eis  gibt  aber  Fälle,  wo  die  Nicht-Existenz  einer  Ab- 
leitung darin  besteht,  daß  weder  der  rechtsseitige  noch  der  links- 
seitige Grenzwert  des  Diiferenzenquotienten  existieren,  wobei  aber 
trotzdem  die  Funktion  an  der  betreffenden  Stelle  stetig  sein  kann. 
Wir  wollen  einen  solchen  Fall  studieren.  Es  sei  eine  Funktion 
definiert  durch: 

f(x)  =  Ä  sin         für  x^O 

'  X 

f{x)  =  0  für  x  =^  0 

Die  Formel  x  sin      hat  nämlich  für  05  =  0  keinen  Sinn  und  kann  da- 

X 

her  an  der  Stelle  a;  =  0  nicht  zur  Definition  einer  Funktion  heran- 
gezogen werden.  Setzen  wir  aber  fest,  daß  für  a;  =  0  unsere  Funktion 
den  Wert  Null   annehmen   soll,   so   ist   dadurch  die  Funktion  sowohl 
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an  der  Stelle  x  ^0  wie  auch  in  deren  Umgebung  vollständig  definiert. 
Wir  wollen  zunächst  zeigen,   daß    die   so  definierte  Funktion  an  der 

Stelle  x^^O  stetig   ist.    Der  Ausdruck  x  ■  sin      ist  ein  Produkt  von 

X 

zwei  Faktoren,  von  denen  der  eine  dem  absoluten  Betrage  nach  di«- 
Einheit  nicht  überschreitet,  der  andere  aber  mit  x^O  ge{r<'n  Null 
konvergiert;  folglich  konvergiert  auch  das  Produkt  gegen  Null.     Man 

sieht,  daß  sowohl  lim  a;-sin      wie  auch  lim  xsin      gleich  Null  sind, 

folglich  existiert  der  Grenzwert  lim  x-sin      u.  zw,  ist  er  gleich  Null; 

da  ferner  /(O)  =  0  ist.  so  ist 

lim  f{x)  =  f(0) 

und  daher  ist  nach  der  Definition  der  Stetigkeit  unsere  Funktion  f(x) 
an  der  Stelle  a;  =  0  stetig,    ihre  Bildkurve  ist  in  Fig.  153  gezeichnet 


Fig.  153. 


allerdings  konnte  die  Kurve  nicht  bis  in  den  Nullpunkt  hinein  ge- 
zeichnet werden,  weil  sie  in  der  Umgebung  der  Stelle  x  0  unendlich 
viele  Maxima  und  ^linima  hat;  die  Möglichkeit  die  Bildkurve  einer 
Funktion  zu  zeichnen,  liegt  aber  nicht  im  Wesen  der  Stetigkeit, 
vielmehr  ist  dem  Begriffe  der  Stetigkeit  stets  schon  dann  (Genüge 
geleistet,  wenn  lim  f{x)  =  /(O)  ist. 

Wir  wollen  nun  zeigen,  daß  unsere  Funktion  f[x)  an  der  .^teMe 
»  =  0  keine  Ableitung  besitzt  (trotzdem  sie  dort  stetig  istl  Hierzu 
bilden  wir  den  Difterenzenciuotienten 


m-f(O) 


h  sin  ,  —  0  1 

h  .    1 

H =  ^'"i 
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Wir  wissen  bereits,  daß  lim  sin |-  nicht  existiert;  es  existiert  daher 
auch   nicht   der  Grenzwert  lim ,        ,   es   oszilliert  vielmehr   der 

Diiferenzenquotient  , — —  mit  h^O  beständig-  zwischen  —1  nnd 

+  1.  Unsere  Funktion  f{x)  ist  daher  an  der  Stelle  x  =  0  wohl  stetig, 
aber  nicht  dilFerentiierbar.  u.  zw.  ist  dies  bereits  ein  schwererer  Fall 
der  Nicht-Diöerentiierbarkeit,  als  der  einer  gewöhnlichen  Knickstelle. 

W  ei  er  Straß  hat  eine  Funktion  angegeben,  die  an  jeder 
Stelle  ihres  üefinitionsintervalles  stetig,  aber  an 
keiner  Stelle  differentiierbar  ist.  Man  wird  vielleicht  ge- 
neigt sein,  anzunehmen,  daß  solche  Funktionen  bloß  mathematische 
Spielereien,  geistreiche  aber  unfruchtbare  Spekulationen  sind,  die  in 
den  Naturersclieinungen  kein  Analogon  finden.   Dies  stimmt  aber  nicht. 

,.Beobachten  wir  beispielsweise  eine  jener  weißen  Flocken,  die 
man  erhält,  wenn  man  Seifenwasser  mit  Kochsalz  versetzt.  Von 
weitem  erscheint  ihre  Oberfläche  scharf  umrissen  zu  sein,  sobald  man 
sich  aber  nähert,  verschwindet  diese  Schärfe.  Das  Äuge  vermag 
keine  Tangente  mehr  an  einen  Punkt  der  Oberfläche  zu  legen;  eine 
Gerade,  die  bei  der  ersten  Betrachtung  als  solche  erscheint,  könnte 
bei  näherer  Prüfung  ebensogut  senkrecht  oder  schräg  zur  Oberfläche 
stehen.  Wenn  man  eine  Lupe,  ein  Mikroskop  zur  Untersuchung 
heranzieht,  bleibt  die  Unsicherheit  ebenso  groß,  denn  jedesmal,  wenn 
man  die  Vergrößerung  steigert,  sieht  man  neue  Unebenheiten  auf- 
treten, ohne  daß  man  jemals  den  scharfen  und  das  Auge  beruhigen- 
den Eindruck  gewinnen  könnte,  den  beispielsweise  eine  polierte  Stahl - 
kugel  bietet.  Wenn  diese  Kugel  als  ein  gutes  Bild  der  klassischen 
Kontinuität  angesehen  werden  kann,  so  gibt  es  folgerichtig  unsere 
Flocke  eine  Vorstellung  von  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Funk- 
tionen ohne  Differentialquotien ten."*) 

In  diesem  Buche  haben  wir  uns  hauptsächlich  mit  analytischen 
Funktionen  befaßt.  Wir  sehen  erst  jetzt,  was  für  eine  besondere 
Gruppe  von  Funktionen  dies  ist.  Damit  eine  Funktion  analytisch 
sei,  muß  sie  erstens  stetig  sein,  zweitens  alle  Ableitungen  (bis  zu 
beliebig  hoher  Ordnung)  besitzen,  drittens  muß  die  für  sie  gebildete 
Taylor'sche  Reihe  konvergieren  und  viertens  muß  die  Summe  der- 
selben gleich  f{x)  sein.  Vom  mathematischen  Standpunkte  aus  sind 
die  nicht-analytischen  Funktionen  die  Regel,  die  analytischen  —  eine 
schöne  Ausnahme.  Was  die  analytischen  Funktionen  vor  allem  aus- 
zeichnet, ist  der  Umstand,  daß  sich  an  ihnen  mathematische  Operationen 
leicht  vollziehen  lassen,  während  die  nicht-analytischen  Funktionen 
für  die  mathematische  Behandlung  recht  spröde  sind.  Dies  ist  der 
wichtigste  Grund,  warum  die  analytischen  Funktionen  zur  Be- 
schreibung und  Erklärung  von  Naturerscheinungen  herangezogen 
werden  —  niciit  etwa  eine  prästabilierte  Harmonie  zwischen  mathe- 
matischen Formen  und  dem  Geschehen  in  der  Natur. 


*)  Jean  Perrin,  Les  Atomes,  1914.  p.  VIII. 
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(Die  arabischen  Ziffern  bedeuten  die  Seitenzahl;  A  bedeutet  den  ersten,  B  den  zweiten 
C  den  dritten  Teil,  die  römischen  Ziffern  die  Kapitel.) 


Ableitung  einer  Funktion  A  II. 

Absoluter  Betrag  22. 

Absolute  Konvergenz  von  unendlichen 
Eeihen  322. 

Absorption  von  Lichtstrahlen  226 — 228. 

Adiabate  230. 

Adiabatische  Kompression  eines  Gases  228. 

Aequivalent,  mechanisches  —  der  Wärme 
189.  —  kalorisches  —  der  Arbeit  228. 

Aktinium  281. 

Algebraische  Funktionen  38. 

Allgemeine  Lösung  (Integral)  einer  Diffe- 
rentialgleichung 167,  — s  Glied  einer 
Zahlenfolge  11. 

Amplitude  der  harmonischen  Bewegung 
66. 

Analytische  Funktionen  345. 

Annäherungsfunktionen  33.5. 

Aperiodische  Schwingung  249. 

Archimedische  Spirale  152. 

Arrhexics  186. 

Asymptotische  Näherung  54. 

Barometrische  Höhenformel  270. 
Bedingte    Konvergenz    von    unendlichen 

Reihen  322. 
Bedingung,  hinreichende  und  notwendige 

— en  7U. 
Beschleunigung  als  zweite  Ableitung  des 

Weges  nach  der  Zeit  87. 
Bestimmte  Integrale  B  VIT. 
Bewegung,  harmonische  —  66. 
Bienenzellen,  Oekononiie  der  —  111 — 114. 
Bildkurve  einer  Funktion  17. 
Bimolekulare  Reaktionen  53.  183,  224. 
Binomischer  Lehrsatz  50. 
Bogenlänge  270    271. 
Bogenmaß  der  Winkel  41. 

BOLTZMANN ,  SlEPHAN-BoLTZMANN'SCheS 

Strahlnngsgesetz  286. 

Carnot  305. 

CAHNOT'scher  Kreisprozeß  306. 


Cauchy  340. 

Christen  283. 

Clacsics  300. 

CocLOMB'sches  Zerstreuungsgesetz  173. 

Courbe  de  chien  273. 

Differential  197—199.  vollständiges  B  V. 
exaktes  233.  unexaktes  i  unvollständiges) 
234. 

Differentialirleiehungen,  gewöhnliche  — 
erster  Ordnung  A  XII.  gewöhnliche  — 
zweiter  Ordnung  B  VI.  partielle  — 
zweiter  Ordnung  251. 

Differentialquotient  33. 

Differenzemiuotient  19. 

Diffusion  -^50— 254. 

Dikichlet's  Detinition  einer  Funktion  16. 

DiRicHLEx'sche  Bedingungen  der  Darstell- 
barkeit einer  Funktion  durch  eine 
Fouriersche  Eeihe  351. 

Dühem  370. 

e.  die  Zahl  —  119. 

Ellipse  74. 

Elliptische  Schwingung  84. 

Emanation,  radioaktive  — en  129.  Radiuni- 

—  KiO.  168. 
Empfindlichkeit  eines  Meßinstrumentes  iV. 
Empfindung  als  Funktion  des  Reizes  167. 
Energie  136.  137.  288. 
Entropie  2iiO. 

Ester.  Verseifung  der  —  183. 
Exaktes  Differential  2'^:■^. 
Explizite  Funktionen  154. 
Exponentialfunktion  A  IX. 
Extremwert  99. 

Farben  dünner  Blätteben  324. 

Famui.f.nkk  182. 

Faktor,  integrierender  —  236. 

Fkchnkk  16  (. 

Flächeninhalt  einer  Kurve  264. 

Fi.OHis  ;JÜ9. 
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FoL-RiKK'selie  Keiliou  l'  111. 

Funktion.  Boiiritl  der— All,  o^raphische 
Darstellunsj  einer  —  17,  lineare  — en 
o5,  (inaiiratisclie  — euo4.  stanze  rationale 
— en  oH.  ofobrocliene  rationale  — en  37. 
algebraische  iimi  transzendente  — en  ;?S, 
triirononietrisehe  — en  HS.  periodische 
— en  41.  stetige  und  nnstetige  — en  41 
und  Anhans^f,  analytisclie  und  nieht- 
analytiselie  — en  345,  gerade  und  un- 
gerade — en  352. 

Galilei  170. 

Ganze  rationale  Funktionen  3B 

Gauiel  3U). 

(gebrochene  rationale  Fuiiktinuen  37. 

Gedämpfte  Schwingungen  245—250. 

Geometrische   Addition   von   Strecken  67. 

Geometrische  Reihe  315. 

Geotropismus  (SS. 

Gerade  Kuiikticmcn  352. 

Geschwindigkeit  als  Ableitung  des  Weges 

nach  der  Zeit  27. 

(Tewöhnliche  Dift'erentialgleichungen  erster 

Ordnung    A  XII,    —    Dii'lerentialglei- 

chungen  zweiter  Ordnung  B  VI. 

(ilied,  allgemeines  — einer  Zahlenfolge  11. 

Glühlampe,    Beziehung    zwischen    Strom 

und  Sjiannung  einer  —  130. 
Graphische  Darstellung  einer  Funktion  17. 
Grenzen  eines  bestimmten  Integrals  259. 
(irenzwert  einer  unendlichen  Zahlenfolge 
3.  14,  44.  155.  —  einer  Funktion  374. 
Grundformeln  der  Integralrechnung  ß  I. 
Gui.DliKKG  171). 
GÜNTHEK   273. 

Harmonische  Bewegung  (Hl 

Harmonische  Beihe  316. 

Hauptsatz,  erster  —  der  Thermodynamik 
136— 1 40,  zweiter  —  der  Thermodynamik 
B  VIII. 

Hermann  30!). 

Hinreichende  und  notwendige  Bedin- 
gungen 70. 

Höhentoiinel.  barometrische  —  270. 

Horizontal  wurf  eines  schweren  Körpers  81 . 

Hundekurve  273. 

Hyperbel  IH. 

Hyperbolische  Si)irale  153. 

Hypothese,  mathematischer  Ausdruck 
einer  naturwissenschaftlichen  —  178. 

Immunocheraic  von  Ahriieniis  186. 

imiilizite  Funktionen  154. 

Infinitesimal  14H. 

Innere  Reibung  254 — 258. 

Integral,  allgemeines  —  einer  Uii'ferential- 
gleichung  167.  partikuläres  —  einer 
Differentialgleichung  168.  bestimmtes 
und  unbestimmtes  —  B  VII. 

Integraliontometer  283. 

Integrationskonstaiite  191. 

Integrierender  Faktor  236. 

Intervall  16,  abgeschlossenes  und  nicht- 
abgeschlossenes  —  366. 


Inverse  Funktionen  A  VI. 
Inversidiisgcsch  windigkeit  181. 

lonentheorie  der  Flektrizitätsleitung  durch 

(iase  173. 
Isotherraenschar  159. 

Jknsen  88. 

Kältemaschine  308. 

Katalyse  22(5. 

Kettenlinie  128,  239,  272. 

Kinetik.  Grundgesetz   der  chemischen  — 

180. 
Knick  einer  Kurve  41. 
Koefhzient,  ökonomischer  305. 
König  114. 

Konkavität  einer  Kurve  89. 
Konvergenz  einer  unendlichen  Zahlenfolge 

11,  —  einer  unendlichen  Reihe  315. 
Konvexität  einer  Kurve  89. 
Konzentration  einer  Salzlösung  32. 
Krümmung  einer  Kurve  92,  — sradius  94, 

— skreis  94,  — sniittelpunkt  94. 
Kurvenschar  A  XII. 

Lagrange  142,  340. 

Lebensdauer  einer  radioaktiven  Substanz 

281. 
L'Hosi'iTAE  144,  148. 
Limes  11. 

Lineare  Funktionen. 
Lösung,    allgemeine   und   partikuläre   — 

einer  Differentialgleichung  167 — 168. 
Logarithmus  A  IX. 
LüKiA  273. 

Mach  114,  171. 
MacLaukin  338. 
MAcLAURiN'sche  Reihe  338. 
Madsen  182. 
Marai.üi  114. 
Makcet  309. 

Massenwirkungsgesetz  179. 
Maxima  und  Minima  A  VIII. 
Mittelwertsatz  A  XI,  267—268. 
Mononiolekulare  Reaktionen  180,  222. 
Multiplikator  236. 

Muskel,    maximale   Arbeitsleistung   eines 
— s  108—111. 

Natürlich,  der  — e  Logarithmus  A  IX. 
Newton  27,  254. 
Normale  128. 

Notwendige     und     hinreichende     Bedin- 
gungen 70. 

Oekonomie  der  Bienenzellen  111 — 114. 
Oekouomisolier  Koeffizient  305. 
Ordnung  des  „Unendlichklein-"  und  „Hn- 
endlichgroli  Werdens"  146 — 147. 

OsTWAIiD   289. 

Parabel  19. 

l^aramaecium  aurelia  88. 
i'arameterdarstellung  von  Funktionen  81. 


Register. 
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Partialbruchzerlegung.  Inteji;ration  mittels  ' 
—  ß  III. 

Partielle  Ableitungen  A  X,  —  Differential-  ^ 
gleichungen  251. 

Partikuläre  Lösung  (Integral)  einer  Diffe- 
rentialgleichung 168.  i 

Pepton  186.  i 

Periode  einer  harmonischen  Bewegung  66. 

Periodische  Funktionen  41. 

Perpetuum  mobile  186,  —  erster  und 
zweiter  Art  28^«,  29U. 

Perrin  i-582. 

Phase  einer  harmonischen  Bewegung  68, 
die  —  n  von  HgO  37.5. 

Planck  136,  289,  312. 

PoiSEüLLE'sches  Gesetz  279. 

Polarkoordinaten  152. 

Primitive  Funktion  22,  25. 

Psychophysisches Gesetz  von  Fechner  167. 

Quadratische  Funktionen  34. 

Eadioaktive  Emanationen  129,  —  Sub- 
stanzen 281. 

Radium  281. 

Radiumemanatioii  160,  168.  _ 

Rationale  Funktionen  36,  37. 

Reaktionsgeschwindigkeit  29. 

Readmur  114. 

Reibung,  innere  —  254—258. 

Reiz.  Empfindung  als  Funktion  des  —es 
167. 

Rektifikation  271. 

Restglied  der  TAYLOR'schen  Reihe  338, 
34U. 

Reversibilität  thermodynamischer  Vor- 
gänge 290, 

Rotationskörper.   Volumen  eines  — s  286. 

Röntgenstrahlen  228,  283. 

Schleppkurve  176. 
Schmelzwärme  188. 
Schwingungen  242 — 250. 
Serumtherapie  182. 
Spezifische  Wärme  137,  371,  373. 
Spezitisches  Volumen  333. 
Spirale,    Archimedische    —    152,     hyper- 
bolische —  153. 
Sprung  einer  Kurve  41.  _ 
Steigung  einer  Kurve  25. 
Steilheit  einer  Kurve  22. 


Stephan-  BoLTZMANN'Hches      Strablungs- 

gesetz  286. 
Stetigkeit  einer  Funktion  41,  Anhang. 
Snbstitutionsregel  201. 

TAYLOR'sche  Reihen  C  II. 

Teilweise  Integration  207. 

Temperatur     der     Sonne    134,      absolute 

—Skala  370,  —gefalle  31. 
Tetanulysin  1S6. 
Thermodynamik,  der  erste  Hauptsatz  der 

—  18H— 140.  der  zweite  Hauptsatz  der 

—  B  VIII. 
Traktrix  176. 

Transzendente  Funktionen  38. 
Trigonometrische  Funktionen  38. 
Trimolekulare  Reaktionen  225. 

Umkehrung  einer  Funktion  69. 

Unbestimmte  Formen  143. 

Unbestimmte  Integrale  259. 

Unendlich  klein  146. 

Unendliche  Reihen  C  l. 

Ungerade  Funktionen  352. 

Uustetigkeit  einer  Funktion  41.  Anhang. 

Verschiebungsgesetz,  WiEN'sches  —  134, 

Verseif ung  der  Ester  183. 

Vibriolysin  182. 

DA  Vinci  273. 

Vogt  114. 

Vollständiges  Differential  B  V. 

Waage  179. 

Walbum  186. 

Wechselstrom,     Mittelwerte     des     —es 

279-280. 
WEiERSTRASs'sche  Funktiou  382. 
Weiss  310. 
Wendepunkt  einer  Kurve  90.  349. 

Wien  133. 

Winkelgeschwindigkeit  65. 
Wirkungsgrad  3t>5. 
Wood  114. 

Zahlenfolge  A  I. 
Zeno  8 — 10. 
Zentrifugalkraft  88. 
Zerfallsgeseh  windigkeit  1 29. 
Zerfallskonstaute  129. 
Zyklometrische  Funktionen   m. 
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